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Ìîäåëü àâòîêîëåáàíèé îäíîäèñêîâîãî íåñèììåòðè÷íîãî ðîòîðà
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Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîñòðîåíèÿ èì. À. Í. Ïîäãîðíîãî ÍÀÍ Óêðàèíû, Õàðüêîâ,

Óêðàèíà

Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü àâòîêîëåáàíèé íåñèììåòðè÷íîãî îäíîäèñêîâîãî ðîòîðà â êîðîòêèõ

ïîäøèïíèêàõ ñêîëüæåíèÿ, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ÷åòûðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷åííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ íåëèíåé-

íûìè íîðìàëüíûìè ôîðìàìè Øîó–Ïüåðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîðîòêèå ïîäøèïíèêè ñêîëüæåíèÿ, óðàâíåíèå Ðåéíîëüäñà,

íåëèíåéíûå íîðìàëüíûå ôîðìû êîëåáàíèé.

Ââåäåíèå. Àâòîêîëåáàíèÿ â ðîòîðíûõ ñèñòåìàõ ìîãóò âîçíèêàòü ïðè

âçàèìîäåéñòâèè ìàñëÿíîé ïëåíêè ïîäøèïíèêà ñêîëüæåíèÿ ñ öàïôîé ðîòîðà.

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî îíè îáóñëîâèëè ðàçðóøåíèå ðÿäà ðîòîðíûõ ñèñòåì. Â

íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé ðîòîðíûõ ñèñòåì ÷àñòî ïðèìå-

íÿþòñÿ ñîâðåìåííûå àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû íåëèíåéíîé äèíà-

ìèêè [2]. Â [3] ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå äàâëåíèÿ

â ìàñëÿíîé ïëåíêå ïîäøèïíèêîâ ñêîëüæåíèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîí-

íîãî ïîäõîäà â [4] ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðåéíîëüä-

ñà. Óñòîé÷èâîñòü öàïôû â ïîäøèïíèêå ñêîëüæåíèÿ ðàññìàòðèâàëàñü â [5].

Ìîäåëü äàâëåíèé â ìàñëÿíîì ñëîå êîðîòêèõ ïîäøèïíèêîâ ñêîëüæåíèÿ ïîëó-

÷åíà â [6], ãäå èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå èíåðöèè ìàñëÿíîãî ñëîÿ íà âåëè÷èíû

äàâëåíèé. Àâòîðû ðàáîòû [7] ïðèìåíÿþò àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ àâòîêîëåáàíèé â ðîòîðàõ, â [8] àíàëèçèðóþòñÿ âûíóæäåííûå êîëå-

áàíèÿ ðîòîðà ñ ó÷åòîì ìàñëÿíîãî ñëîÿ â êîðîòêèõ ïîäøèïíèêàõ ñêîëüæåíèÿ è

îïèñûâàåòñÿ äèíàìèêà ðîòîðà ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòíîé ñõåìû, ñîñòîÿùåé èç

óïðóãîãî âàëà ñ òðåìÿ äèñêðåòíûìè ìàññàìè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåëèíåéíûå íîðìàëüíûå ôîðìû êîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ

îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ïîäõîäîâ òåîðèè íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ

êîëåáàíèé, ïðèìåíÿåìûõ êàê äëÿ àíàëèçà ñâîáîäíûõ, òàê è âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèé [9–11].

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ìîäåëü àâòîêîëåáàíèé íåñèììåò-

ðè÷íîãî îäíîäèñêîâîãî ðîòîðà â êîðîòêèõ ïîäøèïíèêàõ ñêîëüæåíèÿ. Äàâëå-

íèÿ â ìàñëÿíîì ñëîå îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè êîðîòêîãî ïîäøèïíèêà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àâòîêîëåáàíèé ðîòîðà ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà

íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Èçó÷èì äèíàìèêó æåñòêîãî äèñêà, ïðè-

êðåïëåííîãî ê âðàùàþùåìóñÿ óïðóãîìó âàëó, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â äâóõ

êîðîòêèõ ïîäøèïíèêàõ ñêîëüæåíèÿ (ðèñ. 1). Â ïðîöåññå êîëåáàíèé öàïôû

âàëà À è Â (ðèñ. 1) äâèæóòñÿ. Ýòè äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ îáîáùåííûìè

êîîðäèíàòàìè (õ1, ó1) è (õ 2 , ó 2). Ðàññìîòðèì ðîòîð â äâóõ îäèíàêîâûõ

ïîäøèïíèêàõ ñêîëüæåíèÿ, â ìàñëÿíîì ñëîå êîòîðûõ âîçíèêàþò óñèëèÿ, äåé-
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ñòâóþùèå íà öàïôû. Ïðîåêöèè ýòèõ óñèëèé íà îñè õ è ó îáîçíà÷èì ñîîòâåò-

ñòâåííî F x yx i i( ; ), F x yy i i( ; ), i�1 2, . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðîòîð âðàùàåòñÿ ñ

ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ � âîêðóã îñè z (ðèñ. 1). Òîãäà óãëîâóþ

ñêîðîñòü äèñêà ïðåäñòàâèì òàê:

� � � �
� � � �� � �1 1 2 2 3 3e e e ; (1)

� � � � � �1 1 2 3 2 3� �� cos cos � sin ; � � � � � �2 2 3 1 2 3� �� cos � cos sin ;

� � � �3 3 1 2� �� � sin ,

ãäå
�
å1 ,

�
å2 ,

�
å3 – îðòû äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ äèñêîì;

�1 , � 2 , � 3 – óãëû ïîâîðîòà äèñêà.

Èç óñëîâèé äâèæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî �� �� � sin .� � �3 1 2 Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ äèñêà ïðèíèìàåò âèä

T
I I m

x
e p

� � � � � �
2 2 21

2 2
2 3 1 2

2 2( � � cos ) ( � � sin ) ( � �� � � � � ��
� y 2 ), (2)

ãäå õ , ó – ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê êðåïëåíèÿ äèñêà ê âàëó; I e , I p – ýêâàòîðè-

àëüíûé è ïîëÿðíûé ìîìåíòû èíåðöèè äèñêà.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî öàïôû À è Â ïîêîÿòñÿ, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

âàëà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

	� � � � � �
c

x y
c

c x y
11 2 2 22

2
2

1
2

12 2 12 2
( ) ( ) ( ),� � � �

ãäå ñ11 , ñ22 , ñ12 – ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè.

Åñëè öàïôû äâèæóòñÿ, ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

	� � � � � � �
1

2 11 1 2 2 1
2

2 1 1 2
2c x x x y y y[( ) ( ) ]
 
 
 


Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà îäíîäèñêîâîãî ðîòîðà â ïîäøèïíèêàõ ñêîëüæåíèÿ.
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l
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l

l
. (3)

Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñîñòîÿò èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé Ëà-

ãðàíæà, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ äèñêà, è ÷åòûðåõ óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ öàïô:
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Ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ðîòîð çàíèìàåò íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå ðàâíî-

âåñèÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè îáîáùåííûõ êîîðäè-

íàò: (õ , ó , �1 , �2 , õ1 , ó1 , õ 2 , ó 2), óäîâëåòâîðÿþùèìè ñèñòåìå íåëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

F x y mg
l

l
F x y mg

l

lX X( , ) ; ( , ) ;1 1
2

2 2
1� � (5a)
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F x y F x yY Y( , ) ; ( , ) .1 1 2 20 0� � (5á)

Òîãäà ðàâíîâåñèå äèñêà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

x x x
mgc

c c c
y y y

y y

l

� � �
�

� �

�
�


 
 
 


�

1 2 2 1
22

11 22 12
2 2 1 1 2

1
1 2

; ;

; .�2
2 1 12

11 22 12
2

�
�

�
�

x x

l

mgc

c c c

(6)

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ðîòîðà îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ñòàòè÷åñ-

êîãî ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

( , , , , , , , ) ( , , , ,õ ó õ ó õ ó õ õ ó ó� � � � � �1 2 1 1 2 2 1 1 2 2� � � � �

õ õ ó ó õ õ ó ó1 1 1 1 2 2 2 2� � � �, , , ),

è äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (4) ïðåäñòàâèì òàê:

mx R X�� ;
( )� 1

I I Re p x
�� � ;( )� �2 1

2 0� � ��

my RY�� ;
( )� 1

I I Re p Y
�� � ,

( )� �1 2
2

0� � ��
(7)

ãäå

R F x y F x yY Y Y
( ) ~

( , )
~

( , );
1

1 1 2 2� � R F x y F x yX X X
( ) ~

( , )
~

( , );
1

2 2 1 1� �

R l F x y l F x yY Y Y
( ) ~

( , )
~

( , );
2

1 1 1 2 2 2� �

R l F x y l F x yX X X
( ) ~

( , )
~

( , );
2

2 2 2 1 1 1�� �

~
( , ) ( , ) ( , );F x y F x x y y F x yX i i X i i i x i i� � � �1

~
( , ) ( , ) ( , ),F x y F x x y y F x yY i i Y i i i i Y i i� � � � i�1 2, .

Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà öàïôû âàëà ñî ñòîðîíû ìàñëÿíîãî ñëîÿ (ðèñ. 1),

çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå [2]:

[ , ] [cos( ), sin( )] ( , )F F p z Rd dzX Y
T T

LB

�� � ��� � � � � � �
�

1 1

00

, (8)

ãäå LB – äëèíà ïîäøèïíèêà; � – óãîë ëèíèè öåíòðîâ (ðèñ. 1).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàñëÿíûé ñëîé çàíèìàåò îáëàñòü � �� [ ; ].0 Òîãäà

äàâëåíèå ìàñëÿíîãî ñëîÿ íà öàïôó p z( , )1 � îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Ðåéíîëüäñà [2], ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâèì òàê:
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p z
h

h h

t
z L zB( , ) ( ) ,1 3 1 1

3
2�

 !

!�

!

!
� �

�

�


�

�
� �� (9)

ãäå  – âÿçêîñòü ìàñëà; z1 – ïðîäîëüíàÿ ëîêàëüíàÿ êîîðäèíàòà ïîäøèïíèêà

ñêîëüæåíèÿ; h c e c e x y� � � � �cos ( cos sin );� � �1 1 c – âåëè÷èíà çàçîðà

ìåæäó öàïôîé è ïîäøèïíèêîì. Ïàðàìåòð å ïîêàçàí íà ðèñ. 1.

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïàðà-

ìåòðû:

~ ;x
x

cj

j
� ~ ;y

y

cj

j
� H

h

c
� ; "��t. (10)

Òîãäà ñèëû ìàñëÿíîãî ñëîÿ îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

F
L R

c
H x yX

B� � � � � ��
3

2
3

1 1

02

 
� � � � � �

��
cos( ){~ sin( ) ~ cos( )�

� # � � # �

� �

2 2

2

1 1

3

2
3

0

~ cos( ) ~ sin( )} ;x y d

F
L R

c
HY

B

� � � � �

 ��
� � � � � �

� # � �

sin( ){~ sin( ) ~ cos( )

~ cos( )

� � � � � �

� �

x y

x

1 1

12 2~ sin( )} ;

~ cos( ) ~ sin( ); ( )
(

# �

� � � � � #�

y d

H x y
d

1

1 11

� � �

� � � �
)
.

d"

(11)

Ðàññìîòðèì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ðîòîðà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè.

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (9) ïðåäñòàâèì â âèäå

p
e

c e
z z LB��

�
�

3
3 1 1

 �

�

� sin

( cos )
( ). (12)

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ öàïôû ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

F GX e# � cos ;� F GY e# �� sin ,� (13)

ãäå FX # , FY# – ïðîåêöèè ñèë íà îñè #õ , #ó ; � å – óãîë ëèíèè öåíòðîâ

ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ öàïôû; G – çíà÷åíèå âåðòèêàëüíîãî óñèëèÿ â ïîä-

øèïíèêå, â öàïôå À èìååì G mg
l

l
� 2

, â öàïôå Â – G mg
l

l
� 1

.

Òîãäà ñòàòè÷åñêèå ñèëû ìàñëÿíîãî ñëîÿ çàïèøåì òàê:

F
L R

c
X

B
# �

�

3 2

2 2 21

 $

$

�

( )
; F

L R

c
Y

B
# ��

�

�  $

$

3

2 2 3 24 1

�

( )
;

/
$�

e

c
. (14)

134 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2010, ¹ 4

Ê. Â. Àâðàìîâ



Èç (13), (14) ïîëó÷èì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ $:

G
L R

c

B�
�

� �
3

2 2 2
2 2 2

4 1
16 1

 $

$
$ � $

�

( )
( ). (15)

Òîãäà îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ öàïôû À îïðåäåëÿ-

þòñÿ òàê:
~ cos ;,x x c e1 0 1

1
1 1� ��� $ � ~ sin ;,y y c e1 0 1

1
1 1� ��� $ �

tg � � � $ % $�
e � 1 4 ).

(16)

Èíäåêñ 1 ó âåëè÷èí $ è � å îáîçíà÷àåò, ÷òî îíè îïèñûâàþò ðàâíîâåñíîå

ñîñòîÿíèå öàïôû À. Àíàëîãè÷íûå ïàðàìåòðû äëÿ öàïôû Â ïðèâîäÿòñÿ ñ

èíäåêñîì 2.

Èññëåäóåì êîëåáàíèÿ ðîòîðà îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ

ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ: ~ ~ ~
,õ x xi i i� � 0 ; ~ ~ ~

,y y yi i i� � 0 ,

i�1 2, . Òîãäà íåëèíåéíûå ñèëû FX , FY , äåéñòâóþùèå íà öàïôû ìàñëÿíîãî

ñëîÿ, ðàçäåëèì íà äâå ÷àñòè: ëèíåéíóþ FX , ,1 FY ,1 è íåëèíåéíóþ FX , ,2 FY ,2 :

[ , ] cos( )[ , ] ;

[ , ]

, ,

, ,

F F R R d

F F

X X
T

e
T

Y Y
T

1 2 1 1 2

0

1 2

� ��& � � �
�

� �

� � # �

�
�

& � � �

' �

�

sin( )[ , ] ;

{(~ ~ )sin

e
TR R d

R x y

1 1 2

0

1
3

1 1 12 ( ~ ~ )cos

sin (~ cos ~ sin )};

y x

x y

R

1 1 1

1
1 1 1 1 1

2

3

� # �

� ��

�

$' � � �

2
3 1

1 1 1 1 1 13 2 2 6� � # � � # �� �' ' � � ${ [(~ ~ )sin ( ~ ~ )cos ] sX x y y x in };
~ cos ~ sin ; cos ; .

�'

� � ' $ � � � �

�

� � � � � �

�

2 2

1 1 1 1 1 11

X

X x y e

�

�
�
�
�
��

�

�
�
�
�
�
�

(17)

Ëèíåéíûå ÷àñòè ñèë FX ,1 è FY ,1 ìàñëÿíîãî ñëîÿ ïðåäñòàâèì òàê:

F x y I y x I x I y IX , [(~ ~ ) ( ~ ) ~ ~ ]1 1 1 1 1 1 2 1 3 1 42 2 3 3� � # � � # � �& $ $ �

� � � #� #& ( ([ ~ ~ ~ ~ ];
( ) ( ) ( ) ( )

,

K x K y x y

F

x x x x

Y

11 1 12 1 11 1 12 1

1 1 1 5 1 1 1 1 4 1 62 2 3 3� � # � � # � � �

�

& $ $

&

[(~ ~ ) ( ~ ) ~ ~ ]x y I y x I x I y I

[ ~ ~ ~ ~ ],
( ) ( ) ( ) ( )

K x K y x y
y y y y

11 1 12 1 11 1 12 1� � #� #( (

(18)

ãäå I I1 6, ... , – èíòåãðàëû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ

(îíè íå ïðèâîäÿòñÿ èç-çà êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ).

Íåëèíåéíûå ÷àñòè ñèë FX ,2 è FY ,2 çàïèøåì â âèäå

F x y x y y x I x yX , { (~ ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ( ~
2 1

2
1
2

1 1 1 1 7 1 13 2 2 3 2� � � #� # � �& ~ )

~ (~ ~ ) ~ ~

# �

� � # � � �

x I

y x y I x I y I

1 8

1 1 1 9 1
2

10 1
2

113 2 6 6 12$ $ $~ ~ };x y I1 1 12

(19à)
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F x y x y y x I x yY , { (~ ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ( ~
2 1

2
1
2

1 1 1 1 9 1 13 2 2 3 2� � � #� # � �& ~ )

~ (~ ~ ) ~ ~

x I

y x y I x I y I

1 7

1 1 1 13 1
2

12 1
2

143 2 6 6 12

�

� � # � � �$ $ $~ ~ },x y I1 1 11

(19á)

ãäå I I I7 8 14, , ... , – èíòåãðàëû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-

öèÿõ (èíòåãðàëû è èõ çíà÷åíèÿ òàêæå íå ïðèâîäÿòñÿ).

Îòìåòèì, ÷òî ñèëû ìàñëÿíîãî ñëîÿ (18), (19) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáîáùåí-

íûå êîîðäèíàòû öàïô. Äëÿ óïðîùåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ðîòîðà (7) âûðà-

çèì ýòè ñèëû ÷åðåç îáîáùåííûå êîîðäèíàòû äèñêà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ

÷åòûðüìÿ àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû (4). Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ

îòáðîñèì íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå è ïðåäñòàâèì èõ â ñëåäóþùåé ìàòðè÷íîé

ôîðìå:

[ ] [
~

] ,R Dq q�
1 (20)

[
~

]

( ) ( )

( ) ( )

D

K cr K cr

K K cr

x x

y y

�

� �

�

& &

& &
11 11 12 12

11 12 11

0

0 �

� �

�

cr

cr cr K K

cr K K

x x

y y

12

12 32 11 12

12 11 12

0

0

& &

& &

( ) ( )

( ) ( ) �

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�cr32

;

[ ]R

l c c l c c

c c l l c
�

� �

� �

� �

� �

1
12 2 11

1
22 2 12

12 2 22
1 1

12

0 0

0


 



 



 



 


2 11

11 1 12
1 1

22 12 1
1

22 12 1 11

0

0 0

0

c

c c l l c c

l c c c

� �

� �

� �

�
1 12

1 0�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
��c l

;

r c l c c l11 2 12
1

2
2

11 22
22�� � �� �
 
 ; r c l c c l12 2 1 12

1
1 2 11 22

2� � � �� �( ) ;
 
 
 


r c c l c l32 1
2

11 1 12
1

22
22� � �� �
 
 ; q x y T� [ , , , ] ;� �1 2 q x y x y T

1 1 1 2 2� [~ , ~ , ~ , ~ ] .

Òåïåðü èç ñîîòíîøåíèé (20) âûðàçèì âåêòîð q1 è ââåäåì åãî â çíà÷åíèÿ

ñèë ìàñëÿíîãî ñëîÿ (18), (19).

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ðîòîðà (7) ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå:

[ ]�� [ ]� [ ] [ ] ( , ),M q G q K q D q W q q� � � #� #1 1 1 1 (21)

ãäå [ ] ( , , , );M m I m Ie e�diag [ ]G – ìàòðèöà ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë, äåéñòâóþ-

ùèõ íà ðîòîð; [ ]K1 – ìàòðèöà ëèíåéíîé ÷àñòè óïðóãèõ ñèë ìàñëÿíîé ïëåíêè;

[ ]D1 – ìàòðèöà ëèíåéíîé ÷àñòè äèññèïàòèâíûõ ñèë ìàñëÿíîé ïëåíêè; W –

âåêòîð íåëèíåéíîé ÷àñòè ñèë ìàñëÿíîé ïëåíêè, W w w T� ( , ... , ) ;1 4 #�q dq d" .

Çàïèøåì ñèñòåìó (21) â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

�� [ ]� [ ]
~

( , �);

[ ] [ ] ([ ] [ ] );

q F q Q q W q q

F M G D

� � �

� �

�
�
�

� �1
1

1���
(22a)
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[ ] [ ] [ ];

~
( , �) [ ] ( , ) [ ] ( ,

Q M K

W q q M W q q M W q

��

� # �

�

� �

1
1

1
1 1

1
1 ��

� � � �

�

�

�

�
��

�
�
�

1
1

1 1 1 1

� )

[ ] (
~

,
~

�),

q

M W D Rq D Rq�

(22á)

ãäå [ ] ;
,

,
F f ij

j

i
�

�

�

1 4

1 4
[ ]

~
;

,

,
Q Qij

j

i
�

�

�

1 4

1 4 ~
[

~
, ... ,

~
].W W W� 1 4

Íåëèíåéíûå íîðìàëüíûå ôîðìû Øîó–Ïüåðà. Íåëèíåéíûå íîðìàëü-

íûå ôîðìû Øîó–Ïüåðà ÿâëÿþòñÿ ñîâðåìåííûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ íåëè-

íåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [9–11] è ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ

òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ [12, 13]. Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî ìåòîäà äëÿ

èññëåäîâàíèÿ àâòîêîëåáàíèé ðîòîðîâ.

Ëèíåéíóþ ÷àñòü ñèñòåìû (22) ïðåäñòàâèì òàê:

� [ ] ,z z� ) (23)

ãäå

z z z qq qvT T� � �[ , ... , ] [ �] [ ] ;1 8 [ ] ;) �
� �

�

�
�

�

�
�

0 E

Q F

E – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Èç ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ * j ìàòðè-

öû [ ]) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå ñèñòå-

ìû (23) èìååò âèä

z t C W t C W tj j j j j j

j

( ) [ exp( ) exp( )],� � � � �
�

+ 2 2 2 2 1 2 1 2 1

1

4

* * (24)

ãäå * *2 2 1j j� � ; W Wj j2 2 1� � ; C Cj j2 2 1� � ; ÷åðòà íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷àåò

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííóþ âåëè÷èíó.

Ðàññìîòðèì îáðàçîâàíèå àâòîêîëåáàíèé âñëåäñòâèå áèôóðêàöèè Õîïôà.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíûé öèêë ðîæäàåòñÿ âñëåäñòâèå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè

ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ [14], à äâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëÿ îïðåäå-

ëÿþòñÿ òàê: * ,1 2 1, .�-i Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðîòîðà îïèñûâàåòñÿ ñëåäó-

þùèì ÷àñòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (23):

z t C W t C W t( ) exp( ) exp( ),� �2 2 2 1 1 1* * (25)

ãäå W i1 1 1� �& . ; C K iK1 1
1

1
2� �( ) ( )

; * / ,1 1 1� � i ; & & &1 1
1

1
8�{ , ... , };

( ) ( ) .1�

�{ , ... , };
( ) ( ). .1
1

1
8

K1
1( )

, K1
2( )

– êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ; i – ìíèìàÿ åäèíèöà.

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (25) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðà-

çèå ñëåäóþùåãî âèäà:

z t t t0
0 0& ' . '( ) ( ) ( ),

( ) ( )� �1 1 1 2 0�1 8, ; (26)
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' / , ,1 1 1
1

1 1
2

12( ) exp( )[ cos( ) sin( )];
( ) ( )

t t K t K t� �

' / , ,2 1 1
1

1 1
2

12( ) exp( )[ sin( ) cos( )].
( ) ( )

t t K t K t�� �

Ïåðâàÿ è ïÿòàÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà z èìåþò âèä

x t t� �& ' . '1
1

1 1
1

2
( ) ( )

( ) ( ); � ( ) ( ).
( ) ( )

x t t� �& ' . '1
5

1 1
5

2

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

'
. .

& . & .
1

1
5

1
1

1
1

1
5

1
5

1
1

( )
�

;

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
t

x x
�

�

�
'

& &

& . & .
2

1
1

1
5

1
1

1
5

1
5

1
1

( )
�

.

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
t

x x
�

�

�
(27)

Óðàâíåíèå (27) ïîäñòàâèì â (25) è ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ÷àñòü íåëèíåéíîé

íîðìàëüíîé ôîðìû, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

�

�

�

�

1

2

1

2

21 22

31 32

41

y

y

a a

a a

a a

�

�

�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
42

61 52

71 62

81 72

a a

a a

a a

x

x

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�
�

�

�
�

�
; (28)

a0

0 0& . . &

& . & .
1

1 1
5

1 1
5

1
1

1
5

1
5

1
1

�
�

�

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
; a0

0 0. & & .

& . & .
2

1 1
1

1 1
1

1
1

1
5

1
5

1
1

�
�

�

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
,

0�2 8, ... , , 015.

Â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó ïðåäñòàâèì òàê:

q Q x v a x a v a x a v a xv

q Q

j j j j j j j

j j

� � � � � � �

� �

( , ) ...;

�

1 2 3
2

4
2

5

4 4 1 4 2 4 3
2

4 4
2

4 5

( , ) , , , ,

,

x v a x a v a x a v

a xv

j j j j

j

� � � � �

�

� � � �

� � �... , , ,j 2 4

(29)

ãäå v õ� �.

Íåëèíåéíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (29) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ åå âûâîäà óðàâíåíèÿ (29) íåîáõîäèìî ïðîäèô-

ôåðåíöèðîâàòü ïî âðåìåíè, à â ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïîäñòàâèòü (22). Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

îòíîñèòåëüíî Q x vj ( , ), Q x vj�4 ( , ):
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� � � � ��
� �

� �f v f Q x v Q x Q Q x vj j j j1 4

2

4

1

2

4

� �
�

� �
�

( , )
~ ~

( , )

� �
~

( , ( , ), ... , , ( , ), ... )W x Q x v v Q x vj 2 6

� � � �
�
�
	


	
�

� �

�
��

�

�

�

� �
�

�

Q

x
v

Q

v
f v f Q x v Q

j j4 4

11 1

2

4

4 11( , )
~

x �

� �
�

	

��

� ~
( , )

~
( , ( , ), ... , , ( , ))Q Q x v W x Q x v v Q x v1 1 2 6

2

4

� �
�

	
; (30a)

Q x v
Q

x
v

Q

v
f v f Q x vj

j j

� �
�

� � � �
�
�
	


	
�4 11 1 4

2

4

( , ) ( , )
�

�

�

� � �
�

� � �
�

~ ~
( , )

~
( , ( , ), ... , , ( , ))Q x Q Q x v W x Q x v v Q x v11 1 1 2 6

2

� �
�

4

0�
�

	

�	
� . (30á)

Òåïåðü íåëèíåéíûå ìîäû (29) ââåäåì â ñèñòåìó (30) è ïðèðàâíÿåì

êîýôôèöèåíòû ïðè x v
j j1 2 ( j j1 20 1 0 1� �, , ...; , , ...). Âíà÷àëå ïðèðàâíÿåì ñëà-

ãàåìûå ïðè õ è v. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâ-

íåíèÿ:

a Q f a Q a aj j, , ,
~ ~

2 11 1 4 1 1 1

2

4

2

4

4� �
�

�
�
�

�

�
�
�
��

��
��� � � � �

��
,

, , ,

,

;

~ ~

~

1

2

4

4 1 1 1

2

4

4 2

0�

� � � �

�

�
�

�

�

� �f a Q a Q

a Q

j j j

j

�
�

� � �
�

11 1 4 1 1 1

2

4

2

4

1

0� �
�

�

�
�

�

�

�
��
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(31)

Èòàê, ïîëó÷åíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñè-

òåëüíî (à à à à21 22 81 82, , ... , , ). Ïîäîáíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëåíà â [9]. Íåèçâåñò-
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íûå ýòîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç (28). Ïîýòîìó ñèñòåìà (31)

ñëóæèò òîëüêî äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðàñ÷åòà.

Òåïåðü ëèíåéíóþ ÷àñòü íåëèíåéíîé íîðìàëüíîé ôîðìû (29) ââåäåì â

ôóíêöèþ
~

( , �)W q q äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (22), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì

~
( , �)

~
( , ( , ), ... , , ( , ), ... )W q q W x Q x v v Q x vj j� �2 6

� � �& & &11
2

12 22
2( ) ( ) ( )

,
j j j

x xv v j�1 4, . (32)

Óðàâíåíèÿ (32) ââåäåì â (30) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè õ 2 , õv,

v 2 . Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-

íî êîýôôèöèåíòîâ (à à à à à à23 24 25 83 84 85, , , ... , , , ):
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(33)
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ãäå

/ 0 0 0 0
00

� � � �
��

++f Q a f a11 1 2 1 4 2

2

4

2

4
~

;, , , , ( 0
0

0 0
0

0� � �
� �

�+ +~ ~
, , , , ,Q Q a f a1 1 1

2

4

1 1

2

4

4 1.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (33) îïðåäåëÿåò êâàäðàòè÷íûå êîýôôèöèåíòû íåëèíåéíîé

íîðìàëüíîé ôîðìû (29). Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà

àâòîêîëåáàíèé îïðåäåëåíà.

Òåïåðü èññëåäóåì äâèæåíèÿ íà ïîëó÷åííîé íåëèíåéíîé íîðìàëüíîé

ôîðìå. Äëÿ ýòîãî íåëèíåéíóþ ôîðìó (29) ââåäåì â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

(22), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ îäíîé

ñòåïåíüþ ñâîáîäû:

�� � � � ,x x x x x xx� � � � � �/ ( & . $2 2 0 (34)

ãäå

$ &0 0 0
00
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (34) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì

ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà. Òîãäà äâèæåíèÿ ïðåäñòàâèì òàê:

x A A t A ts c� � � � �0
1

1 22( ) sin( ) cos( ),� 6 � 6 (35)

ãäå À0 , Às
( ) ,1 Ac , 61 , 6 2 , � – íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (34) ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé, îíà èíâàðèàíòíà îòíîñè-

òåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ t t t� �1 0 , ãäå t0 – ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî t0 1��6 �, ðåøåíèå (35) çàïèøåì â âèäå

x A A t A t A ts c s� � � �0
1 2 22 2( ) ( ) ( )sin( ) cos( ) sin( ).� � � (36)

Ðåøåíèå (36) ââåäåì â óðàâíåíèå (34) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè

îäèíàêîâûõ ãàðìîíèêàõ sin( )0�t è cos( ),0�t 0�0 1 2, , . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ïÿòè íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñè-

òåëüíî (�, A0 , As
( ) ,1 As

( ) ,2 Ac
( )2 ):

( & .�A A
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0 0
2

1 2 2 2 2 2
2

1 2

2 2 2
� � � �

�

�



�

�
�
��

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2 0

2 2

2 2 2 2

2
0

2 2

� �
�

�



�

�
�
��

� � � �

A A

A A A

c s

c

( ) ( )

( )

;

( � & & .� c sA( ) ( ) ;2 2

2
0� �

�

�

�
�

�

�
�

$�
(37a)
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(37á)

Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ àâòîêîëåáàíèé,

îïèñàííûõ ñèñòåìîé (34). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ãàðìîíè÷åñêîãî

áàëàíñà, è êîëåáàíèÿ ïðåäñòàâèì òàê:

x A A ts� �0
1( ) sin( ).� (38)

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè sin( )0�t è cos( ),0�t 0�0 1, è ïîëó÷èì

ñèñòåìó òðåõ íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ èìååò ñëåäó-

þùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:

A0 ��
/

$
; � ( &

/

$
� �2 ; A

A A
s
( ) ( )

.1 0 0
2

2

2
� �

�

�

( &

& .�
(39)

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (39) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê íà÷àëüíîå ïðèáëè-

æåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (37) èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Íüþòîíà.

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà àâòîêîëåáàíèé ðîòîðà ïðåäñòàâëÿþòñÿ íà àìïëèòóäíî-

÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêå, ðàñ÷åò êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäàåòñÿ çíà÷åíèå � ñ íåêîòîðûì øàãîì. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ � àìïëè-

òóäû àâòîêîëåáàíèé ðîòîðà îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (39) èëè èç ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (37).

×èñëåííûé àíàëèç àâòîêîëåáàíèé. Ðàññìîòðèì àâòîêîëåáàíèÿ ðîòîðà

ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè [15]: R�0 057, ì;  � 7 7�18 10 3 Ïà ñ; LB �

� 7 �28 5 10 3, ì; ñ� 7 �0 2 10 3, ì; m�374 êã; l1 0 5� , ì; l2 0 648� , ì; I p �

� 728 4 2, ;êã ì I e � 714 2 2, êã ì ; Å� 72 1 1011, Ïà; J � 7 �8 29 10 6 4, .ì

Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ïðÿìîé ïðåöåññèè ðîòîðà èìååò ñëåäóþùåå ÷èñëåí-

íîå çíà÷åíèå: �*,1 394� ðàä/ñ. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ïðè êîòîðîé ðîòîð òåðÿåò

óñòîé÷èâîñòü ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ, ñîñòàâëÿåò
~
��2110 ðàä/ñ. Èòàê, ïðè

� �8
~

ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå ðîòîðà óñòîé÷èâî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî

íåóñòîé÷èâî. Ïðè � ��
~

íàáëþäàåòñÿ áèôóðêàöèÿ Õîïôà, âñëåäñòâèå êîòî-

ðîé ðîæäàåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òàêèõ öèêëîâ èñïîëü-

çóþòñÿ íåëèíåéíûå íîðìàëüíûå ìîäû, ðàññìîòðåííûå âûøå. Ëèíåéíàÿ ÷àñòü

íåëèíåéíûõ ìîä îïðåäåëÿåòñÿ èç (22). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

ëèíåéíîé ÷àñòè íåëèíåéíîé ìîäû ñèñòåìà (31) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñò-

âåííî. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íûõ ñëàãàåìûõ ðÿäà (29)
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ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (33). Íåëèíåéíûå

íîðìàëüíûå ôîðìû (29) ðàññ÷èòûâàþòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé óãëîâîé

ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ðîòîðà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåëèíåéíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà

ïðè ��980 ðàä/ñ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.

Èñïîëüçîâàëèñü äâèæåíèÿ íà íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðìàõ ñ ïîìî-

ùüþ ðåøåíèé (39). Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðîòîðà ïðèâåäåíà

íà ðèñ. 3. Òàì æå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïåðâîé ãàðìîíèêè ðÿäà Ôóðüå (35)

Às
( )1 îò óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ðîòîðà �. Ðåøåíèå As

( )1 0� îïèñûâàåò

óñòîé÷èâîå ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå ðîòîðà. Íåóñòîé÷èâûå àâòîêîëåáàíèÿ ïðå-

òåðïåâàþò ñåäëî-óçëîâóþ áèôóðêàöèþ è ïðåîáðàçóþòñÿ â óñòîé÷èâûå, êîòî-

ðûå èññëåäóþòñÿ ïðÿìûì ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ñèñòåìû (22). Â êà-

÷åñòâå ïðèìåðà óñòîé÷èâûå àâòîêîëåáàíèÿ ïðè ��2150 ðàä/ñ ïîêàçàíû íà

ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 4).

Ðèñ. 2. Íåëèíåéíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðèñ. 3. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðîòîðà. (Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – óñòîé÷èâûå êîëåáà-

íèÿ, øòðèõîâàÿ – íåóñòîé÷èâûå.)

Ðèñ. 4. Àâòîêîëåáàíèÿ ðîòîðà.

Ðèñ. 4Ðèñ. 3
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x t( ), ì

v t1 ( ),

ì/c

As
( ) ,1 5107 � ì

�, ðàä/ñ
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Çàïðîïîíîâàíî ìîäåëü àâòîêîëèâàíü íåñèìåòðè÷íîãî îäíîäèñêîâîãî ðîòîðà

ó êîðîòêèõ ï³äøèïíèêàõ êîâçàííÿ, ÿêà çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ÷îòèðüîõ çâè÷àé-

íèõ äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Äèíàì³÷íà ñèñòåìà îïèñóºòüñÿ

íåë³í³éíèìè íîðìàëüíèìè ôîðìàìè Øîó–Ï’ºðà.
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