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Аннотация. В настоящей работе рассматривается начально-крае-
вая задача Неймана для уравнения

ut = div(um−1|Du|λ−1
Du),

где 0 < m+λ ≤ 2. Устанавливаются двусторонние оценки L∞ нормы
решения задачи, зависящие от геометрии неограниченной области (с
некомпактной границей), в которой рассматривается задача.
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1. Введение

Рассматривается следующая вторая смешанная задача

ut − div(um−1|Du|λ−1Du) = 0, в QT = Ω × (0, T ), (1.1)

um−1|Du|λ−1 ∂u

∂−→n = 0, на ∂Ω × (0, T ), (1.2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (1.3)

где Ω ⊂ R
N , N ≥ 2, — неограниченная область, mesN Ω = |Ω|N = ∞,
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∂Ω — некомпактная достаточно гладкая граница Ω, −→n — внешняя
единичная нормаль к ∂Ω × (0, T ), T > 0. Предполагаем, что m + λ −
2 < 0, λ > 0, m + λ − 1 > max{0, 1 − λ+1

N }; u0(x) ≥ 0 п.в. x ∈ Ω и
u0 ∈ L1,loc(Ω). Известно [1], что при m + λ − 2 < 0, (1.1) относится к
уравнениям, описывающим процесс с быстрой диффузией.

Опишем класс областей, в котором рассматривается задача (1.1)–
(1.3). Определим функцию

l(v, ρ) = inf{|∂Q ∩ Ωρ|N−1 : Q ⊂ Ωρ, |Q|N = v, ∂Q — липшицева},

для всех ρ > 0 и 0 < v ≤ |Ωρ|N/2; где Ωρ = {x ∈ Ω : |x| < ρ},
предполагаем что Ωρ непусто.

Пусть V (ρ) = |Ωρ |N такое, что для всех δ > 0 выполнено нера-
венство

ν0(δ)V (ρ) ≤ V (δρ) ≤ ν1(δ)V (ρ), для всех ρ ≥ max
(

1,
1

δ

)

, (1.4)

где ν0, ν1 — две заданные неубывающие положительные функции,
такие что ν1(δ) < 1 для δ < 1. Также требуем, чтобы

l(v, ρ) ≥ c0 min
(

v
N−1

N ,
V (ρ)

ρ

)

:= g(v, ρ), (1.5)

для всех ρ ≥ 1, 0 < v ≤ V (ρ)/2, и подходящей константой c0 > 0. И

ρ 7→ ρ1−β

V (ρ)
не убывает для ρ ≥ 1, (1.6)

β > 2−m−λ
λ+1 .

Определение 1.1. Будем говорить, что неограниченная область

Ω ⊂ RN , N ≥ 2, принадлежит классу N0(g), если её граница ∂Ω
локально непрерывна по Липшицу и выполняются (1.4)–(1.6).

Отметим, что (1.5) — условие типа регулярности области, пер-

вая компонента, v
N−1

N , при v < 1 появляется благодаря классиче-
скому изопериметрическому неравенству в ограниченных областях с
липшицевой границей, вторая компонента, V (ρ)

ρ , имеет смысл пло-
щади Ω ∩ ∂Ωρ при достаточно больших ρ. Из (1.4) следует, что
|Ω|N = ∞. Класс N0(g) описывает области, “сужающиеся на бесконе-

чности”, то есть, [2], такие что lim ρ→∞
V (ρ)

ρ = 0; для таких областей
lim v→∞ l(v, ρ) = 0. Классы областей типа N0(g) были введены в ра-
ботах [3, 4] (см. также близкие к ним в работах [2, 5, 6]).
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Типичным представителем класса N0(g) является область [4]:

Ωǫ =
{

x = (x′, xN ) ∈ R
N : |x′| < x−ǫ

N , xN > d
}

⊂ R
N , d > 0,

для 0 < ǫ < 1
N−1 . Здесь V (ρ) = cρ1−ǫ(N−1), ρ = xN > 2d. Очевидно,

что |Ωǫ|N = ∞ и для всех v > 0 l(v,∞) = 0. Различные примеры
можно найти в работах [3, 4].

Цель настоящей работы — исследовать поведение решения задачи
(1.1)–(1.3) в QT в зависимости от геометрии области Ω, а именно
получить точные оценки сверху и снизу максимума решения u(x, t).

Одними из первых работ, где изучена вторая смешанная зада-
ча для линейных дивергентных равномерно параболических уравне-
ний с измеримыми коэффициентами, были [7,8]. В этих работах для
областей, “не сужающихся на бесконечности”, удовлетворяющих гло-
бальному условию изопериметрического типа, получены двусторон-
ние оценки

‖u(·, t)‖L∞,Ω ∼ ‖u0‖L1,ΩV (
√

t)
−1

(1.7)

для всех t > 1. Для получения этих оценок требовалась только ко-
нечность массы начальной функции. В работах [2, 5], где рассма-
тривались области, “сужающиеся на бесконечности”, точная оценка
‖u(·, t)‖L∞,Ω дается также (1.7), но помимо конечности ‖u0‖L1,Ω, тре-
буется дополнительно предположить конечность момента начальной
функции, то есть u0(x)|x| ∈ L1(Ω). Касаясь исследования начально-
краевых задач в областях с некомпактными границами, отметим та-
кже работы [9] (случай третьей краевой задачи) и [10] (случай задачи
Дирихле). В работе [11] получены оценки типа (1.7) для решения за-
дачи (1.1)–(1.3) при m = 1 в случае “не сужающихся” областей. Ока-
залось, что геометрической характеристикой, дающей точную оценку
‖u(·, t)‖L∞,Ω, также является V (ρ). При этом имеет место оценка

‖u(·, t)‖L∞,Ω ∼ ‖u0‖L1,ΩV (R(t))−1, (1.8)

где R(t) — обратная к sλ+1V (s)λ−1 функция. В работах [3, 4, 12] для
решения задачи (1.1)–(1.3) в случае медленной диффузии, то есть
при m + λ − 2 > 0, в узких и широких областях были получены
аналогичные (1.8) оценки. По духу данная работа близка к работам
[4] и [12].

Определение 1.2. Будем говорить, что u(x, t) — решение задачи

(1.1)–(1.3), если u(x, t) ≥ 0 такое, что u(x, t) ∈ C(0, T ; L2,loc(Ω)) ∩
L∞,loc(Ω × (0, T )), um−1|Du|λ+1 ∈ L1,loc(Ω × (0, T )); и, что
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T
∫

0

∫

Ω

(−uξt + um−1 |Du|λ−1 Du Dξ) dx dt = −
∫

Ω

u0(x) ξ(x, 0) dx,

∀ ξ ∈ C0
1 (RN × [0, T ]).

Всюду в работе пишем для t ≥ 0

µ(t) =

∫

Ω

u(x, t)
|x|

V (|x|) dx.

Основным результатом данной работы является

Теорема 1.1. Пусть Ω ∈ N0(g), u0 ≥ 0, u0 ∈ L1(Ω), µ(0) < ∞. Тогда

задача (1.1)–(1.3) имеет глобальное решение, определенное для всех

t > 0 и удовлетворяющее оценкам

‖u(·, t)‖∞,Ω ≤ γ max
(

t−
N
k ‖u0‖

λ+1
k

1,Ω , t−
1

2λ+m−1 µ(0)
λ+1

2λ+m−1 ,

t−
1

2λ+m−1 ‖u0‖
λ+1

2λ+m−1

1,Ω

[ P (τ)

V (P (τ))

]
λ+1

2λ+m−1
)

, (1.9)

для всех t > 0, где k = N(m + λ − 2) + λ + 1. Здесь P (τ) ≥ 1 (τ =
t‖u0‖m+λ−2

1,Ω ) определяется как наибольшее решение ρ такое, что

ρ
[ ρ

V (ρ)

]− m+λ−2
2λ+m−1

= max
(

τ
1

2λ+m−1 , 1
)

. (1.10)

Также для достаточно больших t имеет место двусторонняя оцен-

ка

γ1
‖u0‖1,Ω

V (P (τ))
≤ ‖u(·, t)‖∞,Ω ≤ γ2

‖u0‖1,Ω

V (P (τ))
. (1.11)

Основным инструментом доказательства являются комбинации
локальных подходов работ [3, 4] и работы [13].

Всюду в дальнейшем через γ, γi будем обозначать различные по-
ложительные постоянные, зависящие только от известных параме-
тров задачи.

Замечание 1.1. Отметим, что для достаточно больших t третья
компонента в (1.9) является наибольшей. Следовательно, из (1.10)
получаем

t−
1

2λ+m−1 ‖u0‖
λ+1

2λ+m−1

1,Ω

[ P (τ)

V (P (τ))

]
λ+1

2λ+m−1
=

‖u0‖1,Ω

V (P (τ))
.
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Кроме того, очевидно, что P (τ) — обратная к V (R)m+λ−2Rλ+1 фун-
кция. Первая компонента в функции максимума оценки (1.9) будет
наибольшей при t → 0, это ожидаемый результат, так как такая оцен-
ка имеет место для задачи Коши и имеет локальный характер.

Замечание 1.2. Результаты, изложенные в работе, остаются спра-
ведливыми и для случая m+λ−2 = 0, а следовательно и в линейном
случае (m = 1, λ = 1), при этом доказательство проводится аналоги-
чно. (В последнем случае наши результаты следуют из работ [2, 5].)

В разделе 2 будут сформулированы результаты, которыми мы бу-
дем пользоваться в дальнейшем, раздел 3 содержит локальную оцен-
ку максимума решения, раздел 4 — локальную оценку L1 нормы ре-
шения, в разделе 5 будет получена оценка момента и, наконец, в по-
следнем разделе будет доказана теорема 1.1.

2. Вспомогательные утверждения

Положим

ω(z, ρ) =
z

N−1
N

g(z, ρ)
= γ max

(

1, z
N−1

N
ρ

V (ρ)

)

, z ≥ 0, ρ ≥ 1.

В процессе доказательства нам потребуется следующий результат
о вложении.

Лемма 2.1 ([4]). Пусть Ω ∈ N0(g), ρ ≥ 1 и v ∈ L∞((0, T ); Lr(Ωρ)),
Dv ∈ (Lp(Ωρ × (0, T )))N , с p > 1, r ≥ 1, и предположим что для

θ ∈ (0, 1)
sup
(0,T )

| supp v(·, t)|N ≤ θV (ρ).

Тогда

T
∫

0

∫

Ωρ

|v|p+ pr
N dx dt

≤ γ sup
0<t<T

[

ω(| supp v(·, t)|N , ρ)p

(

∫

Ωρ

|v(x, t)|r dx

)
p
N
]

×
T
∫

0

∫

Ωρ

|Dv|p dx dt,

где γ = γ(p, r, N).
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Не уменьшая общности, положим

ρ

V (ρ)
= 1, 0 ≤ ρ ≤ 1.

Определим функцию

F (x) =
1

|x|

|x|
∫

0

s

V (s)
ds, x ∈ Ω.

Лемма 2.2. Справедливы утверждения: F (x) ≡ 1 в Ω1, и для γ0 ∈
(0, 1)

γ0
|x|

V (|x|) ≤ F (x) ≤ |x|
V (|x|) , x ∈ Ω \ Ω1,

|DF (x)| ≤ 1

γ0

1

V (|x|) , x ∈ Ω \ Ω1.

Доказательство леммы базируется на (1.4) и (1.6).

3. Локальная оценка максимума решения

Для простоты будем полагать, что решение задачи (1.1)–(1.3) до-
статочно гладкое.

Предложение 3.1. Пусть u — ограниченное решение задачи (1.1)–
(1.3) в Ω2ρ × (0, t). Тогда для любого θ > 0 справедлива оценка

‖u‖∞,Ωρ×(t/2,t) ≤ γ max
(

t
− N

kθ Gθ(t, ρ(1 + σ))
λ+1
kθ ,

t
− 1

Hθ Gθ(t, ρ(1 + σ))
λ+1
Hθ

[ ρ

V (ρ)

]
λ+1
Hθ ,

[ t

ρλ+1

]
1

2−m−λ
)

, (3.1)

где

Gθ(t, ρ) = sup
0<τ<t

∫

Ωρ

u(x, τ)θ dx, t > 0, ρ ≥ 1,

0 < σ < 1, kθ = N(m + λ − 2) + θ(λ + 1), Hθ = m + λ − 2 + θ(λ + 1).
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Доказательство. Положим Q∞ = Ωρ × (t/2, t). Оценим норму
‖u‖∞,Q∞

. Рассмотрим последовательности:

ρn = ρ(1 + σ2−n), tn =
t

2

(

1 − σ

2n

)

.

Положим
Qn = Ωρn × (tn, t),

Также рассмотрим возрастающую последовательность

kn = k
(

1 − 1

2n+1

)

, n = 0, 1, . . . ,

где k > 0 будет выбрано позже.
Пусть (x, τ) → ζn(x, τ) при каждом n = 0, 1, . . . будет неотрица-

тельная кусочно-гладкая срезающая функция в Qn, то есть

ζn(x, t) =

{

1, на Qn+1,

0, вне Qn,

и такая что 0 ≤ ζn,t ≤ 2n+2

σt , |Dζn| ≤ 2n+1

σρ .

Умножим уравнение (1.1) на функцию (u−kn)q
+ζλ+1

n и интегрируя
по Qn по частям, стандартными вычислениями получим:

sup
tn<τ<t

∫

Ωρn (τ)

(u − kn)q+1
+ ζλ+1

n dx

+

∫∫

Qn

|D(u − kn)
m+q+λ−1

λ+1
+ ζn|λ+1 dx dτ

≤ γ

(

∫∫

Qn

(u − kn)q+1
+ ζnt dx dτ

+

∫∫

Qn

(u − kn)q+m−1
+ |Du|λ ζλ

n |Dζn| dx dτ

)

. (3.2)

Оценим первое слагаемое слева в 3.2:

∫

Ωρn

(u − kn)q+1
+ ζλ+1

n dx

≥
∫

Ωρn∩{u>kn+1}

(u − kn)q+1
+ ζλ+1

n dx
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≥ (kn+1 − kn)2−m−λ

∫

Ωρn

(u − kn)q+m+λ−1
+ ζλ+1

n dx

≥ (k/2n+2)2−m−λ

∫

Ωρn

(u − kn)q+m+λ−1
+ ζλ+1

n dx

и, используя последнюю оценку и выбор функции ζn, из (3.2) находим

(k/2n)2−m−λ sup
tn<τ<t

∫

Ωρn(τ)

(u − kn)q+m+λ−1
+ ζλ+1

n dx

+

∫∫

Qn

∣

∣D((u − kn)
m+q+λ−1

λ+1
+ ζn)

∣

∣

λ+1
dx dτ

≤ γ

(

2n

σt
‖u‖2−m−λ

∞,Q0

∫∫

Qn

(u − kn)q+m+λ−1
+ dx dτ

+
2n(λ+1)

(σρ)λ+1

∫∫

Qn

(u − kn)q+m+λ−1
+ dx dτ

)

. (3.3)

Далее, будем предполагать, что

t

ρλ+1
‖u‖m+λ−2

∞,Q0
< 1, (3.4)

так как в противном случае требуемая оценка очевидна. Обозначим:

M =
‖u‖2−m−λ

∞,Q0

σλ+1t
, тогда из (3.3) следует, что

(k/2n)2−m−λ sup
tn<τ<t

∫

Ωρn(τ)

(u − kn+1)
q+m+λ−1
+ ζλ+1

n dx

+

∫∫

Qn

∣

∣D((u − kn+1)
m+q+λ−1

λ+1
+ ζn)

∣

∣

λ+1
dx dτ

≤ γ2n(λ+1)M

∫∫

Qn

(u − kn)q+m+λ−1
+ dx dτ. (3.5)

Обозначим v = (u−kn+1)
m+q+λ−1

λ+1
+ ζn. Применяя неравенство Гёльдера,
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имеем

In+1 ≡
∫∫

Qn+1

(u − kn+1)
q+m+λ−1
+ dx dτ ≤

∫∫

Qn

vλ+1 dx dτ

≤
[
∫∫

Qn

vq dx dτ

]
λ+1

q

|An+1|
1−λ+1

q

N+1 , (3.6)

где An+1 = {(x, τ) ∈ Qn : u(x, τ) > kn+1} ⊂ R
N+1.

Положим q = (λ + 1)(1 + λ+1
N ) и в лемме 2.1 p = r = λ + 1, тогда

продолжая оценку (3.6), получим

In+1 ≤ γ

(

sup
tn<τ<t

[

ω(|An+1(τ)|N , Cρ)λ+1

(

∫

Ωρn (τ)

v(x, t)λ+1 dx

)
λ+1
N
]

×
∫∫

Qn

|Dv|λ+1 dx dτ

)
N

N+λ+1

|An+1|
λ+1

N+λ+1

N+1 , (3.7)

где C — достаточно большая константа, An+1(τ) = {x ∈ Ωρn :
u(x, τ) > kn+1} ⊂ R

N . Оценим меры |An+1|N+1, |An+1(τ)|N . Для
этого рассмотрим:

In =

∫∫

Qn

(u − kn)q+m+λ−1
+ dx dτ

≥
∫∫

Qn∩{u>kn+1}

(kn+1 − kn)q+m+λ−1 dx dτ

=
[ k

2n+1

]q+m+λ−1
|An+1|N+1;

откуда

|An+1|N+1 ≤ 2(n+1)(q+m+λ−1)k−(q+m+λ−1)In, (3.8)

|An+1(τ)|N

≤ 2(n+1)(q+m+λ−1)k−(q+m+λ−1)

∫

Ωρn

(u − kn)q+m+λ−1
+ dx

≤ γ
2n(q+m+λ−1)k−(q+m+λ−1)

tσλ+1
I0. (3.9)
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Исходя из определения функции ω и (1.6), получим

ω(|An+1(τ)|N , Cρ) ≤ γ2n(q+m+λ−1)ω
(k−(q+m+λ−1)

tσλ+1
I0, ρ

)

. (3.10)

К интегралам справа (3.7) применим оценку (3.5), и, учитывая (3.8)–
(3.10), получим

In+1 ≤ γbn
[

ω
(k−(q+m+λ−1)

tσλ+1
I0, ρ

)]

(λ+1)N
N+λ+1

Mk
−(q+1)(λ+1)

N+λ+1 I
1+ λ+1

N+λ+1
n ,

(3.11)
где b = 2l > 1, l — постоянная, зависящая от известных параметров.

Из леммы 5.6, [14, глава 2], имеем

In =

∫∫

Qn

(u − kn)q+m+λ−1
+ dx dτ −−−→

n→∞
0,

то есть

‖u‖∞,Q∞
≤ k, (3.12)

если

γI
λ+1

N+λ+1

0

[

ω
(k−(q+m+λ−1)

tσλ+1
I0, ρ

)]

(λ+1)N
N+λ+1

Mk
−(q+1)(λ+1)

N+λ+1 b
N+λ+1

λ+1 ≤ 1,

тем более, если

γ‖u‖θ λ+1
N+λ+1

θ,Q0

[

ω
( k−θ

tσλ+1
‖u‖θ

θ,Q0
, ρ
)]

(λ+1)N
N+λ+1

Mk
−(q+1)(λ+1)

N+λ+1 b
N+λ+1

λ+1 ≤ 1,

где θ = q + m + λ − 1. Выберем k так, чтобы:

γ‖u‖θ λ+1
N+λ+1

θ,Q0

[

ω
( k−θ

tσλ+1
‖u‖θ

θ,Q0
, ρ
)]

(λ+1)N
N+λ+1

Mk
−(q+1)(λ+1)

N+λ+1 b
N+λ+1

λ+1 = 1.

(3.13)

Из (3.12) и (3.13), а также свойств функции ω с учетом (1.6) сле-
дует

‖u‖q+1
∞,Q∞

≤ γ‖u‖θ
θ,Q0

M
N+λ+1

λ+1

[

ω
(‖u‖−θ

∞,Q∞

tσλ+1
‖u‖θ

θ,Q0
, ρ
)]N

. (3.14)

Вспоминая определение M , (3.14) перепишем в виде
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‖u‖q+1
∞,Q∞

≤ γ‖u‖θ
θ,Q0

[‖u‖2−m−λ
∞,Q0

tσλ+1

]
N+λ+1

λ+1
[

ω
(‖u‖−θ

∞,Q∞

tσλ+1
‖u‖θ

θ,Q0
, ρ
)]N

.

(3.15)

Рассмотрим следующие последовательности

ri+1 = ri + σρ2−(i+1); r0 = ρ, ti+1 = ti − σt2−(i+2); t0 = t/2,

Qi = Ωri
× (ti, t); Q0 = Q∞; Q∞ = Q0, Qi ⊂ Qi+1, i = 0, 1, . . .

Введем обозначение Yi = ‖u‖∞,Qi . Запишем неравенство (3.15) для
пары цилиндров Qi ⊂ Qi+1

Yi ≤ γ‖u‖
θ

q+1

θ,Q0
Y

(2−m−λ)(N+λ+1)
(λ+1)(q+1)

i+1 σ
−i N+λ+1

q+1

× t
− N+λ+1

(λ+1)(q+1)

[

ω
( Y −θ

i

tσλ+1
‖u‖θ

θ,Q0
, ρ
)]

N
q+1

. (3.16)

Применив к правой части (3.16) неравенство Юнга с показателями
(λ+1)(q+1)

(2−m−λ)(N+λ+1) ,
(λ+1)(q+1)

(λ+1)(q+1)−(2−m−λ)(N+λ+1) = (λ+1)(q+1)
kθ

, а также учи-
тывая свойства функции ω, получим

Yi ≤ δYi+1 + γ(δ)σ
−i

(N+λ+1)(λ+1)
kθ t

−N+λ+1
kθ ‖u‖

θ(λ+1)
kθ

θ,Q0

×
[

ω
( Y −θ

0

tσλ+1
‖u‖θ

θ,Q0
, ρ
)]

N(λ+1)
kθ . (3.17)

Обозначим γ(δ)σ
−i

(N+λ+1)(λ+1)
kθ = γbi, b > 1, и перепишем (3.17) в виде

Yi ≤ δYi+1 + γbit
−N+λ+1

kθ ‖u‖
θ(λ+1)

kθ

θ,Q0

[

ω
(Y −θ

0

t
‖u‖θ

θ,Q0
, ρ
)]

N(λ+1)
kθ . (3.18)

Итерируя неравенство (3.18), получим

Y0 ≤ δi+1Yi+1 +
i
∑

k=0

(bδ)kγt
−N+λ+1

kθ ‖u‖
θ(λ+1)

kθ

θ,Q0

[

ω
(Y −θ

0

t
‖u‖θ

θ,Q0
, ρ
)]

N(λ+1)
kθ ,

i = 0, 1, 2 . . . . Выбираем δ = 1
2b и устремим i к бесконечности. Это

приведет к неравенству

Y0 ≤ γt
−N+λ+1

kθ ‖u‖
θ(λ+1)

kθ

θ,Q0

[

ω
(Y −θ

0

t
‖u‖θ

θ,Q0
, ρ
)]

N(λ+1)
kθ .

Таким образом, имеем
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‖u‖∞,Q∞
≤ γt

−N+λ+1
kθ ‖u‖

θ(λ+1)
kθ

θ,Q0

[

ω
(‖u‖−θ

∞,Q∞

t
‖u‖θ

θ,Q0
, ρ
)]

N(λ+1)
kθ . (3.19)

Нетрудно заметить, что требуемая оценка (3.1) следует из (3.19)
и определения функции ω.

Замечание 3.1. Утверждение предложения остается справедливым,
если формально заменить Ωρ на Aρ = Ω2ρ \ Ωρ, а Ωρ(1+σ) — на Ãρ =
Ω4ρ \ Ωρ/2.

4. Локальная оценка L1 нормы решения

Предложение 4.1. Пусть u0 ≥ 0, u0 ∈ L1,loc(Ω). Тогда для t > 0,
ρ ≥ 1 справедлива оценка

sup
0<τ<t

∫

Ωρ

u(x, τ) dx ≤ γ

(

[ t

ρλ+1

]
1

2−m−λ |Ω2ρ|N +

∫

Ω2ρ

u0 dx

)

. (4.1)

Доказательство. Пусть ζ(x) — неотрицательная кусочно-гладкая
срезающая функция Ω2ρ, равная единице в Ωρ, и такая что |Dζ| ≤
γρ−1. Обозначим Qρ = Ωρ × (0, t).

Умножим уравнение (1.1) на ζ(x)λ+1 и проинтегрируем по Q2ρ,
получим

sup
0<τ<t

∫

Ωρ

u(x, τ) dx ≤
∫

Ω2ρ

u0 dx + γρ−1

∫∫

Q2ρ

|Du|λ um−1 ζλ dx dτ. (4.2)

Будем оценивать второй интеграл справа (4.2), применяя неравенство
Гёльдера, получим:

∫∫

Q2ρ

|Du|λum−1 ζλ dx dτ

≤
(

∫∫

Q2ρ

|Du|λ+1um−1 τ
1

λ+1 (u + ǫ)−θ ζλ+1 dx dτ

)
λ

λ+1

×
(

∫∫

Q2ρ

um−1 τ− λ
λ+1 (u + ǫ)θλ dx dτ

)
1

λ+1

. (4.3)

Оценим второй интеграл справа (4.3), для этого умножим уравнение
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(1.1) на пробную функцию φ(x, t) = t
1

λ+1 (u + ǫ)1−θζλ+1, где ζ = ζ(x),
1 < θ < 2 будет выбрано; проинтегрируем по Q2ρ. Проделав элемен-
тарные преобразования, получим

∫∫

Q2ρ

|Du|λ+1um−1 τ
1

λ+1 (u + ǫ)−θ ζλ+1 dx dτ

≤ γ
(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)

∫∫

Q2ρ

(u + ǫ)2−θ τ− λ
λ+1 dx dτ. (4.4)

С учетом (4.4) продолжим оценку правой части (4.3)

∫∫

Q2ρ

|Du|λum−1 ζλ dx dτ

≤ γ

[

(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)

∫∫

Q2ρ

(u + ǫ)2−θτ− λ
λ+1 dx dτ

]
λ

λ+1

×
[

∫∫

Q2ρ

τ− λ
λ+1 (u + ǫ)m−1+θλ dx dτ

]
1

λ+1

. (4.5)

Положим θ = 3−m
λ+1 , тогда из (4.5) имеем

∫∫

Q2ρ

|Du|λum−1 ζλ dx dτ

≤ γ
(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)
λ

λ+1

∫∫

Q2ρ

τ− λ
λ+1 (u + ǫ)

2λ+m−1
λ+1 dx dτ. (4.6)

Обозначив

ρn = ρ
n
∑

i=0

2−i, Qn = Ωρn × (0, t), Mn = sup
0<τ<t

∫

Ωρn

u(x, τ) dx,

можем записать (4.2) с учетом введенных обозначений и (4.6)

Mn ≤
∫

Ω2ρ

u0 dx + γρ−1
(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)
λ

λ+1

×
∫∫

Qn+1

τ− λ
λ+1 (u + ǫ)

2λ+m−1
λ+1 dx dτ. (4.7)
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Продолжим оценку (4.7)

Mn ≤
∫

Ω2ρ

u0 dx + γρ−1
(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)
λ

λ+1

× 2n

( t
∫

0

∫

Ωρn+1

τ− λ
λ+1 ǫ

2λ+m−1
λ+1 dx dτ

+ t
1

λ+1 sup
0<τ<t

∫

Ωρn+1

u
2λ+m−1

λ+1 dx

)

. (4.8)

Следовательно, из (4.8) имеем

Mn ≤
∫

Ω2ρ

u0 dx

+ γρ−1
(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)
λ

λ+1
2n

(

ǫ
2λ+m−1

λ+1 t
1

λ+1 |Ωρn+1 |N

+ t
1

λ+1 sup
0<τ<t

∫

Ωρn+1

u
2λ+m−1

λ+1 dx

)

. (4.9)

Применим в последнем интеграле справа в (4.9) неравенство Гёльдера
с показателями λ+1

2λ+m−1 и λ+1
2−m−λ :

Mn ≤
∫

Ω2ρ

u0 dx + γ2nρ−1

(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)
λ

λ+1

×
(

ǫ
2λ+m−1

λ+1 t
1

λ+1 |Ωρn+1 |N + t
1

λ+1 M
2λ+m−1

λ+1

n+1 |Ωρn+1 |
2−m−λ

λ+1

N

)

, (4.10)

или

Mn ≤
∫

Ω2ρ

u0 dx + γ2nρ−1
(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)
λ

λ+1
ǫ

2λ+m−1
λ+1 t

1
λ+1 |Ωρn+1 |N

+ γ2nρ−1
(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)
λ

λ+1
t

1
λ+1 M

2λ+m−1
λ+1

n+1 |Ωρn+1 |
2−m−λ

λ+1

N . (4.11)

Далее, применив к последнему слагаемому справа в (4.11) неравен-
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ство Юнга с показателями λ+1
2λ+m−1 и λ+1

2−m−λ , находим

Mn ≤ δMn+1 +

∫

Ω2ρ

u0 dx

+ γ2nρ−1
(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)
λ

λ+1
ǫ

2λ+m−1
λ+1 t

1
λ+1 |Ωρn+1 |N

+ γ(δ)
(

2nρ−1
(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)
λ

λ+1
t

1
λ+1

)
λ+1

2−m−λ |Ωρn+1 |N . (4.12)

Итерируя по n в неравенстве (4.12) также, как при доказательстве
предложения 3.1, получаем

M0 = sup
0<τ<t

∫

Ωρ

u(x, τ) dx

≤ γ

(

[

ρ−1
(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)
λ

λ+1
ǫ

2λ+m−1
λ+1 t

1
λ+1

+ ρ−
λ+1

2−m−λ

(

1 +
t

ρλ+1ǫ2−m−λ

)
λ

2−m−λ
t

1
2−m−λ

]

|Ω2ρ|N

+

∫

Ω2ρ

u0 dx

)

. (4.13)

Выбираем

ǫ =
[ t

ρλ+1

]
1

2−m−λ
,

тогда (4.13) преобразуется следующим образом:

M0 ≤ γ

(

[

ρ−1
[ t

ρλ+1

]
2λ+m−1

(λ+1)(2−m−λ)
t

1
λ+1

+
[ t

ρλ+1

]
1

2−m−λ
]

|Ω2ρ|N +

∫

Ω2ρ

u0 dx

)

. (4.14)

Таким образом, (4.14) дает

M0 ≤ γ

(

[ t

ρλ+1

]
1

2−m−λ |Ω2ρ|N +

∫

Ω2ρ

u0 dx

)

.
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5. Оценка момента

Предложение 5.1. Имеет место следующая оценка:

sup
0<τ<t

∫

Ω\Ωρ

u(x, t)
|x|

V (|x|) dx ≤ γµ(0) + γ
( t

ρ2λ+m−1

)
1

2−m−λ
. (5.1)

Доказательство. Выберем срезающую функцию

ζ(x) =

{

1, в Ω \ Ω2ρ,

0, в Ωρ,

и такую что |Dζ| ≤ γ/ρ. Выбираем в качестве пробной функцию
η = ζλ+1F (x), где F была определена перед леммой 2.2, и с помощью
последней для произвольного фиксированного ρ ≥ 1 получаем

sup
0<τ<t

∫

Ω\Ωρ

ζλ+1 u(x, t)
|x|

V (|x|) dx

≤ γµ(0) + γ

t
∫

0

∫

Ω2ρ\Ωρ

um−1|Du|λ ζλ|Dζ|F (x) dx dτ

+ γ

t
∫

0

∫

Ω\Ωρ

um−1|Du|λ ζλ+1|DF (x)| dx dτ

≤ γµ(0) + γ

t
∫

0

∫

Ω\Ωρ

um−1 |Du|λ 1

V (|x|) ζλ dx dτ. (5.2)

Оценим последний интеграл в (5.2) аналогично, как это делалось в
доказательстве предложения 4.1:

t
∫

0

∫

Ω\Ωρ

um−1|Du|λ 1

V (|x|) ζλ dx dτ

≤
( t
∫

0

∫

Ω\Ωρ

τ
1

λ+1 um−1|Du|λ+1 ζλ+1u−θ dx dτ

)
λ

λ+1

×
( t
∫

0

∫

Ω\Ωρ

um−1
[ 1

V (|x|)
]λ+1

uθλτ− λ
λ+1 dx dτ

)
1

λ+1

. (5.3)
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Чтобы провести оценку первого интеграла справа (5.3), домножим

уравнение (1.1) на функцию τ
1

λ+1 u1−θζλ+1, проинтегрируем по соо-
тветствующей области, и проведя очевидные преобразования, полу-
чим следующую оценку:

t
∫

0

∫

Ω\Ωρ

τ
1

λ+1 um−1|Du|λ+1 ζλ+1u−θ dx dτ

≤ γt
1

λ+1 sup
0<τ<t

∫

Ω\Ωρ

ζλ+1u2−θ dx

+ γ

t
∫

0

∫

Ω\Ωρ

t

ρλ+1u2−m−λ
τ

1
λ+1 u2−θ dx dτ.

Можем считать, что
t

ρλ+1u2−m−λ
< 1,

значит

t
∫

0

∫

Ω\Ωρ

τ
1

λ+1 um−1|Du|λ+1 ζλ+1 u−θ dx dτ

≤ γt
1

λ+1 sup
0<τ<t

∫

Ω\Ωρ

ζλ+1u2−θ dx.

Выбираем θ так, чтобы 2− θ = m− 1+ θλ, то есть θ = 3−m
λ+1 . С учетом

последней оценки, из (5.3) следует

t
∫

0

∫

Ω\Ωρ

um−1|Du|λ 1

V (|x|) ζλ dx dτ

≤ γt
1

λ+1

(

sup
0<τ<t

∫

Ω\Ωρ

u
2λ+m−1

λ+1 dx

)
λ

λ+1

×
(

sup
0<τ<t

∫

Ω\Ωρ

u
2λ+m−1

λ+1

[ 1

V (|x|)
]λ+1

dx dτ

)
1

λ+1

≡ γt
1

λ+1 sup
0<τ<t

(

J
λ

λ+1

1 J
1

λ+1

2

)

. (5.4)
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Оценим Ji, i = 1, 2.

J1 =

∫

Ω\Ωρ

[ |x|
V (|x|) · u

]
2λ+m−1

λ+1
[ |x|
V (|x|)

]− 2λ+m−1
λ+1

dx

≤
(

∫

Ω\Ωρ

|x|
V (|x|) · u dx

)
2λ+m−1

λ+1

×
(

∫

Ω\Ωρ

[ |x|
V (|x|)

]− 2λ+m−1
2−m−λ

dx

)
2−m−λ

λ+1

. (5.5)

Рассмотрим следующий интеграл:

∫

Ω\Ωρ

[ |x|
V (|x|)

]− 2λ+m−1
2−m−λ

dx

=

∞
∫

ρ

[ τ

V (τ)

]− 2λ+m−1
2−m−λ d

dτ
V (τ) dτ

≤ γ

∞
∫

ρ

F− 2λ+m−1
2−m−λ

d

dτ
V (τ) dτ, (5.6)

где F — функция из леммы 2.2. Интегрируя по частям и принимая
во внимание (1.6), из (5.6) получаем:

∫

Ω\Ωρ

[ |x|
V (|x|)

]− 2λ+m−1
2−m−λ

dx ≤ γ
[ τ

V (τ)

]− 2λ+m−1
2−m−λ

V (τ)






∞

ρ

+ γ

∞
∫

ρ

[ τ

V (τ)

]− 2λ+m−1
2−m−λ

−1 1

V (τ)
V (τ) dτ

≤ γ

∞
∫

ρ

[ τ

V (τ)

]− 2λ+m−1
2−m−λ

−1
dτ

≤ γ

∞
∫

ρ

[V (τ)

τ1−β

]
λ+1

2−m−λ
τ−β λ+1

2−m−λ dτ

≤ γ
[V (ρ)

ρ1−β

]
λ+1

2−m−λ

∞
∫

ρ

τ−β λ+1
2−m−λ dτ. (5.7)
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Таким образом,

∫

Ω\Ωρ

[ |x|
V (|x|)

]− 2λ+m−1
2−m−λ

dx ≤ γρ
[ ρ

V (ρ)

]− λ+1
2−m−λ

. (5.8)

Из (5.5) и (5.8) следует

J1 ≤ γ

(

∫

Ω\Ωρ

|x|
V (|x|) · u dx

)
2λ+m−1

λ+1

ρ
2−m−λ

λ+1

[ ρ

V (ρ)

]−1
. (5.9)

Проводя аналогичные оценки для J2, получим:

J2 ≤ γ

(

∫

Ω\Ωρ

|x|
V (|x|) · u dx

)
2λ+m−1

λ+1

ρλ+1− 2−m−λ
λ+1

[ ρ

V (ρ)

]λ
. (5.10)

Применяя теперь к (5.4) оценки (5.9) и (5.10), получаем

t
∫

0

∫

Ω\Ωρ

um−1|Du|λ 1

V (|x|) ζλ dx dτ

≤ γt
1

λ+1 sup
0<τ<t

(

∫

Ω\Ωρ

|x|
V (|x|) · u dx

)
2λ+m−1

λ+1

×
(

ρ
2−m−λ

λ+1

[ ρ

V (ρ)

]−1) λ
λ+1
(

ρλ+1− 2−m−λ
λ+1

[ ρ

V (ρ)

]λ) 1
λ+1

= γt
1

λ+1 sup
0<τ<t

(

∫

Ω\Ωρ

|x|
V (|x|) · u dx

)
2λ+m−1

λ+1

ρ−
2λ+m−1

λ+1 . (5.11)

В силу неравенства Юнга, примененного к правой части (5.11), с
учетом (5.2), получим нужную оценку.

sup
0<τ<t

∫

Ω\Ωρ

ζλ+1 |x|
V (|x|) u(x, t) dx ≤ γµ(0) + γ

( t

ρ2λ+m−1

)
1

2−m−λ
.
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6. Доказательство теоремы 1.1

Будем искать решение нашей задачи как предел последователь-
ности решений аппроксимирующих задач

unt − div(um−1
n |Dun|λ−1Dun) = 0, в Ωn × (0,∞),

un(x, t) = 0, на (∂Ωn ∩ Ω) × (0,∞),

um−1
n |Dun|λ−1 ∂un

∂−→n = 0, на (∂Ωn ∩ ∂Ω) × (0,∞),

un(x, 0) = u0n(x) ≥ 0 в Ωn.

Здесь un ≥ 0, n ≥ 1; u0n ∈ C∞(Ωn), и u0n сходится к u0 в L1(Ω); и
можно предполагать

‖u0n‖1,Ω ≤ γ‖u0‖1,Ω,

∫

Ω

|x|
V (|x|) u0n(x) dx ≤ γµ(0).

Заметим, что мы всегда понимаем un определенными на Ω, полагая
un ≡ 0 вне Ωn.

Благодаря стандартным аргументам компактности и гладкости
начальных данных, из [15] (см. также [16,17]) следует, что вышеопи-
санная задача глобально разрешима.

Нам понадобится очевидная оценка

‖u(·, t)‖1,Ω ≤ ‖u0‖1,Ω, t > 0. (6.1)

Воспользуемся результатом предложения 3.1 с θ = 1, учитывая (6.1),
получим

‖u(·, τ)‖∞,Ωρ ≤ γ max
(

τ−N
k ‖u0‖

λ+1
k

1,Ω ,

τ− 1
2λ+m−1 ‖u0‖

λ+1
2λ+m−1

1,Ω

[ ρ

V (ρ)

]
λ+1

2λ+m−1
,
[ t

ρλ+1

]
1

2−m−λ
)

. (6.2)

Воспользуемся замечанием 3.1, и для ρ ≥ γP (τ) имеем

‖u(·, t)‖∞,Aρ ≤ γ max

(

t−
N
k ‖u0‖

λ+1
k

1,Ω ,

t−
1

2λ+m−1

(

ρ

V (ρ)
sup

0<τ<t

∫

Ãρ

u(x, t) dx

)
λ+1

2λ+m−1
)

. (6.3)
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Оценим следующее выражение, содержащееся в (6.3)

ρ

V (ρ)
sup

0<τ<t

∫

Ãρ

u(x, t) dx ≤ γ sup
0<τ<t

∫

Ãρ

|x|
V (|x|) u(x, t) dx. (6.4)

Соединяя оценки (6.3), (6.4), а также (6.2) с ρ = P (τ), получим

‖u(·, t)‖∞,Ω ≤ γ max

(

t−
N
k ‖u0‖

λ+1
k

1,Ω ,

t−
1

2λ+m−1

[

sup
0<τ<t

∫

Ω\Ωρ

|x|
V (|x|) u(x, t) dx

]
λ+1

2λ+m−1

,

t−
1

2λ+m−1 ‖u0‖
λ+1

2λ+m−1

1,Ω

[ P (τ)

V (P (τ))

]
λ+1

2λ+m−1

)

.

Принимая во внимание оценку (5.1) с ρ = P (τ), а также само опре-
деление P (τ), получаем нужную оценку (1.9). Правая часть оцен-
ки (1.11) следует из замечания 1.1. Осталось доказать левую часть
(1.11), то есть оценку снизу. В силу закона сохранения массы, для
любого t > 0 имеем:

∫

Ω

u0 dx =

∫

ΩR

u(x, t) dx +

∫

Ω\ΩR

u(x, t) dx. (6.5)

Учитывая (5.1) из (6.5) имеем

∫

Ω

u0 dx ≤ ‖u(·, t)‖∞,ΩV (R) +
V (R)

R

∫

Ω\ΩR

|x|
V (|x|) u dx

≤ ‖u(·, t)‖∞,ΩV (R) + γ
[

µ(0) +
( t

R2λ+m−1

)
1

2−m−λ
]V (R)

R
. (6.6)

Возьмем в (6.6) R = CP (τ) = CP (t‖u0‖m+λ−2
1,Ω ), вспоминая определе-

ние P (τ), то есть (1.10), вычислим

( t

P (τ)2λ+m−1

)
1

2−m−λ V (P (τ))

P (τ)
= ‖u0‖1,Ω,

откуда при достаточно больших t и будет следовать левая часть оцен-
ки (1.11). Теорема 1.1 доказана.
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