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Развита теория собственных колебаний в полусферическом резонаторе, расположенном на неидеально проводящей плос-

кости. При удовлетворении граничным условиям на этой плоскости получено функциональное уравнение, решения которого опре-

деляют комплексные полярные индексы. Непрерывность компонент напряженностей электромагнитных полей, тангенциальных к 

сферической поверхности резонатора, приводит к дисперсионным уравнениям. Решения их определяют спектральные характери-
стики собственных колебаний "шепчущей галереи". Ил. 1. Библиогр.: 17 назв.  
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В последнее время все большее внимание 

уделяется высокодобротным собственным коле-

баниям "шепчущей галереи", которые возникают 

в открытых диэлектрических резонаторах. Почти 

полное внутреннее отражение полей от гладкой 

криволинейной поверхности приводит к слабому 

излучению их энергии. Оно впервые наблюдалось 

на звуковых колебаниях, распространяющихся по 

цилиндрической поверхности галереи, и физиче-

ски было объяснено Рэлеем [1]. Распространяю-

щиеся по криволинейным диэлектрическим по-

верхностям слабозатухающие электромагнитные 

колебания также получили название колебаний 

"шепчущей галереи" [2-3]. Возможность приме-

нения их в технике связана с высокой добротно-

стью, тонким слоем локализации полей на грани-

цах раздела между различными средами. В на-

стоящее время диэлектрические резонаторы ши-

роко применяются при неразрушающем измере-

нии диэлектрических проницаемостей веществ, 

для фильтрации сигналов, стабилизации частоты 

генераторов и т. д. Имея одну и ту же частоту при 

всех значениях азимутальных индексов m n , 

собственные колебания с полярным индексом n  

в однородном изотропном шаре 2 1n  - кратно 

вырождены. В эллипсоидальном резонаторе на-

блюдается снятие вырождения [4]. Влияние од-

ноосной анизотропии приводит также к появле-

нию обыкновенных и необыкновенных собствен-

ных колебаний [5-6].  

Функционально новыми возможностями 

обладает открытый диэлектрический полусфери-

ческий резонатор. В частности, источники возбу-

ждения могут быть размещены на его подложке в 

виде щели связи [7]. При отсутствии азимуталь-

ной симметрии их распределение энергии коле-

баний "шепчущей галереи" на сферической по-

верхности принимает вид поясков. Для колебаний 

H  типа они параллельны поверхности подлож-

ки, а для E  типа проходят через полюс. Форма и 

размеры полей этих поясков определяются ме-

стом расположения источника [7-11]. При иде-

альной проводимости подложки в резонаторе на-

блюдается 1n  кратное частотное вырождение. 

Исчезают колебания, для которых у H  типа 

сумма значений m  и n  нечетна, а для E  типа - 

четная. Влияние поверхностного сопротивления 

оказывает существенное влияние на параметры 

собственных колебаний. Действительная часть 

его определяет потери энергии колебаний при 

отражении от подложки резонатора. Мнимая 

часть (реактанс) определяет энергию, запасенную 

в поверхностном слое подложки. При очень ма-

лых значениях импеданса в работе [12] приведено 

приближенное решение полученного интеграль-

ного уравнения. Показано, что с увеличением 

значений полярного индекса добротность резона-

тора асимптотически приближается к максималь-

ному значению, наблюдаемому в эксперименте.  

Ниже приведены дисперсионные уравне-

ния возбужденного на колебаниях "шепчущей 

галереи" полусферического резонатора с неиде-

ально проводящей плоскостью.  

1. Постановка задачи. Основные урав-

нения. Открытый однородный изотропный полу-

сферический резонатор расположен в среде с 

проницаемостями ,a a , а основанием на неиде-

ально проводящей плоскости. Резонатор изготов-

лен из материала с диэлектрической и магнитной 

проницаемостями ,d d . 

На подложке должно удовлетворяться 

граничное условие Леонтовича-Щукина [13] 
 

[ ] [ [ ]]w w
z z zi E i i H

   
.      (1) 

Здесь E


 и H


 электрическая и магнитная напря-

женности электромагнитных полей, вектор zi


 оп-

ределяет нормаль к плоскости. Индекс w , прини-

мающий значения ,d a , относится соответственно 
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к полям внутри и вне полусферы (рисунок).  
 

 

1 2i  

Диэлектрический полусферический резонатор на неидеально 

проводящей плоскости 
 

Для монохроматических колебаний, за-

висящих от времени в виде опускаемого ниже 

множителя exp( )i t , из системы уравнений 

Максвелла  
w w

wrotE ik H
 

; 
w w

wrotH ik E
 

   (2) 

получаются дифференциальные уравнения [14-15]: 

2

2

( ) ( , , ) 0;

( ) ( , , ) 0.

E
w w

H
w w

L U r
r

L U r
r

                     (3) 

Функции 
, ( , , )E H

wU r  связаны с радиальными 

компонентами ( , , )w
rE r , ( , , )w

rH r  соотно-

шениями 

( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ),

w E
r w w

w H
r w w

E r L U r

H r L U r
 

где  
2

2 2

1 1
sin

sin sin
;

2
2

2w wL
r

; w w wk ; /k c ; c -ско-

рость света;  частота собственных колебаний. 

Остальные компоненты определяются 

через эти функции следующим образом: 
 

2

2

2

2

sin sin ;

sin sin ;

sin sin ;

sin sin .

H E
w w w

w

H E
w w w

w

E H
w w w

w

E H
w w w

w

U U
r H ik

r

U U
r H ik

r

U U
r E ik

r

U U
r E ik

r

    (4) 

Решения (3) должны удовлетворять гра-

ничным условиям [14-16]: 

- конечности амплитуд полей колебаний 

в центре полусферы 0r ;  

- отсутствию приходящей и наличию 

уходящей волны при радиальной координате 

r ;  

- условию (1) при полярной координате 

/ 2 ; - непрерывности тангенциальных ком-

понент напряженностей электромагнитных полей 

на сферической поверхности dr r . 

Эти решения представим в виде разложе-

ний 
,
,

,

,

,

,
,

,

,

,

( , , ) ( , , )

( ) (cos ) ;

( , , ) ( , , )

( ) (cos )] ,

E w E
w m

m

w m
m w

m

H w H
w m

m

w m
m w

m

U r U r

A R x P

U r U r

B R x P

           (5) 

где exp( )im ; w wx r ; ,
w

mA  и ,
w

mB  по-

стоянные. Функции 
,
,

w S
mU  описывают поля собст-

венных мод. Под функцией (cos )mP  подразу-

меваются присоединенные функции Лежандра 

первого рода. Азимутальные индексы m , прини-

мая целые значения, характеризуют число вариа-

ций полей по азимутальной координате. Влияние 

импеданса  приводит к нецелым и к комплекс-

ным значениям полярных индексов . Этот па-

раметр удобно представлять в виде n . 

Индекс n  определяет число вариаций полей по 

полярной координате при азимутальном индексе 

m  равном нулю. Параметр  характеризует 

влияние импеданса на спектральные характери-

стики колебаний. 

Функции ( )v wR x , описывающие зависи-

мость полей от радиальной координаты и удовле-

творяющие указанным выше граничным услови-

ям, запишем в виде  

(1)

при

при

( ) ( ), ;

( ) ( ), ,

d d d

a a d

R x j r r r

R x h r r r
                (6) 

где 1/2( ) / 2 ( )j x x J x ; 
(1) (1)

1/ 2( ) / 2 ( )h x x H x ; 

1/(2 1)f v ; 
(1)( ), ( )J x H x  – цилиндрические 

функции Бесселя и Ханкеля первого рода. Для 

функций ( )R x  справедливы рекуррентные со-

отношения [16-17]:  

1 1

1 1

( ) [ ( ) ( )];

( ) [( 1) ( ) ( )],

R x f x R x R x

xR x f R x R x
     (7) 
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штрих у цилиндрических функций обозначает 

дифференцирование по аргументу. Многократно 

используя первое соотношение в (7), легко пока-

зать, что  

1 1 3

1 1 3

( ) ( ) ( )
2 ( ) ...

R x R x R x
xR x

f f f
 (7, а) 

Замечаем, что правая часть в (7, а) состоит из 

знакопеременного бесконечного ряда.  

2. Граничные условия на неидеально 

проводящей плоскости. Функциональное 

уравнение. Граничные условия (1) при полярной 

координате / 2  в компонентах записывают-

ся в виде  

( , / 2, ) ( , / 2, ),

( , / 2, ) ( , / 2, ).

w w
r

w w
r

E r H r

E r H r
 

Подставив в эти условия выражения для компо-

нент полей: 
2

,

,

( , / 2, ) ( 1) (0) ( ) ;w w m
r m w

n m

r E r A P R x

2
,

,

( , / 2, ) ( 1) (0) ( ) ;w w m
r m w

n m

r H r B P R x

,

,

,

( , / 2, ) [ (0) ( )

(0) ( )] ;

w w m
w m w

n m

m w
w m w

rH r i m B P R x

kP A R x

,

,

,

( , / 2, ) [ (0) ( )

(0) ( )] ,

w w m
w m w

n m

m w
w m w

rE r i m A P R x

kP A R x

 

приравняем множители, стоящие при функциях . 

Зафиксировав азимутальный индекс, опустив для 

сокращения записи индексы m  и w , введя обозна-

чения (0)mP P , 0

( )
(0) ( )

m
m

x

dP x
P P

dx
, 

получаем систему уравнений, содержащую ради-

альные функции )(xR  и их производные 

)(xR :  

( 1) ( )

[ ( ) ( ) ] ;

[ ( ) ( ) ]

( 1) ( ) .

R x P A

i mxR x P B krR x P A

mxR x P A krR x P B

i R x P B

      (8) 

Функции ( )R x  и их производные зависят от 

радиальной координаты, что приводит к затруд-

нениям при исследовании (8).  

Функции Лежандра в плоскости основа-

ния выражаются через тригонометрические 

функции следующим образом [16]: 

(0) cos( )

[cos cos sin sin ];

(0) 2 sin( )

2 [sin cos cos sin ],

m
m m

m n m n m

m
m m

m n m n m

P g

g

P g

g

   (9) 

где ,m n m ; ( ) / 2n m n m ; 

 / 2 ; 
2 [( 1) / 2]

[( 2) / 2]

m

m

m
g

m
; 

 
2 [( 2) / 2]

[( 1) / 2]

m

m

m
g

m
. 

( )y  описывает гамму функцию, для которой 

справедливы соотношения  

 ( ) ( 1)...( 1) ( )y j y y y j y ; 

 ( ) ( 1)...( ) ( )y y y j y j ; (1) 1 ; 

 (1/ 2) . 

На идеально проводящей поверхности 

параметр 0 , а система (8) принимает вид  

 ( 1) ( ) 0R x P A , 

 [ ( ) ( ) ] 0mxR x P A krR x P B . 

При всех значениях радиальной координаты эта 

система удовлетворяется только при выполнении 

условий (0) 0mP  и (0) 0mP . Приходим к 

соотношениям 

cos( ) 0; 0;

sin( ) 0; 0.

m

m

A B

B A
 

Нетривиальные решения их  

при

при

cos( ) 0 0; 0;

sin( ) 0 0; 0

m

m

A B

B A
     (10) 

выполняются при равенстве 0 . Это приводит 

к тому, что в полусфере с идеально проводящей 

подложкой полярный индекс принимает только 

целые значения. В структуре существуют незави-

симые типы колебаний 

( 0)rE H   и  ( 0)rH E . 

Колебания E  типа возникают только при нечет-

ных значениях n m , а H  типа при четных зна-

чениях этой суммы [7-8]. Частоты их определя-

ются решениями уравнений:  

для E  колебаний -  
(1)

(1)

( ) ( )

( ) ( )

d n d a n a

d n d a n a

j x h x

j x h x
;      (11, а) 

для H  колебаний -  

)(

)(

)(

)(
)1(

)1(

an

an

d

d

dn

dn

a

a

xh

xh

xj

xj
.    (11, б) 
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Рассмотрим теперь резонатор с неиде-

ально проводящим основанием. Исключим в сис-

теме (8) функции ( )xR x  и ( )xR x . Приравняв 

коэффициенты при функциях ( )R x , разделим 

обе части в полученных выражениях на 

cos( )m . Из (9) следует, что необходимо раз-

дельно рассматривать четные и нечетные значения 

сумм n m . Зафиксируем азимутальный индекс и 

обозначим tg( ) . Из (9) следует, что 

tg( )m при четных значениях суммы n m  

и tg( ) 1/m  - при нечетных. В полученных 

выражениях функции tg( )n m  отсутствуют.  

Исследуем сначала случай, когда суммы 

индексов n  и m  принимают четные значения. По-

лученную бесконечную систему алгебраических 

уравнений относительно амплитуд A  и B  приво-

дим, обозначив / , к следующему виду: 

___________________________________________ 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 3 3 3 3 5 5 5 5 7 7 7 7

1 1 1 1 1 1

( 1) { [( 2) ( 1) ] [

...]};

1
( 1) { [( 2) ( 1) ] [

g A i m f g B f g B g A
f

g A g A g A g A g A g A g A

i g B m f g A f g A g
f

1 1

1 1 3 3 3 3 5 5 5 5 7 7 7 7 ...]}.

B

g B g B g B g B g B g B g B

         (12) 

 

Из-за периодичности тригонометрических функций в (12) можно выделить блоки  

4 4 5 5 6 6 7 7 8 8

1 1 2 2 3 3

4 4 5 5 6 6 7 7 8 8

, , , , , , , , , ;

, , , , , , , ;

, , , , , , , , , .

A B A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B A B

 

___________________________________________ 

Значительное упрощение в выражениях 

возникает для колебаний "шепчущей галереи", 

которые существуют при больших значениях по-

лярных индексов. Используя асимптотику [17] 
1/2( ) ~ 2 ( ) exp( )a ba b av av , 

можно показать, что при всех значениях азиму-

тального индекса и больших значениях  0a  

и arg , параметр jg ~
2

j

j
g . При 

исследовании можно пренебречь параметром  в 

множителях, стоящих перед тригонометрически-

ми функциями и амплитудами ,j jA B .  

Выделим блок, содержащий амплитуды 

,A B , введем обозначения j j jA g A ; 

2
1

2
m

m
a

n
. Разделив обе части на jg , сис-

тему полученных уравнений в этом блоке приво-

дим к следующему виду: 

___________________________________________ 

1 1 1 1 3 3 5 5[ ( ) ( ...)]mA i a B B A A A A A A ; 

1 1 1 1 3 3 5 5[ ( ) ( ...) / ]mi B a A A B B B B B B ;  

1 2 2 2 4 4[ ( ) ( )( ..)]mA i a B B A A A A A ;  

1 2 2 2 4 4( ) ( ...) /mi B a A A B B B B B ; 

2 1 3 1 1 3 3 5{ ( ) [ ( ) ..]}mA i a B B A A A A A ; 

2 1 3 1 1 3 3 5{ ( ) [ ( ) ...]/ }mi B a A A B B B B B ; 

3 2 4 2 2 4{ ( ) [ ( ) ...]}mA i a B B A A A A ; 

3 2 4 2 2 4( ) [ ( ) ...)] /mi B a A A B B B B . 

______________________________________________________ 

Замечаем, что в этот блок помимо постоянных 

1 1 2 2 3 3, , , , , , ,A B A B A B A B  входят ам-

плитуды, описывающие влияние колебаний других 

блоков. Можно показать, что вклад их в результате 

компенсации пропадает. Приходим к замкнутой 

однородной системе алгебраических уравнений:  
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1 1 1 1 3 3

1 1 1 1 3 3

1 2 2 2

1 2 2 2

2 1 3 1

[( ) ( ) ] 0;

( ) ( ) / 0;

[ ( ) ( ) ];

( ) ( ) ;

[( ) (

m

m

m

m

m

A i B B a A A A A

i B A A a B B B B

A i a B B A A A

i B a A A B B B

A i B B a A A







1 3 3

2 1 3 1 1 3 3

3 2 2 2

3 2 2 2

) ] 0;

( ) ( ) / 0;

[ ( ) ];

( ) .

m

m

m

A A

i B A A a B B B B

A i a B A A A

i B a A B B B

 

 









                        (13) 

___________________________________________ 

Исключив 1 1 3 3, , ,A B A B  из уравнений для 

2A  и 2B , находим, что  

0 2 2 1 2 1 1 2 2

0 2 2 1 2 1 2 1 1

( ) ( ) ;

( ) ( ) .

g A b g a b A b b g B

g B g a a b B a a g A


    (14) 

Здесь 
2

0 1 2 4 ; ( 1/ )( 1/ )mg a b T T a ;  

2
1 21 2 4 ; 2 ( 1/ )m ma a a a ;  

2
1 22 ( / ) / ; (1 2 ) 4m mb a b a ;  

2
1 2 mg a ; 

2
2 2 mg a ; 

2 / . 

Подставив 2 2,A B  в (13), имеем  

0
1 2 2 1 1

2 1 1 0

0 1 1 1 2 2

1 2 2 0

( )( 2 )

[ ( ) ] ;

( )( 2 / )

[ ( ) / ] ;

m m

m

m

m

g
A a b g a a b B

i

a a a g g A

i g B a g a b a A

a b b g g B









   (15) 

 

0
3 1 2

2 1 1 2 1 1

0 3 2 1

1 2 2 1 2 2

( 4 )

{ ( ) [ ( 2 ) 4 ]} ;

( 4 )

{ ( ) ( / )[ ( 2 ) 4 ]} .

m

m

m

m

g
A a a g T B

i

a a a g b a g T A

i g B a b g T A

a b b g a b g T B









  (16) 

Исключив 1 1 2 2 3 3, , , ,A B A B A B , из 

первых двух уравнений системы (13), получаем  
2 2
1 1 2 1 1

2 2
2 2 1 2 2

[( 2 ) 4 (3 4 )] 0;

[( 2 ) 4 (3 4 )] 0.

a g b T a g A

b g a T b g B
          (17) 

Нетривиальные решения (17) существуют при 

выполнении условий  
2 2
1 1 2 1 1

2 2
2 2 1 2 2

( 2 ) 4 (3 4 ) 0; 0; 0;

( 2 ) 4 (3 4 ) 0; 0; 0.

a g b T a g A B

b g a T b g A B
 (18) 

В (18) постоянная  содержится только в пара-

метре  
2 ( 1/ )( 1/ )mT a , 

где tg( / 2) .  

Подразумевая под индексом S  индексы E  либо 

H , из (18) получаем функциональные уравнения 
4 2tg ( ) 2 tg ( ) 1 0S S

Sf ,          (19) 

где 
2 2
1 1 2

2
1 1

( 2 )
2 1/

4 (3 4 )
E

m

a g b
f

a a g
;  

2 2
2 2 1

2
2 2

( 2 )
2 1/

4 (3 4 )
H

m

b g a
f

a b g
.  

Нами был рассмотрен случай, когда сум-

ма индексов n m  четная. Выше было показано, 

что при нечетных суммах индексов n m  пара-

метр ctg( / 2) . Из (19) замечаем, что оно 

справедливо и в этом случае. Поэтому, в отличие 

от полусферы с идеально проводящей подложкой 

собственные колебания при неидеальной прово-

димости существуют при всех значениях m n .  

Решениями (19) являются 

2 ( ) 2tg ( ) 1S
S Sf f .  (20) 

В отличие от резонаторов с идеально проводящей 

подложкой существуют по два решения у 

0; 0 ( )A B S E , и 0; 0 ( )A B S H . 

Теория справедлива при параметре | | 1 , когда 

влиянием собственных колебаний со смежными 

полярными индексами можно пренебречь. По-

этому решения с | | 1  должны быть отброше-

ны. При импедансе | | 1  приближенными ре-

шениями (19) являются  

( )tg( ) 2H
mia ;  

( ) 3
tg( )E

mia . 
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При импедансе 0  параметр 0 . Приходим 

к решениям для полусферического резонатора с 

идеально проводящим основанием. 

3. Дисперсионное уравнение. Решения 

характеристического уравнения (20) содержат 

параметры 
2 /w w w . Они имеют различ-

ные значения внутри и вне полусферического 

резонатора: d  определяет влияние импеданса на 

поля колебаний при радиальных координатах 

dr r , а a  - при координате dr r . Разложим 

(cos )mP  в ряд по функциям (cos )m
nP . Ис-

пользуя ортогональность функций Лежандра и 

асимптотическое соотношение:  
1/ 2

1

( 1) sin
(cos )

( 3/ 2) 2

{cos[( 1/ 2) / 4 / 2] ( )},

m m
P

m O

 

в первом приближении разложения по 1/n  полу-

чаем, что  

( , )

( , )

( , )

2sin( )
(cos ) (cos )

j

j

w Sm m
n w S n

w S

P P . 

После удовлетворения на полусферической по-

верхности резонатора dr r  условиям непрерыв-

ности E , E , H , H  компонент полей по-

лучаем следующие дисперсионные уравнения: 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

(1)
( , ) ( , )

(1)
( , ) ( , )

sin( ) ( )

( )

sin( ) ( )
;

( )

d E n d E d

d

d E n d E d

a E n a E a

a

a E n a E a

j x

j x

h x

h x

       (21,а) 

 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

(1)
( , ) ( , )

(1)
( , ) ( , )

sin( ) ( )

( )

sin( ) ( )
.

( )

d H n d H d

a

d H n d H d

a H n a H a

d

a H n a H a

j x

j x

h x

h x

       (21,б) 

Ввиду ортогональности присоединенных функ-

ций Лежандра по полярному индексу, парциаль-

ные колебания с амплитудами 

1 1 2 2 3 3, , , , ,A B A B A B  вносят вклад в 

спектральные параметры полусферического резо-

натора только через параметр . 

Решения уравнений (21,а) и (21,б) опре-

деляют спектральные параметры HE  и EH  соб-

ственных колебаний "шепчущей галереи" в полу-

сферическом резонаторе с неидеально проводя-

щей подложкой. В пределе 0  дисперсионные 

уравнения (21,а) и (21,б) переходят в (11,а) и 

(11,б).  

При поверхностном сопротивлении 

/a a  эти уравнения определяют спек-

тральные характеристики колебаний в открытом 

полусферическом резонаторе, погруженном в 

среду с проницаемостями a  и a . 

Выводы. В полусферическом резонаторе 

на идеально проводящей плоскости существуют 

независимые E  и H  собственные колебания. 

Влияние неидеально проводящей подложки приво-

дит к зависимости полярных индексов от поверхно-

стного импеданса. Получены дисперсионные урав-

нения для собственных колебаний "шепчущей гале-

реи". Их решения определяют зависимость ком-

плексных частот этих колебаний от параметров 

структуры, подложки и окружающей среды. 
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"WHISPERING GALLERY" OSCILLATIONS IN 

DIELECTRIC HEMISPHERICAL RESONATOR 

WITH IMPERFECT CONDUCTIVE PLANE 
 

Yu. F. Filipov 

 
Whispering-gallery oscillations in hemispherical dielectric resona-
tor on imperfectly conductive plane. 

A theory of eigen oscillations in a hemispherical resonator placed 

on imperfect conducting surface has been developed. Satisfy the 
boundary conditions on imperfect conducting surface we give a 

functional equation. Its solution determines the polar complex 

index. Satisfy the conditions of continuity of tangential electro-
magnetic field components we find the characteristic equation. Its 

determining spectral features of semi-spherical resonator, excited 

at "whispering gallery" oscillations. 
Key Words: hemispherical dielectric resonator, "whispering gallery" 

oscillations, functional equation, polar index, characteristic equation. 

КОЛИВАННЯ "ШЕПОЧУЧОЇ ГАЛЕРЕЇ" В 

ПІВКУЛЬОВОМУ ДІЕЛЕКТРИЧНОМУ 

РЕЗОНАТОРІ НА НЕІДЕАЛЬНО ПРОВІДНІЙ 

ПЛОЩИНІ 

 

Ю. Ф. Філіпов 

 
 Розвинуто теорію власних коливань у напівсферич-
ному резонаторі, розташованому на неідеально провідній 

площині. Граничні умови на неідеально провідній площині 

приводять до функціонального рівняння, розв'язки якого ви-
значають комплексні полярні індекси. При задоволенні умо-

вам безперервності тангенціальних компонент напруженості 

електромагнітних полів на сферичній поверхні отримано дис-

персійне рівняння. Його розв'язки визначають спектральні 

характеристики власних коливань типа шепочучої галереї. 
Ключові слова: півкульовий діелектричний резо-

натор, коливання "шепочучої галереї", функціональне рівнян-

ня, полярний індекс, дисперсійне рівняння.  
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