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Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà ìîäåëþâàííþ äèíàì³êè á³îëîã³÷íîãî î÷èùåííÿ âîäíèõ
ñèñòåì. Îõàðàêòåðèçîâàíî àâòîðñüêó ìîäåëü äèíàì³êè ïîêàçíèê³â ÿêîñò³ âîäè,
ïîáóäîâàíó íà îñíîâ³ óïîðÿäêóâàííÿ ãðóï ã³äðîá³îëîã³÷íèõ ³ ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ ñà-
ìîî÷èñíèõ ïðîöåñ³â ç óðàõóâàííÿì ¿õ ïîñë³äîâíîãî òà îäíî÷àñíîãî õàðàêòåðó
âçàºìîä³¿. Ïðîâåäåíî óçàãàëüíåííÿ ìîäåë³ ç óðàõóâàííÿì ïîëîæåíü, çàïðîïîíî-
âàíèõ Â. ². Ëàâðèêîì ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè àíàëîã³÷íî¿ ìîäåë³ äëÿ á³îëîã³÷íîãî î÷è-
ùåííÿ ñò³÷íèõ âîä ó ðåàêòîð³. Öå äîçâîëèòü àäåêâàòíî îïèñóâàòè á³ëüøó
ê³ëüê³ñòü ïðîöåñ³â, ÿê³ â³äáóâàþòüñÿ ó âîäíèõ ñèñòåìàõ ï³ñëÿ íàäõîäæåííÿ äî íèõ
çàáðóäíåíèõ ñò³÷íèõ âîä.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìîäåëþâàííÿ ÿêîñò³ ïîâåðõíåâèõ âîä, âîäíà ñèñòåìà, ïðî-
öåñè á³îëîã³÷íîãî î÷èùåííÿ, âçàºìîä³ÿ ñàìîî÷èñíèõ ïðîöåñ³â.

Ìîäåëþâàííþ äèíàì³êè á³îëîã³÷íîãî î÷èùåííÿ âîäíèõ ñèñòåì (âîäîéì
àáî ð³÷îê), îñîáëèâî ï³ñëÿ íàäõîäæåííÿ äî íèõ çàáðóäíåíèõ ñò³÷íèõ âîä,
ïðèñâÿ÷åíà ÷èìàëà ê³ëüê³ñòü ðîá³ò. Îäí³ºþ ç îñíîâíèõ çàäà÷ ö³º¿ ïðîáëåìà-
òèêè º ìîäåëþâàííÿ çì³íè êîíöåíòðàö³¿ ðå÷îâèíè x ï³ñëÿ íàäõîäæåííÿ äî
âîäîéìè òàêî¿ æ ðå÷îâèíè ç³ ñò³÷íèìè âîäàìè ç êîíöåíòðàö³ºþ u çà â³äñóò-
íîñò³ ³íøèõ âïëèâ³â. Êîæíà ìîäåëü áóäóºòüñÿ íà îñíîâ³ ïðèïóùåíü ³ òâåðä-
æåíü ïðî ò³ ÷è ³íø³ îñîáëèâîñò³ äèíàì³êè ïðîöåñ³â òà ïðî ôàêòîðè, ÿêèìè
ìîæíà íåõòóâàòè. Íàéá³ëüøå ïîøèðåííÿ îòðèìàëè ìîäåë³, ÿê³ àäåêâàòíî
âðàõîâóþòü ÿêíàéá³ëüøå óìîâ òà îñîáëèâîñòåé. Óðàõóâàííÿ âäàëèõ ïðèïó-
ùåíü, âèðàç³â ³ ïîçíà÷åíü äîçâîëÿº áóäóâàòè óçàãàëüíåí³ òà á³ëüø àäåêâàòí³
ìîäåë³. Ðîçãëÿíåìî äâ³ òàê³ ìîäåë³ (àâòîðñüêó òà Â. ². Ëàâðèêà) òà íà ¿õ îñíîâ³
ïîáóäóºìî á³ëüø óçàãàëüíåíó.

Â³äîìà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü Â. ². Ëàâðèêà äëÿ á³îëîã³÷íîãî î÷èùåííÿ
ñò³÷íèõ âîä ó ðåàêòîð³ ìàº âèãëÿä [2—5]:
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äå x — êîíöåíòðàö³ÿ çàáðóäíþâàëüíî¿ ðå÷îâèíè ó âîä³; t — ÷àñ; � — êîí-
ñòàíòà âåðèô³êàö³¿ ìîäåë³ â³äïîâ³äíî äî ïðèéíÿòèõ îäèíèöü âèì³ðþâàííÿ
÷àñó; �min , �max — â³äïîâ³äíî ì³í³ìàëüíå òà ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ
êîåô³ö³ºíòà øâèäêîñò³ á³îëîã³÷íîãî î÷èùåííÿ ñò³÷íèõ âîä; x0 — êîíöåíò-
ðàö³ÿ çàáðóäíþâàëüíî¿ ðå÷îâèíè, ùî íàäõîäèòü ç³ ñò³÷íèìè âîäàìè.

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1) ìàº âèãëÿä [2—5]:
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Î÷èñí³ ïðîöåñè ó âîäíèõ ñèñòåìàõ õàðàêòåðèçóþòüñÿ òèì, ùî íà õ³ì³÷íó
ðå÷îâèíó îäíî÷àñíî ä³º ¿õ ÷èìàëà ê³ëüê³ñòü. Àâòîðîì çàïðîïîíîâàíî ìàòåìà-
òè÷íó ìîäåëü óïîðÿäêóâàííÿ ãðóï ïîñë³äîâíî-îäíî÷àñíèõ ïðîöåñ³â [6], ïî-
áóäîâàíó çà òðüîìà îñíîâíèìè âèõ³äíèìè ïåðåäóìîâàìè.

Íà êîæíó õ³ì³÷íó ðå÷îâèíó ä³º ïåâíèé íàá³ð ïðîöåñ³â. Ï³ä «íàáîðîì
ïðîöåñ³â» ìàºòüñÿ íà óâàç³ íèçêà ïðîöåñ³â, â ÿê³é êîæåí íàñòóïíèé ïåðåòâî-
ðþº ïðîäóêòè ïîïåðåäíüîãî ³ ëèøå îñòàíí³é ïðèâîäèòü ñàìå äî çìåíøåííÿ
êîíöåíòðàö³¿ õ³ì³÷íî¿ ðå÷îâèíè ó âîä³ (àáñîðáö³ÿ, âèïàðîâóâàííÿ, îñàäæåí-
íÿ, ïîãëèíàííÿ ã³äðîá³îíòàìè òîùî). Ö³ ïðîöåñè ïåðåá³ãàþòü ç ð³çíîþ
øâèäê³ñòþ, ³ ÷åðåç öå ¿õ âçàºìîä³þ òðåáà ðîçãëÿäàòè ÿê ïîñë³äîâíî-îäíî÷àñ-
íó. Ïîñë³äîâíî — òîìó, ùî, óìîâíî êàæó÷è, íàñòóïíèé ïðîöåñ ïî÷èíàºòüñÿ
ëèøå òîä³, êîëè âæå ïî÷àâñÿ ïîïåðåäí³é ³ ç’ÿâèëèñÿ ÿê³ñü ðåçóëüòàòè éîãî
ä³¿, à îäíî÷àñíî — òîìó, ùî íàñòóïíèé ïî÷èíàºòüñÿ òîä³, êîëè ïîïåðåäí³é
ùå íå çàê³í÷èâñÿ. ²ñíóâàííÿ òàêèõ íàáîð³â ïîñë³äîâíî-îäíî÷àñíèõ ïðîöåñ³â
äëÿ êîæíî¿ õ³ì³÷íî¿ ðå÷îâèíè, ÿêà íàäõîäèòü äî âîäîéìè, ³ º ïåðøîþ
âèõ³äíîþ ïåðåäóìîâîþ ìåòîäèêè ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ äèíàì³êè
êîíöåíòðàö³¿ õ³ì³÷íî¿ ðå÷îâèíè ó âîäí³é ñèñòåì³.

Äðóãîþ âèõ³äíîþ ïåðåäóìîâîþ º óïîðÿäêóâàííÿ íàáîð³â ïîñë³äîâíî-îä-
íî÷àñíèõ ïðîöåñ³â äëÿ êîæíî¿ õ³ì³÷íî¿ ðå÷îâèíè çà ïðè÷èííî-íàñë³äêîâèì
âçàºìîâïëèâîì ³ ïîä³ë ¿õ íà ðÿä ãðóï. Äî ïåðøî¿ ãðóïè â³äíîñèìî ò³ ïðîöåñè,
ÿê³ ïî÷èíàþòü ä³ÿòè íà õ³ì³÷í³ ðå÷îâèíè â³äðàçó ï³ñëÿ ¿õ íàäõîäæåííÿ äî âî-
äíî¿ ñèñòåìè, äî äðóãî¿ — ò³ ïðîöåñè, ùî âïëèâàþòü íà ðåçóëüòàòè ä³¿ ïåðøî¿
(«ïîïåðåäíüî¿») ãðóïè ³ ò. ä. Ïðîöåñè êîæíî¿ ãðóïè, êð³ì îñòàííüî¿, àáî
ñïðè÷èíÿþòü ïåðåòâîðåííÿ õ³ì³÷íèõ ðå÷îâèí ç îäíèõ ôîðì â ³íø³ (õ³ì³÷íà
òðàíñôîðìàö³ÿ), àáî ðîçêëàäàþòü ñêëàäí³ ðå÷îâèíè íà á³ëüø ïðîñò³ (õ³ì³÷íå
òà á³îõ³ì³÷íå ðîçêëàäàííÿ), àáî ³íøå.

Ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî çäåá³ëüøîãî âàðòî îáìåæèòèñü òðüîìà ãðóïàìè
ïîñë³äîâíî-îäíî÷àñíèõ ïðîöåñ³â, à ³íîä³ é äâîìà. Ôàêòè÷íî ïîñë³äîâíî-îä-
íî÷àñí³ (ïîñë³äîâíî-ïàðàëåëüí³) ïðîöåñè, ñïåöèô³êà ÿêèõ ìîäåëþºòüñÿ, çà
òåðì³íîëîã³ºþ ³äåíòè÷í³ ïðîöåñàì ïîñë³äîâíî-ð³âíîá³æíî¿ òðàíñôîðìàö³¿
ðå÷îâèí [1].

Òðåòüîþ ïåðåäóìîâîþ º ïåðåíåñåííÿ âñòàíîâëåíèõ äëÿ õ³ì³÷íèõ ïîêàç-
íèê³â çàêîíîì³ðíîñòåé íà áàêòåð³îëîã³÷í³ òà á³îëîã³÷í³ ïîêàçíèêè. Ï³äñòà-

106

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîáèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ



âîþ äëÿ òàêî¿ àíàëîã³¿ º òå, ùî, ç òî÷êè çîðó ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó, õàðàêòåð
ïðîöåñ³â, ÿê³ âïëèâàþòü íà âì³ñò õ³ì³÷íèõ ðå÷îâèí, º ïîä³áíèì äî õàðàêòåðó
ïðîöåñ³â, ùî âïëèâàþòü íà âì³ñò áàêòåð³é òà ì³êðîîðãàí³çì³â. Íàïðèêëàä,
çìåíøåííÿ êîíöåíòðàö³é ó âîä³ ðå÷îâèí âíàñë³äîê ïðîöåñ³â îñàäæåííÿ
ìîæíà îïèñàòè ìàòåìàòè÷íî ïîä³áíî äî ïðîöåñ³â â³äìèðàííÿ ì³êðîîð-
ãàí³çì³â, ïðîöåñè á³îõ³ì³÷íî¿ òðàíñôîðìàö³¿ ðå÷îâèí — ïîä³áíî äî ïðîöåñ³â
çâè÷àéíî¿ æèòòºä³ÿëüíîñò³ ì³êðîîðãàí³çì³â. Ìàòåìàòè÷íèé îïèñ ïðîöåñ³â
ïîãëèíàííÿ ã³äðîá³îíòàìè ðå÷îâèí º ïîä³áíèì äî îïèñó ïðîöåñ³â ïîãëèíàí-
íÿ ã³äðîá³îíòàìè ì³êðîîðãàí³çì³â. Çâè÷àéíî, òàêå ïåðåíåñåííÿ º êîðåêòíèì
ëèøå ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè ³íøèìè îñîáëèâîñòÿìè çì³íè ïîêàçíèê³â ìîæíà
çíåõòóâàòè, à ãðàô³ê çìåíøåííÿ ïîêàçíèêà ç ÷àñîì º ïîä³áíèì äî åêñïî-
íåíö³àëüíîãî.

Äîâåäåíî, ùî ìàòåìàòè÷íèé îïèñ çì³íè çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ÿêîñò³ âîäè,
éîãî äèíàì³êà ó âîäí³é ñèñòåì³, ó òîìó ÷èñë³ â ð³÷ö³, çàäîâîëüíÿº íàâåäåíèì
âèùå òðüîì ïåðåäóìîâàì òà º íàñë³äêîì ä³¿ ïåðøî¿ — òðåòüî¿ ãðóï ïîñë³äî-
âíî-îäíî÷àñíèõ ïðîöåñ³â, ìàº òàêèé âèãëÿä [6]:
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äå Gl (t) — ôóíêö³ÿ, ÿêà âðàõîâóº âïëèâ l-¿ (l = 1, 2 ÷è 3) ê³ëüêîñò³ ãðóï
ïîñë³äîâíî-îäíî÷àñíèõ ïðîöåñ³â íà çì³íó çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà x; k1 —
êîåô³ö³ºíò ïðîïîðö³éíîñò³ ì³æ øâèäê³ñòþ ïåðåá³ãó ïðîöåñ³â ïåðøî¿ ãðóïè,
çà óìîâè ¿õ ³çîëüîâàíîãî ïåðåá³ãó, òà çíà÷åííÿì ïîêàçíèêà, íà ÿêèé âîíè
ä³þòü; k2 — êîåô³ö³ºíò ïðîïîðö³éíîñò³ ì³æ øâèäê³ñòþ ïåðåá³ãó ïðîöåñ³â
äðóãî¿ ãðóïè, çà óìîâè ¿õ ³çîëüîâàíîãî ïåðåá³ãó, òà çíà÷åííÿì ïîêàçíèêà, íà
ÿêèé âîíè ä³þòü; ïîìíîæåííÿì k2 íà êîåô³ö³ºíò (1–e k t� 1 ) âðàõîâóºòüñÿ
âïëèâ ïðîöåñ³â ïåðøî¿ ãðóïè íà ïðîöåñè äðóãî¿; k3 — êîåô³ö³ºíò ïðî-
ïîðö³éíîñò³ ì³æ øâèäê³ñòþ ïåðåá³ãó ïðîöåñ³â òðåòüî¿ ãðóïè, çà óìîâè ¿õ ³çî-
ëüîâàíîãî ïåðåá³ãó, òà çíà÷åííÿì ïîêàçíèêà, íà ÿêèé âîíè ä³þòü; ïîìíîæåí-
íÿì k3 íà äîäàòêîâèé êîåô³ö³ºíò âðàõîâóºòüñÿ âïëèâ ïðîöåñ³â ïåðøî¿ òà
äðóãî¿ ãðóï íà ïðîöåñè òðåòüî¿; âèðàç � � �1 2 3 îçíà÷àº «àáî 1, àáî 2, àáî
3», òîáòî äëÿ êîæíî¿ ðå÷îâèíè ìîäåëü (3) çàïèñóºòüñÿ ç îäíèì ³ç âèðàç³â
(4)—(6), à íå ç óñ³ìà îäíî÷àñíî.

Ìàòåìàòè÷íèé îïèñ (3)—(6) ïîáóäîâàíèé âèõîäÿ÷è ç òàêèõ ïîëîæåíü [6]:

1) â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0, êîëè ïðîöåñè ïåðøî¿ ãðóïè ëèøå ïî-
÷èíàþòüñÿ, ïðîöåñè äðóãî¿ ãðóïè ùå çîâñ³ì íå ïî÷àëèñÿ, îñê³ëüêè âîíè
ä³þòü íà ðåçóëüòàòè ä³¿ ïðîöåñ³â ïåðøî¿ ãðóïè, ÿêèõ íåìàº; êîåô³ö³ºíò (1–

107

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîáèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ



e k t� 1 ) ó ôóíêö³¿ (5) ïðè t = 0 ÿêðàç äîð³âíþº íóëþ, òîìó dx2(t)/dt = 0, îòæå
x2(t) äîð³âíþº êîíñòàíò³, ÿêà çà íàøèõ óìîâ º íóëåì;

2) êîëè ÷àñ ïðÿìóº â íåñê³í÷åíí³ñòü t � �, ïðîöåñè ïåðøî¿ ãðóïè âæå
ïðàêòè÷íî ñê³í÷èëèñÿ ³ ïðîöåñè äðóãî¿ ãðóïè, òåæ íàáëèæàþ÷èñü äî çàâåð-
øåííÿ, ä³þòü íà òó êîíöåíòðàö³þ ðå÷îâèíè ÷è âì³ñò ì³êðîîðãàí³çì³â, ÿê³ çà-
ëèøèëèñü ï³ñëÿ ä³¿ ïðîöåñ³â ïåðøî¿ ãðóïè; êîåô³ö³ºíò ïðîïîðö³éíîñò³ ì³æ
âåëè÷èíîþ x2 òà ¿¿ ïîõ³äíîþ dx2(t)/dt âæå íå çàëåæèòü â³ä êîåô³ö³ºíòà k1, à

äîð³âíþº ëèøå êîåô³ö³ºíòó k2. Êîåô³ö³ºíò (1–e k t� 1 ) ó ôóíêö³¿ (5) ïðè t � �
äîð³âíþº îäèíèö³, îòæå dx2(t)/dt = –k2x2. Òîáòî çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà

k2(1– e k t� 1 ) äëÿ ÷àñó t â³ä 0 äî � çì³íþºòüñÿ â³ä 0 äî k2, ïðàâèëüíî â³äîáðàæà-
þ÷è äèíàì³êó ïðîöåñ³â;

3) äëÿ òðüîõ ãðóï ïðîöåñ³â àíàëîã³÷íî çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà øâèäêîñò³

ïåðåá³ãó ïðîöåñ³â äëÿ ÷àñó t â³ä 0 äî � çì³íþºòüñÿ â³ä 0 äî k3, ïðàâèëüíî â³äî-
áðàæàþ÷è äèíàì³êó ïðîöåñ³â óñ³õ òðüîõ ãðóï.

Ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿíü ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ (3)—(6) º òàê³ ð³âíÿííÿ [6]:

x t x e k t( ) � �
0

1 , (7)

� �
x t x e

k

k
e k tk t

( ) � �
� � ��

0

12

1

1
1

,
(8)

x t x e
k t e d

k e kt

( ) �
�� �

�
�
�

��

�
 
�

!�

� � �
�
� �

�
�

0

3
2 1 1

0

" "
"

,

(9)

äå � — ïðîì³æíà çì³ííà ³íòåãðóâàííÿ.

ßê âèäíî, ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü (3)—(9) º ë³í³éíîþ â³äíîñíî çì³ííî¿ ñòàíó
x, ìàº íåáàãàòî ïàðàìåòð³â òà âèìàãàº äëÿ ¿õ ³äåíòèô³êàö³¿ ïîð³âíÿíî ìàëî
åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ.

Íà ðèñóíêó 1 íàâåäåíî ïðèêëàäè ìîäåëþâàííÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåë³
(3)—(9) ïðîöåñ³â ñàìîî÷èùåííÿ âîä ï³ñëÿ íàäõîäæåííÿ äî íèõ ïåâíîãî çà-
áðóäíåííÿ, ÿêå õàðàêòåðèçóºòüñÿ äåÿêèì ïîêàçíèêîì ÿêîñò³ âîäè x.

Ïîð³âíÿííÿ ìîäåë³ óïîðÿäêóâàííÿ ãðóï ïîñë³äîâíî-îäíî÷àñíèõ ñàìî-
î÷èñíèõ ïðîöåñ³â ç â³äîìèìè ìîäåëÿìè ïîêàçàëî, ùî ìîäåëü (3)—(9) ïðè l =
1 ïåðåòâîðþºòüñÿ íà íàéá³ëüø ïðîñòó äèíàì³÷íó ìîäåëü ó âèãëÿä³ çâè÷àéíî-
ãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ:

dx t

dt
kx t

( )
( )� � , x x( )0 0� . (10)
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Äëÿ âèïàäêó l = 2 ìîäåëü ñòàº ïîä³áíîþ ìàòåìàòè÷í³é ìîäåë³ Â. ². Ëàâðè-
êà (1), (2). Äîâåäåìî öå. Ââåäåìî çàì³íó çì³ííèõ:

k
m

1

1
� , k2 � �max . (11)

Âðàõóºìî, ùî ìîäåëü (3)—(9) áóëà âèâåäåíà âèõîäÿ÷è ç ïðèïóùåíü ïðî
òå, ùî ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó (t = 0) êîåô³ö³ºíò øâèäêîñò³ á³îëîã³÷íîãî
î÷èùåííÿ ñò³÷íèõ âîä k2 äîð³âíþº íóëþ, îòæå:

�min � 0. (12)

Ï³äñòàâèìî (11) ó (8) òà âèêîíàºìî ïåðåòâîðåííÿ:
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.

ßê áà÷èìî, îòðèìàíà â ðåçóëüòàò³ ïåðåòâîðåíü àâòîðñüêà ìàòåìàòè÷íà
ìîäåëü (3)—(9) ïðè l = 2, ç óðàõóâàííÿì (12), º ³äåíòè÷íîþ ìàòåìàòè÷í³é ìî-
äåë³ (1), (2) Â. ². Ëàâðèêà, ùî äîäàòêîâî ï³äòâåðäæóº êîðåêòí³ñòü àâòîðñüêî¿
ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ òà ïðàâèëüí³ñòü âèõ³äíèõ ïåðåäóìîâ ³ ïðèïóùåíü, àëå
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1. Çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ÿêîñò³ âîäè x, ðîçðàõîâàí³ çà ìîäåëëþ (7)—(9) óïîðÿäêóâàííÿ ãðóï ïîñë³äî-
âíî-îäíî÷àñíèõ ñàìîî÷èñíèõ ïðîöåñ³â äëÿ îäí³º¿ (x1), äâîõ (x2) òà òðüîõ (x3) ãðóï ç ïàðàìåòðàìè
(t = [0, T], T = 24 ãîä): à) k1 = 0,4; k2 = 0,2; k3 = 0,04; á) k1 = 0,2; k2 = 0,2; k3 = 0,2.



àâòîðñüêà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïðè l = 3 ìîæå ðîçâ’ÿçóâàòè ³ ò³ çàäà÷³, ÿê³ íå
îõîïëþþòüñÿ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ Â. ². Ëàâðèêà.

Îäíàê âàðòî óçàãàëüíèòè ìîäåëü (3)—(9), âðàõóâàâøè òâåðäæåííÿ, ÿêå
ì³ñòèòüñÿ ó ìîäåë³ Â. ². Ëàâðèêà ³ ´ðóíòóºòüñÿ íà áàãàòîð³÷íèõ ïðàêòè÷íèõ
äîñë³äæåííÿõ, òîáòî êîåô³ö³ºíò øâèäêîñò³ ïðîöåñ³â ñàìîî÷èùåííÿ âîä ïðè

çì³í³ t â³ä 0 äî � ïðèéìàº çíà÷åííÿ â³ä ì³í³ìàëüíîãî äî ìàêñèìàëüíîãî. Ïðî-
ïîíóºìî òàêèé ìàòåìàòè÷íèé îïèñ öüîãî òâåðäæåííÿ:

dx t

dt
G t x tl

( )
( ) ( )� , � � �1 2 3, x x( )0 0� , (12)

G t k1 1( ) � � , (13)

� �� �G t k k k e k t

2 2 2 2
1( ) max min max� � � � � � , (14)

� � � �� �
G t k k k e

k k k e k t

3 3 3 3
2 2 2

1

( ) max min max
max min max� � � � �

� � � � � t�
��

�
	

. (15)

äå k2 max, k2 min òà k3 max, k3 min — êîåô³ö³ºíòè ìàêñèìàëüíî¿ òà ì³í³ìàëüíî¿
øâèäêîñò³ ïîñë³äîâíî-îäíî÷àñíèõ ïðîöåñ³â â³äïîâ³äíî äðóãî¿ òà òðåòüî¿ ãðóï
çà óìîâè ¿õ ³çîëüîâàíîãî ïåðåá³ãó.

Ó ìîäåë³ (12)—(15) âðàõîâàíî òàê³ òâåðäæåííÿ òà ïðèïóùåííÿ:

1) â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0, êîëè ïðîöåñè ïåðøî¿ ãðóïè ëèøå ïî-
÷èíàþòüñÿ, îäíî÷àñíî ïî÷èíàþòü ä³þ ïðîöåñè äðóãî¿ ãðóïè, àëå íå ç íóëüî-
âèì, à ç ì³í³ìàëüíèì çíà÷åííÿì k2 min, êîåô³ö³ºíò (k2 max+(k2 min –k2 max )·e

k t� 1 )
ó ôóíêö³¿ (14) ïðè t = 0 ÿêðàç äîð³âíþº k2 min;

2) êîëè ÷àñ ïðÿìóº â íåñê³í÷åíí³ñòü t � �, ïðîöåñè ïåðøî¿ ãðóïè âæå
ïðàêòè÷íî çàâåðøèëèñÿ, ÿê ³ ïðîöåñè äðóãî¿ ãðóïè, ùî ä³þòü íà òó êîíöåíò-
ðàö³þ ðå÷îâèíè ÷è âì³ñò ã³äðîá³îíò³â, ÿê³ çàëèøèëèñü ï³ñëÿ ä³¿ ïðîöåñ³â ïåð-
øî¿ ãðóïè; êîåô³ö³ºíò ïðîïîðö³éíîñò³ ì³æ âåëè÷èíîþ x2 òà ¿¿ ïîõ³äíîþ
dx2(t)/dt âæå íå çàëåæèòü â³ä êîåô³ö³ºíòà k1, à äîð³âíþº ëèøå êîåô³ö³ºíòó

k2 max. Êîåô³ö³ºíò (k2 max+(k2 min –k2 max )·e
k t� 1 ) ó ôóíêö³¿ (14) ïðè t � � äîð³â-

íþº k2 max, îòæå ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä: dx2(t)/dt = –k2 max x2. Òîáòî çíà÷åííÿ

êîåô³ö³ºíòà (k2 max+(k2 min –k2 max )·e
k t� 1 ) äëÿ ÷àñó t â³ä 0 äî � êîëèâàºòüñÿ â³ä

k2 min äî k2 max, àäåêâàòíî â³äîáðàæàþ÷è äèíàì³êó ïðîöåñ³â;

3) äëÿ òðüîõ ãðóï ïðîöåñ³â àíàëîã³÷íî çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà øâèäêîñò³

ïåðåá³ãó ïðîöåñ³â äëÿ ÷àñó t â³ä 0 äî � çì³íþºòüñÿ â³ä k3 min äî k3 max, àäåêâàò-
íî â³äîáðàæàþ÷è äèíàì³êó ïðîöåñ³â óñ³õ òðüîõ ãðóï.

Íà ðèñóíêó 2 íàâåäåíî ïðèêëàäè ìîäåëþâàííÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåë³
(12)—(15) ïðîöåñ³â ñàìîî÷èùåííÿ âîä ï³ñëÿ íàäõîäæåííÿ äî íèõ ïåâíîãî çà-
áðóäíåííÿ, ÿêå õàðàêòåðèçóºòüñÿ äåÿêèì ïîêàçíèêîì ÿêîñò³ âîäè x. Óñ³
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â³äïîâ³äí³ ïàðàìåòðè ò³ æ ñàì³, ùî ³ íà ðèñóíêó 1. Ïðîâåäåíî ìîäåëþâàííÿ
çà ð³çíèõ ì³í³ìàëüíèõ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â øâèäêîñò³ ïåðåá³ãó ïðîöåñ³â
äðóãî¿ òà òðåòüî¿ ãðóï. Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â ïîêàçóº, ùî çà ì³í³ìàëüíèõ (ìåíøå
1% ìàêñèìàëüíèõ) çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â ïðîïîðö³éíîñò³ k2 òà k3 ö³ ãðàô³êè,
ÿê ³ î÷³êóâàëîñü, ïåðåòâîðþþòüñÿ íà ïîïåðåäí³ ãðàô³êè (äèâ. ðèñ. 1), à çà
ì³í³ìàëüíèõ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â øâèäêîñò³, ùî íàáëèæàþòüñÿ äî ìàêñèìà-
ëüíèõ, óñ³ ¿õ çíà÷åííÿ, êð³ì ïåðøîãî, º ìåíøèìè, ùî òàêîæ î÷³êóâàëîñü.
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2. Çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ÿêîñò³ âîäè x, ðîçðàõîâàí³ çà ìîäåëëþ (12)—(15) óïîðÿäêóâàííÿ ãðóï ïîñë³äî-
âíî-îäíî÷àñíèõ ñàìîî÷èñíèõ ïðîöåñ³â äëÿ îäí³º¿ (x1), äâîõ (x2) òà òðüîõ (x3) ãðóï ç ïàðàìåòðàìè

(t = [0, T], T = 24 ãîä): à) k1 = 0,4; k2 max = 0,2; k2 min = 0,1�k2 max; k3 max = 0,04; k3 min = 0,5�k3 max; á) k1 = 0,2;

k2 max = 0,2; k2 min = 0,5�k2 max; k3 max = 0,2; k3 min = 0,1�k3 max.

3. Â³äíîñíå çíà÷åííÿ ð³çíèö³ ì³æ çíà÷åííÿìè ïîêàçíèêà ÿêîñò³ âîäè x, ðîçðàõîâàíèìè çà ìîäåëëþ
(7)—(9) òà ìîäåëëþ (12)—(15) äëÿ äâîõ (d2) òà òðüîõ (d3) ãðóï ïîñë³äîâíî-îäíî÷àñíèõ ñàìîî÷èñíèõ

ïðîöåñ³â ç ïàðàìåòðàìè (t = [0, T], T = 24 ãîä): à) k1 = 0,4; k2 max = 0,2; k2 min = 0,5�k2 max; k3 max = 0,04;

k3 min = 0,5�k3 max; á) k1 = 0,2; k2 max = 0,2; k2 min = 0,1�k2 max; k3 max = 0,2; k3 min = 0,1�k3 max.



Íà ðèñóíêó 3 íàâåäåíî ãðàô³êè â³äíîñíèõ çíà÷åíü ð³çíèö³ d ì³æ
ãðàô³êàìè äëÿ äâîõ ³ òðüîõ ãðóï ïðîöåñ³â, ðîçðàõîâàí³ çà ñï³ââ³äíîøåííÿì

d
x t x t k k

x t l
�

�
�

( , , , ) ( , , , )

( , , , )

min min0 0

0 0
1002 3 , %,

äå x(t, l, k2 min, k3 min) — çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ÿêîñò³ âîäè x, ðîçðàõîâàíå çà
ìîäåëëþ (12)—(15) ïðè â³äïîâ³äíèõ ì³í³ìàëüíèõ çíà÷åííÿõ êîåô³ö³ºíò³â
øâèäêîñò³ ïåðåá³ãó ïðîöåñ³â l-¿ ãðóïè, çà óìîâè ¿õ ³çîëüîâàíîãî ïðîò³êàííÿ
(çðîçóì³ëî, ùî âèðàç x(t, l, 0, 0) â³äïîâ³äàº ìîäåë³ (7)—(9)).

Ð³çíèöÿ ñïî÷àòêó ñóòòºâî íàðîñòàº, à ïîò³ì (ïðè á³ëüøèõ t, êîëè åêñïî-
íåíòà ó â³äïîâ³äíîìó ñòåïåí³ º áëèçüêîþ äî íóëÿ), ñòàº ïîñò³éíîþ. Öå äîäàò-
êîâî ï³äòâåðäæóº, ùî ìîäåëü (12)—(15) äîçâîëÿº îïèñàòè çíà÷íî á³ëüøå ïðî-
öåñ³â òà îñîáëèâîñòåé äèíàì³êè ïîêàçíèê³â ÿêîñò³ âîäè, í³æ ìîäåë³ (1)—(9).

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâàíà íîâà óçàãàëüíåíà ìîäåëü äèíàì³êè çíà÷åíü ïî-
êàçíèê³â ÿêîñò³ âîäè ç óïîðÿäêóâàííÿì ãðóï á³îëîã³÷íèõ ³ ô³çèêî-õ³ì³÷íèõ
ïðîöåñ³â íà îñíîâ³ ¿õ ïîñë³äîâíî-îäíî÷àñíî¿ ïðè÷èííî-íàñë³äêîâî¿
âçàºìîä³¿, ÿêà ìîæå çàñòîñîâóâàòèñü äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â á³îëîã³÷íîãî
î÷èùåííÿ ñò³÷íèõ âîä ÿê ó ðåàêòîð³, òàê ³, ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³, ó ïðè-
ðîäí³é âîäí³é ñèñòåì³. Âîíà äîçâîëÿº ìîäåëþâàòè òà ïðîãíîçóâàòè çíà÷åííÿ
ïîêàçíèê³â ÿêîñò³ âîäè çà äàíèìè ìîí³òîðèíãó ïîâåðõíåâèõ âîä, ùî íå-
îáõ³äíî äëÿ âèðîáëåííÿ îïòèìàëüíèõ ð³øåíü ç óïðàâë³ííÿ âîäíèìè ðåñóðñà-
ìè [7].

**

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè áèîëîãè÷åñêîé î÷èñòêè âîäíûõ ñè-
ñòåì. Îõàðàêòåðèçîâàíà àâòîðñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà âîäû,
ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå óïîðÿäî÷èâàíèÿ ãðóïï ãèäðîáèîëîãè÷åñêèõ è ôèçèêî-õèìè÷å-
ñêèõ ñàìîî÷èñòíûõ ïðîöåññîâ ñ ó÷åòîì èõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî è îäíîâðåìåííîãî õà-
ðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ìîäåëè ñ ó÷åòîì ïîëîæåíèé, ïðåä-
ëîæåííûõ Â. È. Ëàâðèêîì âî âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íîé ìîäåëè äëÿ áèîëîãè÷å-
ñêîé î÷èñòêè ñòî÷íûõ âîä â ðåàêòîðå. Ýòî ïîçâîëèò àäåêâàòíî îïèñûâàòü áîëüøåå
êîëè÷åñòâî ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â âîäíûõ ñèñòåìàõ ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ â íèõ çà-
ãðÿçíåííûõ ñòî÷íûõ âîä.

**

The article is devoted to modeling the dynamics of biological treatment of river water.
Characterized by the author’s model of the dynamics of water quality indicators construc-
ted on the basis of ordered groups of hydrobiological, physics and chemical autotreatment
processes according to their sequential and simultaneous nature of the interaction. The ge-
neralization of the model, taking into account the thesis which are proposed by V. I. Lavrik
during the construction of a similar model for biological wastewater treatment reactor. This
will allow adequate to describe an even greater number of processes occurring in water sys-
tems after entering into them polluted wastewater.

**
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