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����������S!T�/�&����� �)��1������ ����2
�����������#4

∂$ v / ∂ t$  = k $
� n$ Δv ,

* #�������M���#�����*����������M���#����2
��*� 1�������&�/����*����(�)������S/���2
.��/���)���(��� ��T�v = eiω t u��9�< �����*�2
��/��������������S!T����������.����������
��%�����������*���#�< �����/�������.��� �
�����������(���*������/���� #����3��������2
������S!T����&������������������������
�������.��� ���� ������#�1�k� = ω / c ���n (r) =
= c / c (r)���*��c (r)�6� ��� 1�������)���������2
����������c 6�����������.��������������)�2
���������������������/�������/�(��% �2
�������������������������� 1�������* #����2
/�������

7�M�������������#�>� 1/�� 13��S!T������2
��(M�/� �)���* #�� ���(��� ������������2
�#"+�(#��������� ����������l����*����*��(
��*���n = const���/������*

u (r) = A eiΨ (r),���Ψ (r) = k� n (rl),

�*��A�6�����#���#��/� ���*���� ����Ψ (r)�6
���������)�/��� ����(��������k = ∇Ψ�����#2
������������ ����*� 1������l (K = k� nl) ��l �
��(������ ��� �%����*����/��#"�#�����<��
��/�����������.�*���*�����)���/�* �����S� ��2
��T���/�M��%��* ������ ����C�"*��/�&��
���*�� �&��1��)����� ���� ������&��%�*�����/�2
�#�1#�*�����)���/�* ����������#���/���2
����#1� ��� 1�����)���� ���/��V�����������
 �&�����������/���*�����/����)���(�������
* #�/���.��/���)���.��� ������������#�* #
� ���.�S��)���� ���.T��� ���C�/���/��)�����
*�����)��/��*� �����������)������������2
)� 1��������/�+���#��� ���/�&�����/����2
���1������ �����=�&�������!?@�A�

7�M�������������#�S!T�* #���)���� ���(
�� ����/������*

u (r) = A (r) eiΨ (r), S$T

�*���/� ���*��A (r)��� ��� 1��(��� ����(����2
����k = ∇Ψ (r)�/� ����/��#"�#����* ������ 2
�������*��λ~ (r) = ! / | k (r) |4

λ~ |∇A | << |A | ,���λ~ |∇kj | << | kj | . S	�E!T

8*�1�kj�6���/���������� ���������������k �
��λ~ = λ / $π����� ���)�������%�����#����*:#�2
 #"�#�������<���3��������� �/ ���#�n (r)4

λ~ (∇n) << n . S	�E$T

9���*�����<���3�����/���� �/ ���#�n�* �2
����� ���λ���n�����/��1M���)�/�����%�*��/����2
���������������λ = λ

�
 / n����� ���#�S	�E!T���S	�E$T

����.�*#��������������

0
~λ / n << | A | / |∇A | ≡ L! ,� 0

~λ / n << | kj | / |∇kj | ≡ L$ ,

0
~λ / n << n / |∇n | ≡ L	 , S	�E	T

�*�� �λ
~

=λ� / $π = χ / ω��V���� ���#������)�"+��
/� ��1���/�����#��� �)���A (r ) ��k (r ) ��n (r )��
���*� �.��% ��������/���/�����#*���λ~ ��/�&2
���������1�����*���*���������������4

μ = ! / kL = ! / k� nL = λ~ / L << !, S
T

�*��μ�6�/� �(�����/������/���*�����/����)�2
��(�����������L�6����/��1M�(����.�������2
��.�/�M��%�����/�����#�A��k���n��������L =
= min (L!��L$��L	)��m���������(�/�M��%�L���2
��*� #��#���������#��������������/������2
+�������������(��� �)���������/����/�(
�� �)���(�������

| n (r + L) – n (r) | ~ n (r) .

8�/��##������+�����|n (r + L) – n (r) |� ���(2
��/����L�) ���/���� �&���#�n (r + L)����#*�B�(2
 ������/��/�L∇n ~ n������*���� �)��/�L ~ n / |∇n |�
����*�"+�"��L	���S	�E	T�

C���������������#����/����)���(�����2
���/�����%��1�����*������� �)��/�����%�2
/���9��*����(�%�����/����(�/� �(�����/���
μ ~ ! / k�L������ � �;�ED��7������=7������!?
��
!?	eA������������ �&����������/���/� ���2
*��A4

(∇Ψ)$ = n$, S�T

$ (∇A� ∇Ψ) + A� ∇Ψ = � ,
���

$ (∇A! ∇Ψ) + A! ∇Ψ = – L∇A� , S@T
���

$ (∇Am ∇Ψ) + Am ∇Ψ = – L∇Am – ! .

N���3�"�Ψ�����#����������1�<(���� �/�
������������S�T�6����������/�<(���� ���V(��2
�� �Ψ��/�������/�����1�* ��������������#
����)���/�����/��� ������������#�* #��/� �2
��*��.���<���3�������S@T�������"�#�����2
����#/�������������% �&���(������<��/��2
��/����/� ���*��Am���<(���� ��� ���ψ�%�*��
�/��1���*

ψ = ψ� + ∫
τ

0

n$ dτ = ψ� + ∫
σ

0

n d y , SQ�E!T

Am = A m
� / J – ! / $D (τ) ∫

τ

0

D (τ′)∇Am – ! dτ′,�SQ�E$T
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�*��ψ� = ψ (0)��Am
� = Am (0)�6���)� 1�������)���#

<(���� �����/� ���*�����τ = �����������������
��SQ�E!T���SQ�E$T������*��#��*� 1� �)�(������*�2
 #�/�.����/�(���������(

d r / dτ = p ,���d p / dτ = ! / $∇n$ , SQ�E	T

�*��d = ∇ψ��τ�6�����/������� �)����#�����(�
* ���(� �)�������M����/�dτ = dσ / n��9� �)�2
���J�S��.�&*����� �)�T�������D (�) / D (τ)���*�
D (τ) = ∂ (x��y��z) / ∂ (ς��η��τ)�6�#��%��������.�*����
*��������.�����*��������y��z��� �)���/�����2
*�����/�ς��η��τ����*.�*�����/����)���(�����2
����+�������������"�#���� �)�������������2
��"���� 1������������+������ �������� ��

��� 1��������%�����/�����������/�����μ
�/��������*� ����������/�+������D� ��1
μ�����%.�*�/�#�* #����/���/���� �)������/�2
��*���/�&���%��1�*�������������� 1������)��
��� �)���#�k�S�/��1M���#�* ������ ��T������
���)������ �)���#�L (μ = ! / kL) ��)���*����%� ��
� ��������/���������(�����*��

�����������S
T���*��μ�6�/� �(�����/�����
/���*�����/����)���(����������������� ��2
��������������� ���/�&���)����1���)���� �2
��(������*��6���)����*��/����(��#� #��#���2
�%.�*�/�/��������*�����)��/�� ����/����2
/���/����/���*�����/����)���(������������
<��/���*����/��������)���/����% �&����/
�� #�����/���#��� 1����� ���� ���������% �2
&���#�u� (r)�

������)����� ���#�*� &����)������1���2
��� ���"+��#������M�������%� �� �����
��/��)����� ���� ���������% �&���#�u� ( r )���
#� #��#���)��/���M����/���������#�<(����2
 ��u� (r) = ψ�

�
kieA =>� 1*����$���A����(����� 12

����� ��u
�

= u – u� ����������*�� �����#�������2
����"

Δ u
�

+ k�
$ n$ u

�

= – ψ0kie ΔA� .

������)����� ���#����/���/�������/��2
��)���(���������#���������*��� ���#/�
������� ����/��%:�/����.�*#����������)������2
�� ����(��%:�/�����*� #����% ��1��������#
���/�������� ������*����(���)����������#� #��2
#��% ��1"� ��� ���3��� �)������/� ���"�2
#�*���� ���#����/���/�������/����)���(
��������� �)���� ���(� �%����)���� ���(
�� ���

!������/�������*��������&������/������� 2
���S�/� ���*�������*���������T�����*� &�����2
/�������/��#�1#���������)��/��)��������2
�� ��������%:�/��

$��N���� �������%:�/�� �)�(�����.�*#+�.
���*��������&����)�������*� &����+�������
��������1#�*�����*����/�

; �*����*� ��1���� �)���/�&*��/���/���2
)���/� �)�/�S%�����)��������#� ���#���*��2
 �����#"+�#���������"� �)�T�������)���/
 �)�/��������(��/��������)��"��� +�������2
��*� #�/�"������ ���/��%:�/�/��9� �)���� �2
��(��� �������������#"+�(#����*����*��(
��*��Sn = constT������&�����* #���*�������2
��(������N���� #�����*� #��#����

af = ,/0 nrλ

�*��r�6�����#����/�&*�����)����/������2
�/����/�

�.�*#��������(��#������/����)���.��(2
/�������������������*����.��%+�.��� �&���(
���/����)���(������������&*����������%���2
��#����� ����#�����3������������3����/�&2
���*� ��1�����*�����/��)�����M����������%���2
��.�/����/����.�����/���)���.���*�)��(2
/�������������#/�.�*� &����������1#�����2
%������/����� ����#�������*����.���M�����2
�%.�*�/�.���*�����)��.�� ���(����/���/�2
���/���*�����/����)���(��������
C��>=�/�29��!�%�1�@ 4�� ����(������ 2

��� �%����*����/��#"�#�����<�����/������
����.�*���*�����)���/�* �����S� ����T���/�2
M��%��* ������ ����C�"*��/�&������*�� �2
&��1��)����� ���� ������&��%�*�����/��#�1#
*�����)���/�* ����������#���/�������#1
 ��� 1�����)���� ���/�
���0$0��#9��!�%�1�@ 4�!T�����/�������2

*��������&������/������� ���S�/� ���*�������2
*���������T����*� &�����/�������/��#�1#��
������)��/��)���������� ��������%:�/�R
$T������ �������%:�/�� �)�(�����.�*#+�.��
�*��������&����)�������*� &����+����������2
������1#�*�����*����/�

$� 
!���
���������������������������
������������5�)���#���/������#��������2
��#������ ��.��* ����������.�/��1M���)�/����2
/����� �*��/�.����*����*����(��)������2
�� #������ 1�����1� �)���(�/���*��7� 1�����2
3����/�* ������������/����)���(��(/���
����*� #��#����/� ��������/�;�E9��>� 1*�2
��/�=>� 1*����$���A����������"+�/�����3�2
��/� ��� 1��������/����)���(��(/���4�D
S�����1�������������#���������� ��T��� "2
%�(������������<�����/��������������� 12
��������(�����*����/� �(�������������)2
���x���������)����%� 1M���l+��������*)�����/�
)�����)���������������(�������� �#"�#� �M1
�� �)���� ���(��� ��������������� �1����
*�����)��/��*� �����������)������������2
)� 1��������/�+���#��� ���/�&�����/��2
�����1������ ������C%��+�"������%#����/�2
�������������#�����������()����1"����2
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/��������)���.���M���(�S �)�(T�����/� �.
���/�+���#.�����/��������*��������3����*�2
 ����S� �T���)� 1��.�� ���(���*�)�����������2
���������%����=����3����C� ����!?e�%A�����% �2
/�����()���������/��������)���.���M���(
����������/��)������� �%�.�/� ��/�M��%2
��.����/�+���#.�/���������M��1#�� ���#
���/���/�������/����)���(��������

�����&�����/��� �1������������<(���� �
/�&���%��1��� �)������� �)��/��%����/���)�2
����#���%����������������.���*��9����2
��� �)������/���*�� �&������%.�*�/�����*�2
����)����� ���#����/����)���(����������#2
�����������%������/�/�* ���������/�����#
������.�����/�������� ��4��/� ���*����� 2
�������)� ������<���3��������� �/ ���#��
/�M��%��* ������ ����9��� ����������3���
/�* ������������ #����������� ��������3�"
��������#�<(���� ���9��/�&���*�����*.�*��
��"19��6� ��������3�#�������� 1�����2

������(�����������(�/�*� ���)����� �&������2
������ ��)������/���*���(/�)���(���/�2
�������S�%�����(�/����/����(� �������������2
��(���*�)���(/���T�����* �&�������D�ED��5��2
����1���/���9�E>��7�/�����/�=5������1����7�2
/������!?@@A�
�0�"���8�/=�/�����*� #��#� ��������3�2

�(���������#�<(���� ����#�����(����� �&�2
���/�/�* ����������#*�B�( �������������2
���*����(���)���=>�(����!??QR�ZIcaL��$��
A�

9��%+�/� �)���=5������1�����*����!?e�A����2
��#������������%�����(�/����/����(�����/�2
��)���(���*�)���(/���������������(���*�
��*��#�����M���"��� ���(���������������2
�����������#�����������*�4

F (n) = t , Se�E!T
�*����6���� �������������(�����������n ∈
∈ N��� ∈ T����N���T�6��� ����/����)��������2
���������������������N��������)���������(
M�������/����#� #��#���/�����/��;���)������2
��#�/���/���)���(����������*�)���������
��M������������ 1�������������#�����������*�4

),()()( 10
),( 10 xxtxdxnnF

xx
== ∫ γ Se�E$T

������� 1�����/�����(�/�������������� �� ���
��/�����(��% ����D�<�� �*��������������2
���R m��m ≥ $������/����(�x (x1 ... xn )��� �*��(
�����3�(�S�)������������#��#�T (x����!)��x��
x! ∈ S���*� 1����*���)���.�γ (x1�����xm )����*�2
�#"+�.���)��������.�����S�

9�!?QQ����7�E>��D�.�/�����=D�.�/������!?QQA
������ ��)�����*��/����/� �)�������������1
����*�/����* #�*����(���*�)�����/�&��������*2

�� �&������� ����������� #�������/�(�2
��� �)�(��7��� #����1� �)�(����� ���������2
/���#� �*�"+�/��%����/�=>� 1*����!??QA�����1
��*����� �*��/�#��% ��1�D������/�� �)�(
Q����*����� #����1"�����/���#� �*�"+��4
 "%�#��������)����% ����D���*��#��#��*��/
���� 1����*��/� �)�/��#� #"+�/#�)��1"� �2
)�����Q��;���/��Q��� ���������� 1������2
��(�λ ��� �� "%���*�����)���<��(������(��2
�*������ �)�/� �%�������* �&�+�/�Q�� �%�
#� #"+�/#�)��1"� �)�����Q��l �������#�λ
������)���������)��/�"��% ��1�D������/�
 �)�(����D����� #��������Q��� ������D��������)�2
������&*�"���)����% ������������&*�/���2
���� ��������.�*��� �)�������* �&�+�(���

���1
n (x ) = n� (z ) + n! (x ) ,

�*��x = (x! ��x$ ��x	)��z = x	�6�� �%�����n� (z)�6
�*��/����#������������#�/�* �����1���n! (x)
6����/� ������/�+������l ������ �#��#��2
 ����

|| n! (x ) ||
C
$

 (D)
<< || n� (z ) ||

C
$

 (D)
,

����/����/�������% �&��������������

t (x�, x!) = t� (x�, x!) + t
!
 (x�, x!) + O (n

!
$) ,

�*�����/#����%����������������(�/�*� �

t
�
 (x�, x!) = xdxn

xx
)(

),( 100 0∫ γ
���������/�+�����������*���)���(�γ� (x���x!T
����������(�/�*� �

t! (x�, x!) = xdxn
xx

)(
),( 100 1∫ γ

9��(/� ��������)���#��=FaX��^�_\���!?QQA�
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