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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ìåòîä ðåøåíèÿ
çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñôåðîöèëèíäðîâ è öèëèíäðîâ
ñ ó÷åòîì ñïåöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé

Ïîñòðîåíû íîðìàëèçîâàííûå Ô-ôóíêöèè äëÿ äâóõ ñôåðîöèëèíäðîâ, öèëèíäðà è ñôåðî-

öèëèíäðà. Íà îñíîâàíèè ýòèõ Ô-ôóíêöèé ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïòèìèçàöèîí-

íîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñôåðîöèëèíäðîâ è öèëèíäðîâ â ïðèçìå ñ ó÷åòîì ìèíèìàëüíî äîïóñ-

òèìûõ ðàññòîÿíèé. Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè ïîñòðîåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, íà

îñíîâàíèè êîòîðûõ ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðèâåäåí ÷èñëåííûé ïðèìåð.

Ïîáóäîâàíî íîðìàë³çîâàí³ Ô-ôóíêö³¿ äëÿ äâîõ ñôåðîöèë³íäð³â, öèë³íäðó òà ñôåðîöèë³íäðó.

Íà îñíîâ³ öèõ Ô-ôóíêö³é ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ ðîçì³ùåííÿ

ñôåðîöèë³íäð³â òà öèë³íäð³â ó ïðèçì³ ç óðàõóâàííÿì ì³í³ìàëüíî ïðèïóñòèìèõ â³äñòàíåé.

Äîñë³äæåíî âëàñòèâîñò³ ïîáóäîâàíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³, íà îñíîâ³ ÿêèõ ðîçðîáëåíî ìåòîä

ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³. Íàâåäåíî ÷èñåëüíèé ïðèêëàä.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ðàçìåùåíèå, îïòèìèçàöèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå,
öèëèíäðû, ñôåðîöèëèíäðû.

Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè âîçíèêàþò îïòèìèçàöèîííûå çàäà-

÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàçìåùåíèåì òðåõìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â çà-

äàííûõ îáëàñòÿõ. Òàêèå çàäà÷è èìåþò áîëüøîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðèêëàäíîå

çíà÷åíèå. Íàïðèìåð â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñëó÷àéíîé óïàêîâêè

ñôåð è ñôåðîöèëèíäðîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëîâ. Â ðàáî-

òå [2] ïðèâåäåí îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ óïàêîâêå ñôåðîèäîâ, öèëèíäðîâ

è òåë ïðîèçâîëüíîé ôîðìû â çàäà÷àõ ïîðîøêîâîé ìåòàëëóðãèè. Â ðàáîòå [3]

ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîãðóçêè öèëèíäðè÷åñêèõ êîíòåéíåðîâ, èìåþùàÿ âàæ-

íîå ïðîìûøëåííîå è êîììåð÷åñêîå çíà÷åíèå, à â ðàáîòå [4] — çàäà÷à

óïàêîâêè øàðîâ, èñïîëüçóåìàÿ â ìåäèöèíå ïðè ïëàíèðîâàíèè ðàäèîõè-

ðóðãè÷åñêîãî ëå÷åíèÿ.

Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

îáúåêòîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è â ýíåðãåòè÷åñêîì ìàøèíîñòðîåíèè,
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íàïðèìåð ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ìàøèííûõ çàëîâ ýëåêòðîñòàíöèé è ðàçðà-

áîòêå àïïàðàòóðíî-òåõíîëîãè÷åñêîé êîìïîíîâêè. Àíàëèç ñîâðåìåííîãî

ñîñòîÿíèÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñâè-

äåòåëüñòâóåò î íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé, áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ èõ îñîáåííîñòåé è ðàçðàáîòêè ýôôåê-

òèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ââåäåì ïîíÿòèå ñôåðîöèëèíäðà. Ñôåðîöèëèíä-

ðîì S i íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, îáðàçîâàííûé îáúåäèíåíèåì

öèëèíäðà

C x y z R x y r h z hi i i i� � � � � � �{( , , ) : , }
3 2 2 2

è äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ âûñîòû wij �0, îòñåêàåìûõ îò ñôåð

O x y z R x y zij ij� � � � �{( , , ) : }
3 2 2 2 2

� ,

ãäå � ij ir
2
	 , j �1 2, (ðèñ. 1, à). Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé S i — ñôåðîöèëèíäð,

îñíîâàíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîëóñôåðû (w w ri i i1 2
� � ) (ðèñ. 1, á). Åñëè

hi � 0 è w w ri i i1 2
� � , òî S i ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé ðàäèóñà ri (ðèñ. 1, â). Åñëè

hi � 0, òî S i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ

(ðèñ. 1, ã).

Ïóñòü çàäàíû ñôåðîöèëèíäðû S i , i I n� �
1

1 2{ , ,..., }, è öèëèíäðû C i ,

i I n n n� � � �
2 1 1

1 2{ , ,..., }, à òàêæå ïðèçìà B x y z R x y D R� � � 
{( , , ) : ( , ) ,
3 2

0� �z h}, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëåæèò âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê D, èìåþ-

ùèé q ñòîðîí. Êðîìå òîãî, çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ â

âèäå ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé dij ìåæäó êàæäîé ïàðîé îáúåê-
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li1
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�i2li2

hi

Ðèñ. 1. Côåðîöèëèíäð (à) è åãî èçîáðàæåíèÿ ïðè ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (á—ã)



òîâ Qi (Q Si i� , åñëè i I�
1
, Q Ci i� , åñëè i I�

2
.), i j I I I, � �

1 2
� , ãäå

d Q Q X Yij i j
X Q Y Qi j

� � �

� �

� ( , ) min
,

, è ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé di
k
,

k J q� � �{ , ,..., }1 2 2 , ìåæäó êàæäûì Qi , i I� , è êàæäîé ãðàíüþ ïðèçìû B.

Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè ðàçìåùåíèè îáúåêòîâ Qi , i I� , äîïóñêàåòñÿ òîëüêî èõ

òðàíñëÿöèÿ íà âåêòîð u x y zi i i i� ( , , ), i I� . Îáúåêò Qi , i I� , òðàíñëèðîâàí-

íûé íà âåêòîð ui , îáîçíà÷èì Q ui i( ). Âåêòîð ðàçìåùåíèÿ âñåõ îáúåêòîâ

îáîçíà÷èì u u u u Rn
n

� �( , ,..., )
1 2

3
.

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé âåêòîð u u u u Rn
n

� �( , ,..., )
1 2

3
, êîòîðûé îáåñïå-

÷èâàåò ðàçìåùåíèå Q ui i( ), i I� , â ïðèçìå B ñ ó÷åòîì ðàññòîÿíèé dij , i j I, � ,

di
k
, i I� , k J� , è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå h. Âåêòîð ïåðåìåííûõ çàäà÷è

îáîçíà÷èì X u h R n
� �

�

( , )
3 1

.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è. Äëÿ îïèñàíèÿ óñëîâèé, îáåñïå÷è-

âàþùèõ ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè Q ui i( ) è

Q uj j( ), i j I, � , ïîñòðîèì íîðìàëèçîâàííûå Ô-ôóíêöèè [5] ïàðû îáúåêòîâ,

S ui i( ) è S uj j( ), à òàêæå C ui i( ) è S uj j( ), âîñïîëüçîâàâøèñü ñòðàòåãèåé,

ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [6], ãäå äëÿ ïàðû C ui i( ) è C uj j( ) ïîñòðîåíà íîð-

ìàëèçîâàííàÿ Ô-ôóíêöèÿ � ij
cc

i ju u( , ).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîðìàëèçîâàííîé Ô-ôóíêöèè � ij
ss

i ju u( , ) ïàðû S ui i( )

è S uj j( ) ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

� ij i j iju u x y R
1

2 2
( , ) � � � ,

ãäå x x xj i� � , y y yj i� � , R r rij i j� � ;


 � �ij i j j j i i j iu u x y z l z l
1

2 2

2 1

2

2 1
( , ) (( ) ( ))� � � � � � � � ,


 � �ij i j j j i i j iu u x y z l z l
2

2 2

1 2

2

1 2
( , ) (( ) ( ))� � � � � � � � ,

ãäå � ij
i ij

ij

r w

w
�

�
2 2

2

, l h wij ij i ij� � �� ( ), j �1 2, ;

�ij i j iju u z H
1
( , ) � � , �ij i j iju u z H

2
( , ) � � � ,

ãäå z z zj i� � , H h hij i j� � ;

�ij i j ij iju u x y R z H
1

2 2 2 2
( , ) ( ) ( )� � � � � ,

�ij i j ij iju u x y R z H
2

2 2 2 2
( , ) ( ) ( )� � � � � ,
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ïðè ýòîì, åñëè h j �0 è w w rj j j1 2
� � , òî

�ij i j i ij ju u x y r z H r
1

2 2 2 2
( , ) ( ) ( )� � � � � � ,

�ij i j i ij ju u x y r z H r
2

2 2 2 2
( , ) ( ) ( )� � � � � � ;

� ij i j ij ij iju u A x y B z C
1

2 2
( , ) � � � � ,

� ij i j ij ij iju u A x y B z C
2

2 2
( , ) � � � � ,

C B H A Rij ij ij ij ij� � ,

ãäå� ij i ju u
1

0( , ) � è� ij i ju u
2

0( , ) � îïðåäåëÿþò ïîâåðõíîñòè êîíóñîâ, îáðàçî-

âàííûõ âðàùåíèåì ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûõ lij1 è lij 2
âîêðóã îñè Oz j (ðèñ. 2).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Aij è Bij ïîñòðîèì íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé lij 0

[7], ëåæàùåé â ïëîñêîñòè z Oyj j è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè D l li j( , ( ))0 � � è

B R Hij ij( , ) (ñì. ðèñ. 2):

� � � � � �a y b z cij j ij j ij 0,
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Si

Sj

yj

lij0

lij1

C y z( , )j j

lij2

zj

O

B

A FK

D

Ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ-�

�

Ðèñ. 2. Ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè �-óðîâíÿ íîðìàëèçîâàííîé Ô-ôóíêöèè S i ( , , )0 0 0 è

S y zi j j( , , )0 íà ïëîñêîñòü z Oyj j



ãäå

� �

�

a
a

a b
ij

ij

ij ij
2 2

, � �

�

b
b

a b
ij

ij

ij ij
2 2

, a H l lij ij i j� � � �( ), b Rij ij� .

Ïîñêîëüêó BF BC BA� � � � � � �( , )1 b aij ij , ãäå BC � ( , )10 è BA � � � �( , )b aij ij , íîð-

ìàëüíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé lij1 èìååò âèä

1

1 1
2 2 2 2

� �

� � � �

�

�

� � � �

�

�

�

b

a b
y

a

a b
z

cij

ij ij

j
ij

ij ij

j
i

( ) ( ) a bij ij
2 2

1

0

� � �

�

( )

.

Ïîñêîëüêó BK �� �cos , cos
cos

� �

�

�

1�
, cos� �

BA BC

BA BC

�

�

� �bij �� ��KBC,

� ��ABC (ñì. ðèñ. 2)), BK
bij

�

� �

�

1

2

, � �BK
bij

2

1� �

, íàõîäèì

A
b

a a b b
ij

ij

ij ij ij ij

�

� �

� � � � � � �

2 1

1
2 2 3

( )

( )

, B
a

a a b b
ij

ij

ij ij ij ij

� �

�

� � � � � � �

2

1
2 2 3

( )

.

Òîãäà íîðìàëèçîâàííàÿ Ô-ôóíêöèÿ äëÿ S ui i( ) è S uj j( ) èìååò âèä

� ij
ss

i j
k ijk i ju u u u( , ) max { ( , )}

, , , ,

�

�1 2 3 4 5

� , (1)

ãäå

� � 
ij i j ij i j ij i ju u u u u u
2 1 1
( , ) min{ ( , ), ( , )}� ,

� � 
ij i j ij i j ij i ju u u u u u
3 2 2
( , ) min{ ( , ), ( , )}� ,

� � �ij i j ij i j ij i ju u u u u u
4 1 1
( , ) min{ ( , ), ( , )}� ,

� � �ij i j ij i j ij i ju u u u u u
5 2 2
( , ) min{ ( , ), ( , )}� .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîðìàëèçîâàííîé Ô-ôóíêöèè� ij
cs

i ju u( , ) ïàðû C ui i( )

è S uj j( ) ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

� ij i j iju u x y R
1

2 2
( , ) � � � ,

� �ij i j ij i j ju u u u w
2 1 2
( , ) ( , ) ,� � � �ij i j ij i j ju u u u w

3 2 1
( , ) ( , ) ,� �

�ij i j ij iju u x y R z H
1

2 2 2 2
( , ) ( ) ( )� � � � � ,

�ij i j ij iju u x y R z H
2

2 2 2 2
( , ) ( ) ( )� � � � � ;
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ïðè ýòîì, åñëè h j � 0 è w w rj j j1 2
� � , òî

�ij i j i ij ju u x y r z H r
1

2 2 2 2
( , ) ( ) ( )� � � � � � ,

�ij i j i ij ju u x y r z H r
2

2 2 2 2
( , ) ( ) ( )� � � � � � ;

� �ij i j i i j ju u x y r z h l
1

2 2 2

2

2

2
( , ) ( ) ( ( ))� � � � � � � ,

� �ij i j i i j ju u x y r z h l
2

2 2 2

1

2

1
( , ) ( ) ( ( ))� � � � � � � ;

� ij i j ij ij iju u A x y B z C
1

2 2* * * *
( , ) � � � � ,

� ij i j ij ij iju u A x y B z C
2

2 2* * * *
( , ) � � � � , C B H A Rij ij ij ij ij

* * *
� � ;

~
( , )

~ ~ ~
� ij i j ij ij iju u A x y B z C

1

2 2
� � � � ,
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Ci

Sj

yj

lij0

lij3

lij1

C y z( , )j j

lij2

lij4

zj

O

B
A

P

M

N FK

D

�

Ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ-�

Ðèñ. 3. Ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè �-óðîâíÿ íîðìàëèçîâàííîé Ô-ôóíêöèè Ci ( , , )0 0 0 è

S y zj j j( , , )0 íà ïëîñêîñòü z Oyj j



~
( , )

~ ~ ~
� ij i j ij ij iju u A x y B z C

2

2 2
� � � � ,

~ ~ ~
C B H A Rij ij ij ij ij� � ,

ãäå
~

( , )� ij i ju u
1

0� è
~

( , )� ij i ju u
2

0� îïðåäåëÿþò ïîâåðõíîñòè êîíóñîâ,

îáðàçîâàííûõ âðàùåíèåì ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûõ lij 3
è lij 4

âîêðóã îñè Oz j

(ðèñ. 3).

Êîýôôèöèåíòû Aij
*

è Bij
*

îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî Aij è Bij . Ïðè ýòîì äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ïðÿìàÿ lij 0
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè D r h li i j( , )�

2
è

B R Hij ij( , ) (ñì. ðèñ. 3) è a H h lij ij i j� � � �( )
2

, b R rij ij i� � .

Êîýôôèöèåíòû
~
Aij è

~
Bij îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëü-

êóDP DA DM� � � � � �( , )b aij ij1 , ãäå DA � � � �( , )b aij ij èDM � ( , )0 1 , íîðìàëüíîå

óðàâíåíèå ïðÿìîé lij 3
èìååò âèä

�

� � � �

�

� �

� � � �

�

�b

a b
y

a

a b
z

cij

ij ij

j
ij

ij ij

j
i

( ) ( ) (1

1

1
2 2 2 2

1

0
2 2

� � � �

�

a bij ij)

.

Ïðè DN � � �cos , cos
cos

� �

�

�

1 �

, cos� �

DA DM

DA DM

�

�

� � �aij (� ��NDA,

� �� MDA (ñì. ðèñ. 3)), DN
aij

�

� �

�

1

2

, � � �D
aij

2

1� �

ïîëó÷àåì

~

( )

A
b

a b a b
ij

ij

ij ij ij ij

�

�

� � � � � � �

2

1
3 2 2

,
~

( )

B
a

a b a b
ij

ij

ij ij ij ij

�

� �

� � � � � � �

1

1
3 2 2

.

Òîãäà íîðìàëèçîâàííàÿ Ô-ôóíêöèÿ äëÿC ui i( )è S uj j( )îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

� ij
cs

i j
k ijk i ju u u u( , ) max { ( , )}

, , ...,

�

�1 2 7

� , (2)

ãäå

� � �
�

ij i j ij i j ij i ju u u u u u
4 1 1
( , ) min{ ( , ), ( , )}� ,

� � �
�

ij i j ij i j ij i ju u u u u u
5 2 2
( , ) min{ ( , ), ( , )}� ,

� � �ij i j ij i j ij i ju u u u u u
6 1 1
( , ) min{ ( , ),

~
( , )}� ,

� � �ij i j ij i j ij i ju u u u u u
7 2 2
( , ) min{ ( , ),

~
( , )}� .

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü ðàñïîëîæåíèå S ui i( )â B ñ ó÷åòîì ìèíèìàëüíî

äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé di
k
, i I� , k J� , íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü Ô-ôóíêöèþ
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S ui i( ) è îáúåêòà cl R B( \ )
3

, ãäå cl — îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ [8]. Ââåäåì

ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

� il i l i l i l i i
lu a x b y c r d( ) � � � � � .

Çäåñü

a
a

a b
l

l

l l

�

�

~

~ ~

2

2 2

, b
b

a b
l

l

l l

�

�

~

~ ~

2

2 2

,

~ ~ ~a y yl l l� �
�1

,
~

(
~ ~

)b x xl l l� � �
�1

, c a x b yl l l l l� � �(
~ ~

), l q�1 2, ,..., ; (
~

,
~

)x yl l è

(
~

,
~

)x yl l� �1 1
— êîîðäèíàòû âåðøèí

~v l è
~v l�1

ìíîãîóãîëüíèêà D (ïðè ýòîì

~ ~v vq� �
1 1

); di
l

— ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó S ui i( ) è l-é

ãðàíüþ B;



1 2

1

i i i i i i
qu z h w d( ) � � � �
�

, 

2 1

2

i i i i i i
qu h z h w d( ) � � � � �
�

,

ãäå di
q�1

, di
q�2

— ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó S ui i( ) è

îñíîâàíèÿìè ïðèçìû B. Òîãäà Ô-ôóíêöèÿ äëÿ S ui i( )è cl R B( \ )
3

èìååò âèä

� �i
s

i i i l i l iu h u u u( , ) max{ ( ), ( ), ( )}� 
 

1 2

, (3)

ãäå �i i il iu u l q( ) min{ ( ), , , ..., }� �� 1 2 .

Ô-ôóíêöèÿ äëÿ C ui i( ) è cl R B( \ )
3

ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàê:

� �i
c

i i i i i i iu h u u u( , ) max{ ( ),
~

( ),
~

( )}� 
 

1 2

, (4)

ãäå
~

( )

1

1

i i i i i
qu z h d� � �
�

,
~

( )

2

2

i i i i i
qu h z h d� � � �
�

.

Íà îñíîâàíèè ïîñòðîåííûõ Ô-ôóíêöèé (1) — (4) è� ij
cc

i ju u( , )ìàòåìà-

òè÷åñêóþ ìîäåëü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

F X F X( ) min ( )
*

� , X W R n
� 


�3 1
, (5)

ãäå

F X h( ) � ,

W X R u u d i j i j In
ij
ss

i j ij� � � 	 � �
�

{ : ( , ) , , , ;
3 1

1
0�

� �ij
cc

i j ij ij
cs

i j iju u d i j i j I u u d i( , ) , , , ; ( , ) ,� 	 � � � 	0 0
2

� �I j I
2 1
, ; (6)

� �i
s

i i
c

iu h i I u h i I( , ) , ; ( , ) , }	 � 	 �0 0
1 2

.

Îñîáåííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Îáëàñòü W â îáùåì ñëó÷àå íåñâÿçíà, à êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè —

ìíîãîñâÿçíàÿ [8].

Þ. Ã. Ñòîÿí, À. Ì. ×óãàé

10 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2008. V. 30. ¹ 5



2. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè � ij
ss

i ju u( , ), � ij
cs

i ju u( , ) è � ij
cc

i ju u( , ) âûïóêëûå,

çàäà÷à (5) — (6) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îáðàòíî-âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [9].

3. Èñõîäÿ èç âèäà ôóíêöèè� ij
ss

i ju u( , ) (1), çàêëþ÷àåì, ÷òî� ( , )S S di j ij	 ,

åñëè õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ � ijk i j iju u d( , )� 	 0, k �1 5,..., , âûïîëíåíî.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåðàâåíñòâî � ij
ss

i j iju u d( , )� 	 0 ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì,

ñîñòîÿùèì èç ïÿòè ñèñòåì íåðàâåíñòâ. Îáùåå ÷èñëî íåðàâåíñòâ, ôîðìè-

ðóþùèõ íåðàâåíñòâî � ij
ss

i j iju u d( , )� 	 0, ðàâíî äåâÿòè.

4. Èñõîäÿ èç âèäà ôóíêöèè (2), çàêëþ÷àåì, ÷òî � ( , )C S di j ij	 , åñëè

õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ � ijk i j iju u d( , )� 	 0, k �1 7,..., , âûïîëíåíî, ò. å.

íåðàâåíñòâî � ij
cs

i j iju u d( , )� 	 0 ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì, ñîñòîÿùèì èç ñåìè

ñèñòåì íåðàâåíñòâ. Îáùåå ÷èñëî íåðàâåíñòâ, ôîðìèðóþùèõ ñîîòíîøåíèå

� ij
cs

i j iju u d( , )� 	 0, ðàâíî 11.

5. Èñõîäÿ èç âèäà ôóíêöèè � ij
cc

i ju u( , ) (2), ïîñòðîåííîé â ðàáîòå [6],

� ( , )C C di j ij	 , åñëè õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ � ij i j iju u d( , )� 	 0 è

� ij i j iju u d( , )� 	 0âûïîëíåíî, ò.å. íåðàâåíñòâî� ij
cc

i j iju u d( , )� 	 0ÿâëÿåòñÿ

íàáîðîì, ñîñòîÿùèì èç ïÿòè ñèñòåì íåðàâåíñòâ. Îáùåå ÷èñëî íåðàâåíñòâ,

ôîðìèðóþùèõ íåðàâåíñòâî � ij
cc

i j iju u d( , )� 	 0, ðàâíî ñåìè.

6. Îáëàñòü W îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé (6) , ñîñòîÿùåé èç c n n� �

1

2

1( )

íàáîðîâ ñèñòåì íåðàâåíñòâ � ij
ss

i j iju u d( , ) � 	 0, � ij
cc

i j iju u d( , ) � 	 0,

� ij
cs

i j iju u d( , ) � 	 0 è n ñèñòåì íåðàâåíñòâ âèäà � i
s

iu h( , ) 	 0, � i
c

iu h( , ) 	 0.

Ñèñòåìà (6) ñîñòîèò èç s s s s n n n n n n
1 11 12 13 1 1 2 2 1 2

1

2

1
1

2

1� � � � � � � �( ) ( ) íàáî-

ðîâ íåðàâåíñòâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 3—5 ÷èñëî âñåõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ,

ôîðìèðóþùèõ íàáîðû, ñîñòàâëÿåò s s s s
2 11 12 13

5 5 7� � � .

7. Âñëåäñòâèå ï. 3—5 îáëàñòü W ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñîîòíî-

øåíèåì

W Wi
i

�

�1

�

� .
(7)

Çäåñü � �� � � �
*

5 5 7
11 12 13s s s

, Wi îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé íåðà-

âåíñòâ:

G X wi i i( ) { ( )� 	 
1 1

0,   i i ic icw w
2 2

0 0( ) , ..., ( ) ,	 	

� �i
s

i i
c

iu h i I u h i I( , ) , , ( , ) , }	 � 	 �0 0
1 2

,

ãäå  ij ijw( ) 	 0 — îäíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ èç íàáîðîâ íåðàâåíñòâ

� ij
ss

i j iju u d( , )� 	 0, � ij
cc

i j iju u d( , )� 	 0, � ij
cs

i j iju u d( , )� 	 0.
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8. Íà îñíîâàíèè ï. 7 çàäà÷à (5), (6) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñëåäóþùåé:

min{ ( ), , ,..., }
*F X ii

�1 2 � , (8)

ãäå

F X F Xi

X Wi

( ) min ( )
*

�

�

.

9. Çàäà÷à (5), (6) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîé è NP-òðóäíîé [10]. Â

îáùåì ñëó÷àå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû íåñòðîãèå.

Âñëåäñòâèå óêàçàííûõ îñîáåííîñòåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî

ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

Ïîñêîëüêó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F X( ) ëèíåéíà, à îáëàñòü äîïóñòèìûõ

ðåøåíèé îáðàòíî âûïóêëàÿ, ëîêàëüíûå ìèíèìóìû öåëåâîé ôóíêöèè äîñ-

òèãàþòñÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ W.

Íåêîòîðûå ïîäîáëàñòè Wi , i�{ , ,..., }1 2 � , ìîãóò èìåòü îáùèå òî÷êè.

Ïîýòîìó, åñëè òî÷êà X Wi
0

0

� ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ïîäîáëàñ-

òè Wi
0

, òî íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü âñå äðóãèå ïîäîáëàñòè Wij
, òàêèå, ÷òî

X Wij

0
� , j�{ , ,..., }1 2 � , äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî X 0

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íûì ìèíèìóìîì äëÿ âñåé îáëàñòè W.

Ïðåäñòàâëåíèå îáëàñòè W â âèäå (7) ïîçâîëÿåò ðàçáèòü ðåøåíèå çàäà-

÷è (5), (6) íà ðåøåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ. Òåîðåòè÷åñêè ãëîáàëüíûé ìèíèìóì çàäà÷è (5), (6) ìîæåò áûòü

ïîëó÷åí, åñëè áóäóò ðåøåíû âñå� çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïîñêîëüêó çàäà÷à (5), (6) ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çà-

äà÷ (n� 7) ìîæåò áûòü íàéäåíî òîëüêî íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê ãëîáàëü-

íîìó ìèíèìóìó.

Ñòðàòåãèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäèôèöèðîâàííûì

ìåòîäîì ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé [11] ãåíåðèðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè ! ! ! !
j j j

n
j

� ( , ,..., )
1 2

ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ.

Äëÿ áûñòðîãî ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ òî÷åê X W0
� èñïîëüçóåòñÿ êîì-

áèíàöèÿ ìåòîäà îïòèìèçàöèè ïî ãðóïïàì ïåðåìåííûõ è ïðåäñòàâëåíèå

îáúåêòîâ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ [12].

Ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî "
W òî÷åê X W0
� .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè X 0
�" îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì X 0*

îä-

íîé èç ìîäèôèêàöèé ìåòîäà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé [13] è òàêèì îáðàçîì

ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ "
*

.

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó ïðèíèìàåòñÿ

X F X*
argmin ( )� , ãäå X �"

*
.
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Ïîñòðîåíèå íà÷àëüíûõ òî÷åê. Ïðåæäå âñåãî ñòðîèì ìíîæåñòâà Qij
�

�

� #Q Gi ij , i j I, � , i j$ , ãäå # — ñóììà Ìèíêîâñêîãî [14], Gij — ñôåðà

ðàäèóñà dij , è ìíîæåñòâà B Bi
�


 , i I� , òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñòîðîíû ãðà-

íèöû H i
�

îñíîâàíèÿ Di
�

ìíîæåñòâà Bi
�

ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì

ñòîðîíàì ãðàíèöû H îñíîâàíèÿ D ìíîæåñòâà B. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîðîíàìè H i
�

è H ðàâíÿåòñÿ di
k
, k q�1 2, ,..., ,

à ðàññòîÿíèå ìåæäó îñíîâàíèÿìè Di
�

è D ðàâíÿåòñÿ di
q�1

. Çàòåì îáúåêòû

Qi , Qij
�

è Bi
�

àïïðîêñèìèðóåì ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ìíîãîãðàííèêàìè

ñîîòâåòñòâåííî Pi
*

, Pij
*

è Bi
*

, i j I, � , i j� , ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé îáúå-

äèíåíèå ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ãðàíè êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì

ïëîñêîñòÿì íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ðàçìåðû âäîëü êîîðäèíàò-

íûõ îñåé êðàòíû øàãó àïïðîêñèìàöèè ñîîòâåòñòâåííî %y, % z, % x. Êàæ-

äûé ïàðàëëåëåïèïåä%
kl R�

3
çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ÷åòâåðêîé öåëûõ ÷èñåë:

&' ( ' (
kl kl kl kl klk l x y z R x x x, , , ] {( , , ) :) � � � �% % %

3
,

k y y k y l z z l z% % % %� � � � � �( ) , ( ) }1 1 .

Òîãäà

Pi i
kl

l l

l l

k k

k k
*

min

max

min

max

�

�

�

�

�

%�� ,

ãäå

% "i
kl

i
klQ* + ,

" % % % %
kl x y z R k y y k y l z z l z� � � � � � � �{( , , ) : ( ) , ( ) }

3
1 1 ,

ò. å. Q Pi i

*

, i I� .

ÎáúåêòûQij
�

àïïðîêñèìèðóåì ìíîãîãðàííèêàìè Pij
*

, i j c� �2 3, ,..., , àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì. Âûñîòó h h�
�

îáëàñòè Bi
�

âûáèðàåì òàê, ÷òîáû îáåñïå-

÷èâàëîñü ðàçìåùåíèå Qi , i I� , â Bi
�

ñ ó÷åòîì êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé. Ïðè

ýòîì h�

âûáèðàåì êðàòíîé % z. Çàòåì îáëàñòü Bi
�

ñ âûñîòîé h h�
�

àïïðîê-

ñèìèðóåì ìíîãîãðàííèêîì

Bi i
kl

l l

l

k k

k
*

min

max

min

max

�

��

%�� ,

ãäå

% "i
kl

i
klB
 +

�

, i I� , ò. å. B Bi i
*
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü íà÷àëüíóþ òî÷êó X W0
� , âñå Qi , i I� , óïà-

êîâûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îäèí çà äðóãèì â îáëàñòü B â ñîîòâåòñòâèè ñ

íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþQ Q Q Qj
j j j n

� ( , ,..., )
1 2 1

[12]. Äëÿ óïðîùåíèÿ

ïóñòü Q Q Q Qn
1

1 2
� ( , ,..., ). ×òîáû óïàêîâàòü Q

1
â B ñ ó÷åòîì ðàññòîÿíèé d j

1
,

j J� , ìíîãîãðàííèê P
1

*
óïàêîâûâàåòñÿ â ñàìîå íèæíåå ëåâîå ïåðåäíåå ïîëî-

æåíèå B
1

*
. Ïóñòü ðàñïîëîæåíèþ Q

1
ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð u x y z

1

0

1

0

1

0

1

0
� ( , , ).

Äëÿ òîãî ÷òîáû óïàêîâàòü Q
2

â cl B Q( \ )
1

ñ ó÷åòîì ðàññòîÿíèé d
12

, d j
2

, j J� ,

ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

R cl B P u kl

l l

l

k k

k

12 2 12 1

0

12

* * *
( \ ( ))

min

max

min

max

� �

��

,�� .

Ïîñëå ýòîãî B
2

*
ðàçìåùàåòñÿ â ñàìîå íèæíåå ëåâîå ïåðåäíåå ïîëîæåíèå

R
12

*
òàê, ÷òîáû âûñîòà çàíÿòîé ÷àñòè B

2

*
áûëà ìèíèìàëüíîé. Ïóñòü ðàçìå-

ùåíèþ Q
2

ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð u x y z
2

0

2

0

2

0

2

0
� ( , , ) è ò. ä. Ïðîöåññ óïàêîâêè

ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå Qi , i I� , íå áóäóò ðàçìåùåíû â B. Â

ðåçóëüòàòå òàêîãî ðàçìåùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà

X u u u h Wn
0

1

0

2

0 0 0
� �( , ,..., , ) ,

ãäå

h z h w d i Ii i i i
q0 0

1

2

1
� � � � �

�

max{max{ , }, max{z hi i
0
� � d i Ii

q�
�

2

2
, }}.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íà÷àëüíûå òî÷êè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ëþáûì

äðóãèì ñïîñîáîì.

Ïàðàëëåëåïèïåäû, ôîðìèðóþùèå ìíîæåñòâî R i i( )

*

�1
, è ìíîãîãðàííèê

Pi
*

èìåþò ðàçíûå äëèíû òîëüêî âäîëü îñè Ox. Ïîýòîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü,

ìîæåò ëè % i
kl

áûòü ðàçìåùåí â ,
( )i i
kl
�1

, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü èõ äëèíû,

ÿâëÿþùèåñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Ïðîöåññ ðàçìåùåíèÿ Pi
*

, i I� , îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ î÷åíü áûñòðî âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðîöåññ ðàçìåùåíèÿ ñâîäèòñÿ ê

ëîãè÷åñêèì îïåðàöèÿì ñ öåëûìè ÷èñëàìè, à òàêæå áëàãîäàðÿ ïðåäâàðè-

òåëüíîìó ïîñòðîåíèþ ìíîãîãðàííèêîâ Pi
*

, Pij
*

è Bi
*

, i j I, � , i j$ .

Ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ. Ïîèñê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà îñíîâàí íà

ðåøåíèè çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îäíîé èç ìîäèôèêàöèé

ìåòîäà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé [13]. Ïóñòü X W R n0 3 1
� 


�

. Òîãäà èòåðà-

òèâíûé ïðîöåññ ïîèñêà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí

êàê X X t Zk k k�

� �
1

, k �0 1 2, , , ..., -, ãäå Z z z z Rk k k
n

k n
� �

�

�

( , , ..., )
1 2 3 1

3 1
—

âåêòîð ñïóñêà èç X k
, t 	 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü Zk

, â òî÷êå X k
èç

ñèñòåìû (6) âûáèðàþòñÿ .-àêòèâíûå íåðàâåíñòâà 0� ��k
k

j
X( ) ., (. �0),

j k�1 2, , ..., ( )� . , è ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

max
( , )�

�
k k

kZ G

k

�

, (9)
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ãäå

G Z R X Z X Z wk
k k n k k k

k
k k

kj
� � �/ 	 / 	

�

{( , ) :( ), ) , ( ), )� �
3 2

F( (�
j
,

j k�1 2, ,..., ( )� . , � � �1 1z i
k

, i n� �1 2 3 1, ,..., }, (10)

w
X

X
k

k
k

k
k

kj

j

j

�

�

�

0, )

, )

åñëè ( ëèíåéíîå,

åñëè ( íåëè

�

�� íåéíîå.

0

1

2

3
2

Òàêèì îáðàçîì, åñëè �
k
�0, òî âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêîå t �0, ÷òî

F X F Xk k
( ) ( )

�

�
1

è X Wk�
�

1
. Íàèáîëåå ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå t îïðåäå-

ëÿåòñÿ ìåòîäîì äèõîòîìèè. Ïîñëå ýòîãî â òî÷êå X k�1
èç ñèñòåìû (6)

âûáèðàþòñÿ .-àêòèâíûå íåðàâåíñòâà è ñíîâà ðåøàåòñÿ çàäà÷à (9), (10) è ò. ä.

Åñëè �
k
� 0, òî . .k1

2� / , çàòåì âûáèðàþòñÿ . k1
-àêòèâíûå íåðàâåíñòâà â

òî÷êå X k
èç ñèñòåìû (6) è ñíîâà ðåøàåòñÿ çàäà÷à (9), (10). Åñëè �

k
� 0 è

. �k1
� (� �0), òî . . .k k2 1

2 4� �/ / è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà �
k
�0. Ïðîöåññ

ðåøåíèÿ ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè �
k
�0 è t t p� , ãäå t p �0 îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è èëè åñëè �
k
�0 è . �k1

� .

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (9), (10) ðåøåíà ìåòîäîì âíóò-

ðåííåé òî÷êè ñ ïîìîùüþ ïàêåòà HOPDM [15].

Ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëü-

íîìó ìèíèìóìó çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ñóæàþùèõñÿ îê-

ðåñòíîñòåé [11], ñîñòîÿùàÿ â ñëåäóþùåì. Êàæäîìó îáúåêòó Qi ïîñòàâèì â

ñîîòâåòñòâèå âåêòîð v r h w w d d d d d di i i i i i i in i i i
q

�
�

( , , , , , , ..., , , ,...,
1 2 1 2

1 2 2
1)�R m
,

i I� , ãäå dii �0 è m c q
1

4 2� � � � . Òîãäà êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Q j
�

� ( , ,..., )Q Q Qj j j n1 2 1

ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð v v v v Rj j j
n
j m

� �( , ,..., )
1 2

, m nm�
1
,

v vi
j

i� . Åñëè v vi k$ , i I� , k I� , i k$ , òî êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ v j
ðàâíî n!.

Ïóñòü ìíîæåñòâî V R m

 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ âåêòîðîâ v j

,

j n� �1 2, , ..., !� Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè v j
è v i

çàïèøåì â âèäå

� ( , ) ( )v v x xj i
k
j

k
i

k

m

� �

�

4
2

1

,

ãäå

x x x x r r r rt
m
t

m
t

n m
t

1 1 2 1 1 1 1 2 3
1 1 1

, , , ..., { , , ,...,
( )� � � �

� n };

x x x x h h h ht
m
t

m
t

n m
t

2 2 2 2 1 2 1 2 3
1 1 1

, , , ..., { , , ,...,
( )� � � �

� n };

x x x x d d dm
t

m
t

m
t

nm
t q q

n
q

1 1 1 1
2 3 1

2

2

2 2
, , ,..., { , ,..., }�

� � �

, t i j�{ , }.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ' ìåæ-

äó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè v j
è v i

è ïðîâîäèòñÿ îöåíêà (
*

âåëè÷èíû

äèàìåòðà ìíîæåñòâà V.
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Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé ñîñòîèò â ñëåäóþ-

ùåì. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêàV V
0

 , ñîñòîÿ-

ùàÿ èç òî÷åê v j0
, j �1 2, , ..., �, è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè òî÷êàìè ôîðìè-

ðóåòñÿ ìíîæåñòâî L
0

íà÷àëüíûõ òî÷åê X Wj0
� , êàê îïèñàíî âûøå. Çàòåì

âû÷èñëÿþòñÿ F X j
( )

0
, j �1 2, , ..., �, è âûáèðàþòñÿ òî÷êè

~
X 01

,
~
X 02

,
~
X L03

0
� .

Òîãäà

F X F X F X F X X L X X(
~

) (
~

) (
~

) min{ ( ): \{
~

,
~

,
~01 02 03

0

01 02
� � � � X 03

}}.

Òî÷êè
~v V Vi0

0
� 
 , ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì

~
X Li0

0
� , âûáèðàþòñÿ â êà-

÷åñòâå öåíòðîâ îêðåñòíîñòåé N Vi0

 , i �1 2 3, , , ðàäèóñà � (

0
�

*
.

Íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåãî ýòàïà è äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäóò âûïîëíåíû

óñëîâèÿ îñòàíîâêè (� 'k � ëèáî ÷èñëî îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé F X( ) â êàæ-

äîì ìíîæåñòâå Lki , i �1 2 3, , , ñòàíåò áîëüøå0 8, � k , ãäå k — íîìåð èòåðàöèè),

èòåðàöèîííî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

1) ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà Vki , ñîñòîÿùàÿ èç � k�1
(� �

0
� )

òî÷åê îêðåñòíîñòè N k i( )�1
, i �1 2 3, , , ðàäèóñà � k�1

;

2) ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî Lki , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê X Wkj
� , j k�

�
1 2

1
, , ..., � ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì ìíîæåñòâàVki , i �1 2 3, , , è âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ

F X kj
( ), j k�

�
1 2

1
, , ..., � ;

3) âû÷èñëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå mki è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå

îòêëîíåíèå, ki çíà÷åíèé F X( ) íà ìíîæåñòâàõ Lki , i �1 2 3, , , è îïðåäåëÿåòñÿ

òî÷êà X F Xk*

argmin{ ( )}� , ãäå X L L Lk k k� 5 5
1 2 3

;

4) âûáèðàþòñÿ öåíòðû íîâûõ îêðåñòíîñòåé N ki , i �1 2 3, , :

~
, ( ) ( ),

~
, (

* * *
( )

( ) (

v
v F X F X

v F X

k
k k k

k k

1

1

1 1

�

�
�

� �

åñëè

åñëè
1)

* *

) ( ),�

0

1

2

3
2 F X k
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i ri 2hi w wi i1 2
� i ri 2hi w wi i1 2

� i ri 2hi w wi i1 2
�

1 2 0 2 11 2 0 0,8 21 2,3 4 0,92

2 2,6 0 2,6 12 2,5 0 1 22 3,4 5 1,36

3 1,5 0 1,5 13 4,1 5 1,64 23 4 6 1,6

4 2 0 2 14 2,3 8,2 0,92 24 2,3 4 0,92

5 3,3 0 3,3 15 1,5 3,3 0,6 25 4,5 5 1,8

6 3 0 3 16 4,2 2,5 1,68 26 2 6 0,8

7 2,5 0 2,5 17 3,2 5,3 1,28 27 1 7 —

8 2,5 0 1 18 1,9 4,5 0,76 28 2,3 4 —

9 3,5 0 1,4 19 2 7,2 0,8 29 3,4 7 —

10 4,2 0 1,68 20 2,5 4 1 30 2 4,5 —

Òàáëèöà 1



~

~
,

~
, ,

~
,

~

( )

( )

* *

v

v v v X L

v vk

k k k k
k

k2

1 1 1

1

1 2
�

� �
�

�

åñëè

åñëè
k k k

k
k k

k k

v X L v v

v v

1

2

1 1 1

1 3 1

� � �

�

�

�

* *

, ,
~ ~

,

~
,

~

( )

( )

èëè

åñëè v X Lk k
k

* *

, ,�

0

1

2

2

3

2

2 3

~ ~ ( )v vk k i3 1
�

�

,

ãäå v k*

ñîîòâåòñòâóåò X k*

;
~ ( )v k i�1

— öåíòð îêðåñòíîñòè N k i( )�1
, òàêîé, ÷òî

m mki ki
j

kj kj� � �

�

�, �,min { }
, ,1 2 3

, 0 3� �� (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàêîí ðàñïðåäå-

ëåíèÿ çíà÷åíèé F X( ) — íîðìàëüíûé);

5) âûáèðàåòñÿ ðàäèóñ íîâûõ îêðåñòíîñòåé N ki , i �1 2 3, , , è ÷èñëî òî÷åê

â ñëó÷àéíûõ âûáîðêàõ V k i( )�1
èç ýòèõ îêðåñòíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî

�

�� '

�

� (

k

k
k k

k

F X F X

F X
�

	 �

�

�

�

�

1

1 1 1

1

1

, ( ) ( ),

, (

( ),
åñëè

åñëè
( ),

) ( ),
k kF X�

	

0

1

2

3

2

1 1 1

�

�

�

k
k

k k

k

F X F X
�

� 	 �

� �

�

�

�

1

1 1 1

1

25 50

25 300

, ( ) ( ),

,

( ),
åñëè

åñëè F X F Xk k
( ) ( ),

( ),�

	

0

1

3

1 1 1

ãäå ��( , )0 1 ;

6) åñëè ëþáîé èç öåíòðîâ
~ ( )v k i�1

èçìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà-

÷è, òî òî÷êà
~

argmin{ ( )}X F Xki
� , X Lki� , i �1 2 3, , , çàïîìèíàåòñÿ è òåì ñà-

ìûì ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî " òî÷åê
~
X Wj

� , j �1 2, , ..., -;
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Ðèñ. 4. Ðåçóëüòàò ðàçìåùåíèÿ ñôåðîöèëèíäðîâ è öèëèíäðîâ â ïðÿìîé ïðèçìå



7) óñòàíàâëèâàåòñÿ k k6 �1.

Èñïîëüçóÿ òî÷êè
~
X j

�" â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ òî÷åê, îïðåäåëÿþòñÿ

ëîêàëüíûå ìèíèìóìû
~

,
* *X j

�" j �1 2, ,..., -, çàäà÷è (5), (6) è òî÷êà

X F X*
argmin ( )� , X �"

*
, ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ãëî-

áàëüíîìó ìèíèìóìó çàäà÷è (5), (6).

Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è. Çàäàíû S i , i I� �
1

1 2 26{ , , ..., }, è C i , i I� �
2

�{ , , , }27 28 29 30 . Ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòîâ çàäàíû â òàáë. 1.

Îñíîâàíèåì ïðèçìû B ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê D, çàäàííûé ñëåäóþ-

ùèìè êîîðäèíàòàìè âåðøèí: (5, 27), (4, 45), (17, 51), (35, 45), (38, 30), (19, 17).

Çàäàíû ñëåäóþùèå ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ:

1) d Vij i� �( � �
�V j ) 10

2
, i j I, � ;

2) d Vi
k

i� �
�

10
2
, k �1 2 8, , ..., , i I� , ãäåVi — îáúåì Qi .
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i 1 2 3 4 5 6 7

1—7

xi

yi

zi

10,16786183 7,79580943 5,67321637 7,00432744 31,99635047 24,04751091 32,79023508

45,45942745 37,23283727 44,01162397 42,39221687 30,93067562 30,60249026 40,86087212

2,16755147 29,96985669 1,60338693 4,84889470 28,11439943 29,37248106 9,23222575

8—14

xi

yi

zi

19,03385643 12,06110809 25,07478863 14,65413058 24,00535811 19,08868426 32,35959610

20,22394821 39,14149741 43,36435622 47,44473210 23,69101554 25,78063721 39,11494354

8,70339571 16,44870302 16,28696691 1,03212365 8,71034056 16,01471660 26,47468370

15—21

xi

yi

zi

9,62198764 14,25617755 30,28159820 6,59716684 7,44686268 8,07007232 9,60904999

34,16804932 27,85498833 30,92500613 42,52258938 36,27760283 33,17316760 30,19017941

2,67357411 4,80577654 17,93622089 10,73271062 21,72020606 10,51024424 17,59923111

22—28

xi

yi

zi

11,66047510 17,85869824 32,81354676 17,89667996 6,90842935 28,01461935 32,71568901

28,97194973 40,88128675 39,63489749 41,74557920 43,25088347 24,74616319 40,79200708

27,00200325 8,03949651 16,10007121 24,85401636 18,96144715 3,79495817 2,81870822

29—30

xi

yi

zi

29,68269303 6,98120392

32,07573531 37,58828987

6,04217463 3,04634094

Òàáëèöà 2



Âûñîòà ïðèçìû â X u h* * *
( , ) ñîñòàâèëà 32,937967263. Âåêòîðû ui

*
,

i n�1 2, , ..., , è ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êå X u h* * *
( , ),

ïðèâåäåíû â òàáë. 2 è íà ðèñ. 4.

Çàäà÷à ðåøåíà íà êîìïüþòåðå íà áàçå ïðîöåññîðà Pentium IV —

2.6 Ghz, 512 Mb. Îáùåå âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâèëî 10 ÷ 15 ìèí. (% % %y z� �

x �0 3, , �
0

50� , � �0 9, ).

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè ïîñòðîåííûõ íîðìàëèçîâàííûõ Ô-ôóíê-

öèé äëÿ äâóõ ñôåðîöèëèíäðîâ, öèëèíäðà è ñôåðîöèëèíäðà ðàçðàáîòàíà ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñôåðîöèëèíäðîâ

è öèëèíäðîâ â ïðÿìîé ïðèçìå ñ ó÷åòîì çàäàííûõ ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûõ

ðàññòîÿíèé. Ñ ó÷åòîì âûÿâëåííûõ îñîáåííîñòåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è.

In the paper the normalized Ô-functions for pairs of spherocylinders, spherocylinder and cylinder

are constructed. Based on these Ô-functions the mathematical model is suggested for the optimi-

zation problem of packing spherocylinders and cylinders into a prism taking into account the

minimum permissible distances. The features of the mathematical model are investigated, based

on which the problem-solving procedure is developed. A numerical example is given.
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