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Âûïîëíåí àíàëèç ìåòîäîâ ãåíåðèðîâàíèÿ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ èñïîëüçîâàíèåì ïî-

ëèíîìîâ íàä ïîëåì GF(2m). Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ïîëèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

ïîëó÷åíî è äîêàçàíî ðàâåíñòâî äëÿ îáùåãî ÷ëåíà Ì-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óêàçàíà îáëàñòü

ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëó÷åííîé êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè. Ïîêàçàíî,

÷òî ÷àñòíûå ðåàëèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ Áåëëà, ïîðîæäàåìûå îãðàíè÷åííûì íàáîðîì êîýô-

ôèöèåíòîâ ïîëèíîìà, òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì.

Âèêîíàíî àíàë³ç ìåòîä³â ãåíåðóâàííÿ ïñåâäîâèïàäêîâèõ ÷èñåë ç âèêîðèñòàííÿì ïî-

ë³íîì³â íàä ïîëåì GF(2m). Íà áàç³ âëàñòèâîñòåé ïîë³íîì³àëüíèõ êîåô³ö³ºíò³â îòðèìàíî òà

äîâåäåíî ð³âí³ñòü äëÿ çàãàëüíîãî ÷ëåíà Ì-ïîñë³äîâíîñò³, âêàçàíî îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ

òîòîæíîñòåé, â³äïîâ³äíèõ äî îòðèìàíî¿ êàíîí³÷íî¿ ìîäåë³. Ïîêàçàíî, ùî îêðåì³ ðåàë³çàö³¿

ìíîãî÷ëåí³â Áåëëà, ïîðîäæóâàí³ îáìåæåíèì íàáîðîì êîåô³ö³ºíò³â ïîë³íîìà, òàêîæ çàäî-

âîëüíÿþòü ë³í³éíèì ðåêóðåíòíèì ñï³ââ³äíîøåííÿì.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ìîäåëèðîâàíèå ãåíåðàòîðîâ ÷èñåë, ìíîãî÷ëåíû ðàçáèåíèé,
ðåêóðñèâíîñòü, çàäà÷è äèàãíîñòèêè, ôàêòîðèàëüíûå òîæäåñòâà, àáñòðàêòíûå îáúåêòû.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìîäåëèðîâàíèå ðåêóððåíòíûõ îáúåêòîâ ìîæåò áûòü

óñïåøíî èñïîëüçîâàíî â çàäà÷àõ ýêîíîìèêè, êèáåðíåòèêè (ìàøèíà ñèíòå-

çèðóåò ìàøèíó), èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà (àëãîðèòì ìîäèôèöèðóåò àëãî-

ðèòì). Â ðàáîòå [1] ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ðåêóðñèâíîñòè:

åñëè æèçíåñïîñîáíàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò â ñåáå æèçíåñïîñîáíóþ ñèñòåìó, òî

èõ âîñïðîèçâîäÿùèå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ ðåêóðñèâíûìè. Ýòî óòâåðæäåíèå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç áèîòåõíè÷åñêèõ îáîáùåíèé èäåé ãåíåðèðîâàíèÿ

àáñòðàêòíûõ è ðåàëüíûõ îáúåêòîâ, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè

ïîñòðîåíèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì ñ ïðèíöèïèàëüíî íîâûì êèáåðíåòè-

÷åñêèì íà÷àëîì. Ïðèìåíÿÿ èäåþ ðåêóðñèâíîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåìà-

òè÷åñêèé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ [2, 3], ïðåäïîëàãàþò,
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÷òî íåêîòîðàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñðåäà, ðåàëèçóÿ ìåõàíèçìû ñêàíèðîâàíèÿ è

ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîäíûõ äàííûõ, ìîæåò îñóùåñòâëÿòü ðàñ÷åòû êîýôôè-

öèåíòîâ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ôðàãìåíò êîòîðîé

áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü çàðåãèñòðèðîâàííîìó îïèñàíèþ äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ïðè ýòîì àïðèîðíî ó÷èòûâàåòñÿ ãèïîòåçà î âîçìîæíîì íàðóøåíèè ïñåâ-

äîñëó÷àéíîñòè â ñëó÷àå èíòåðïðåòàöèè ñîîáùåíèé ïîëèíîìàìè ìàëûõ ñòå-

ïåíåé m, îäíàêî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàáëþäàåìûé íàáîð äâîè÷íûõ ñîáûòèé, â

êîíå÷íîì èòîãå, ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ ôðàãìåíòîì Ì-ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïîñëå k-êðàòíîãî óâåëè÷åíèÿ ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà (äî çíà÷åíèÿ mk > m),

èñïîëüçîâàííîãî ïðåäâàðèòåëüíî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íàáëþäàåìîé ðåàëü-

íîñòè. Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî ìåõàíèçìà àäàïòàöèè èíòåëëåêòóàëüíîé

ñðåäû ê ïñåâäîðåêóððåíòíîñòè âõîäíîé èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü èñïîëü-

çîâàíà ìåòîäîëîãèÿ íàêîïëåíèÿ çíàíèé. Ñîãëàñíî äàííîé êîíöåïöèè

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûé öåíòðàëüíûé ãåíåðàòîð («ðàçíîîáðàçèÿ»

[1]) â ïðîöåññå ôîíîâîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ áóäåò ôîðìèðîâàòü â êà-

÷åñòâå íàïîëíèòåëåé ñëîòîâ çàïîìèíàþùèõ óñòðîéñòâ ó÷àñòêè ðåêóððåíò-

íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå ãåíåðàòîðíûì ïîëèíîìàì ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé. Åñëè ïðè ýòîì âíîâü

íàáëþäàåìûé èíôîðìàöèîííûé îáúåêò íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü íè îäíîé

èç ðåàëèçàöèé íàêîïëåííîé áàçû, òî, ïî âîçìîæíîñòè, äîëæíî áûòü âû-

ïîëíåíî óâåëè÷åíèå ñòåïåíè ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà (èëè öåíòðàëü-

íîãî èñòî÷íèêà), ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîæíåíèþ ìîäåëèðóåìîé â èíòåë-

ëåêòóàëüíîé ñðåäå èíôîðìàöèîííîé îáñòàíîâêè.

Îäíàêî ìîäåëèðîâàíèå àïïàðàòóðû èëè ïðîãðàììèðîâàíèå èçâåñòíûõ

ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåêóðñèâíîé ãåíåðàöèåé òðåáóåò âåñüìà ñóùåñòâåí-

íûõ âðåìåííûõ çàòðàò. Ôîðìèðîâàíèå è àíàëèç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðè-

íàäëåæàùèõ ïîëèíîìàì ñòåïåíè m = 80 � 100, â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñ-

êèõ ïðèëîæåíèé îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì, òàê êàê äëèòåëüíîñòü ðåøåíèÿ

ïîäîáíûõ çàäà÷ íà êîìïüþòåðå ìîæåò èçìåðÿòüñÿ ãîäàìè. Äðóãàÿ ïðîá-

ëåìà, ñòîÿùàÿ ïåðåä ðàçðàáîò÷èêàìè ñèñòåì, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè

ðåêóðñèâíîãî, à â îáùåì ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíî-êîìáèíàòîðíîãî ïðèíöè-

ïà [3], çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå áåçîøèáî÷íîñòè ôîðìèðóåìûõ îáúåêòîâ

ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà âûáîðêè ãåíåðàòîðîâ áîëüøîé

ðàçðÿäíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì äóáëèðîâàíèå

ìåòîäîâ ñèíòåçà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, òàê êàê ìîäåëèðîâàíèå

äâîè÷íûõ óñòðîéñòâ íà óíèâåðñàëüíûõ êîìïüþòåðàõ — äîñòàòî÷íî òðó-

äîåìêàÿ çàäà÷à.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ñèíòåçà ýëåìåíòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

ïñåâäîñëó÷àéíûõ îáúåêòîâ ïî èõ íîìåðó èëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

îáùåãî ÷ëåíà äîñòàòî÷íî àêòóàëüíà è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íåîáõîäèìûõ óñëî-

âèé ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ ïðèêëàäíîãî è òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.
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Ìåòîäû ñèíòåçà îáùåãî ÷ëåíà ïñåâäîñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè è èõ íåäîñòàòêè. Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ÷ëåíîâ ëè-

íåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Rn ïî çàäàííîìó íîìåðó n = 0,

1, 2, 3 … èìåþò ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè êàê ñóáúåêòèâíîãî, òàê è îáúåê-

òèâíîãî õàðàêòåðà.

Âî-ïåðâûõ, â èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ [4] îòñóòñòâóåò

ÿâíî âûðàæåííàÿ çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé Rn îò êîýôôèöèåíòîâ ïîðîæäàþ-

ùåãî ïîëèíîìà � ( )x , îïðåäåëåííîãî íàä ïîëåì GF m
( )2 :

� � � �( ) ...x x x xm
m

� � � � �1
1

1

2

2
, � i �{ , }0 1 . (1)

Äàííûé ôàêò èñêëþ÷àåò ôóíêöèîíàëüíóþ î÷åâèäíîñòü ðåçóëüòàòîâ è èñ-

ïîëüçóåìîãî àëãîðèòìà äëÿ ñèíòåçà n-ãî ÷ëåíà M-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî

ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èëè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ãåíåðàòîðîâ

óñëîæíÿåò âîñïðèÿòèå è ðàçâèòèå òåîðåòè÷åñêèõ íàðàáîòîê.

Âî-âòîðûõ, îáùèé ÷ëåí Rn ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç êîðíè ìíîãî-

÷ëåíà (1). Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è ñîîòíî-

øåíèÿ òåîðèè ïîëåé, òåîðèè êîëåö èëè ãðóïï [4]. Íà ïðàêòèêå ñèíòåçîì

ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðèõîäèòñÿ çàíèìàòüñÿ íå ìàòåìà-

òèêàì-òåîðåòèêàì, à èíæåíåðàì-ðàçðàáîò÷èêàì àïïàðàòóðû, ðåøàþùèì

çàäà÷è äèàãíîñòèêè, íàäåæíîãî õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè èëè èäåíòèôèêà-

öèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèÿ â íîìåíêëàòóðå ìîäåëåé

ãåíåðàòîðîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ÏÑÏ) ñóùåñòâåííî

ñíèæàþò óðîâåíü ðàçðàáîòîê è íîâûõ ïðîåêòîâ ñèñòåì. Òàêèì îáðàçîì, òðå-

áóåòñÿ ñèíòåç ìåòîäîâ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðîãðàììèðîâàíèå êî-

òîðûõ íå âûçûâàëî áû çàòðóäíåíèé.

Òðåòèé íåäîñòàòîê îáóñëîâëåí èçâåñòíîé ìåòîäîëîãèåé âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèé Rn êàê ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîãî îïðåäåëåííîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà

R
0 0

0� �( , )R R j , j m� �1 2 1, , ..., , è ðÿäà ñîïðîâîæäàþùèõ ìàòðèö [5, 6],

âîçâåäåííûõ â çàäàííóþ ñòåïåíü. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûé àëãîðèòì ïðè

áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñâåðõáîëüøèõ äëèíàõ ïåðèîäà

M r m
	 �1, ãäå r — îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ (òàê êàê ðåêóððåíòíîñòü

ñâîéñòâåííà íå òîëüêî 0,1-îáúåêòàì), îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèì èç-çà ñó-

ùåñòâåííîé ñëîæíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà m m


è èõ ðàçìåùåíèÿ â ïàìÿòè. Ïðèìåíåíèå ñîâðåìåííûõ âûñîêîñêîðîñòíûõ

ïðîöåññîðîâ äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íå ñíèæàåò ñëîæíîñòè ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, à ÿâëÿåòñÿ ëèøü ñðåäñòâîì ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âû-

÷èñëåíèé. Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ìåòîäîëîãèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ÷ëåíîâ

ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðè÷íûõ àëãîðèò-

ìîâ íå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü îáùóþ ôîðìóëó äëÿ Rn . Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

ïðîèçâåäåíèå ðÿäà ìàòðèö â îáùåì ñëó÷àå òðóäíî ôîðìàëèçóåòñÿ è íå

ïðèâîäèò ê ïðîñòûì àíàëèòè÷åñêèì çàâèñèìîñòÿì.

Àíàëèòè÷åñêèé ñèíòåç ÷ëåíîâ ïñåâäîñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì èçëîæåííûõ îãðàíè÷åíèé è íåäîñòàòêîâ ðåøèì

çàäà÷ó ñèíòåçà îáùåãî ÷ëåíà ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

êàê ôóíêöèè êîýôôèöèåíòîâ ïîðîæäàþùåãî ïîëèíîìà R fn i� ( )� , èñïîëü-

çóÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâîé àñïåêò è ïîíÿòèå ìíîãî÷ëåíîâ ðàçáèåíèé [7].

Âûâîä ôàêòîðèàëüíîé ôîðìû îáùåãî ÷ëåíà ëèíåéíîé ðåêóððåíò-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîëîæèì R
0

= 1 è âûïîëíèì ïðîñòóþ ïîäñòà-

íîâêó âçàìåí äàííîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà �
1

ïîëèíîìà (1), âçÿòîãî â

íóëåâîé ñòåïåíè, ò. å. îïðåäåëèì íà÷àëüíîå ðàâåíñòâî

R
0 1

0
�� . (2)

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå R
1
, ïðèìåíÿÿ ê âåêòîðó R

0
ïðèíöèï ïñåâäîñëó÷àé-

íîãî ãåíåðèðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

R R
i i

i

m

1 1

1

�
�

�

�� , R i1
0

�
� , i m�2, . (3)

Çäåñü è äàëåå âñå äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ íàä ïîëåì öåëûõ ÷èñåë. Ïîä-

ñòàâëÿÿ (2) â ñîîòíîøåíèå (3), ëåãêî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

R
i

i

m

1 1

1

2

1

1
0� � 
 �

�

�� � � .
(4)

Î÷åðåäíîé ÷ëåí ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü

òàêæå ïîëó÷åí íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà (3), íî ñ èñïîëüçîâàíèåì óæå

èçâåñòíûõ çíà÷åíèé (2) è (4):

R R
i i

i

m

2 2

1

1

2

1

0

2

1
� � �

�

�

�� � � � .

Äëÿ ÷ëåíà R
3

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

R R
i i

i

m

3 3

1

1

3

1

1

2

1

1

0

3

1
2� � � �

�

�

�� � � � � � .

Àíàëîãè÷íàÿ ìåòîäèêà ïîñëå n-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðèâîäèò ê ìíî-

ãî÷ëåíó âèäà

R
k n

k k k
n

n n m n

k

n

k

m
kn n m

� �

� ��

� � �

� 1 2

1 2

1 2

, , ,( )
! !... !

...
, , ,n

,
(5)

ãäå ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì� n( )÷èñëà n íà ñîñòàâ-

ëÿþùèå k k kn n m n1 2, , ,
, , ..., ; n k k mkn n m n� � � �1 2

1 2, , ,
... ; k n k k kn n m n( ) ...

, , ,
� � � �

1 2
.
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Äîêàæåì ïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå ïî èíäóêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ

( )n i� -ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëÿåìîé ñîãëàñíî (5), ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî

R
k n i

k k k
n i

n i n i m n i

k

n i

n i
�

� � ��

�

�
�

� ��

�

� 1 2

1

1

, , ,( )
! !... !

,

�
� �

� �
2

2
k

m
kn i m n i, ,

... .

Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûé ïðèíöèï ôîðìèðîâàíèÿ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷è-

ñåë, ìîæíî çàïèñàòü

R
k n i

k k k
n i

i

m

n i n i m n i

k n i
�

�

� � � �

�
�

�

� ��

�

�1 1 2

1

1

, , ,
! !... !

,

( )

, ,
...

n i

k

m
kn i m n i

�

�
� �

� �
2

2
.

(6)

Ïðè ýòîì óìíîæåíèå � i íà ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãî÷ëåíû ðàçáèåíèé Rn i�

ïðèâîäèò ê ôàêòîðèàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

R
k n

k k k
n

n n m n

k n
�

� �

�
� � �

�
�

� ��

�

1 1

1
1 1 2 1 1

1

1
1 1

( )! !... !
, , ,

,

�

� �

[( ) ]

, ,
...

n

k

m

kn m n

� �

�
� �

�

1 1

2

2 1 1

�

� �

�
� � �

�

k n

k k kn n m n

k

n

n
� ��

�

�

2 1

1
1 2 2 2 2

1

1 2

, , ,[(
!( )!... !

,

� �

�

�
� �

�

1 2

2

1
2 2 2

) ]

, ,
... ...� �

k

m

kn m n

...

! !...( )!
, , ,

,
�

� �

�
� � �

�

k n m

k k kn m n m m n m

k n m
� ��

�

�

1

1
1 2

1

1

[( ) ]

, ,
...

n m

k

m
kn m m n m

� �

�

�
� �

1

2

1
2

� � . (7)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (5), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìåæäó ñòåïåíÿìè

êîýôôèöèåíòîâ � i è èíäåêñàìè ( )n i� â (7) ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå è ñòàòèñòè÷åñêèå ñâÿçè. Óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíà Rn�1
íà êîýô-

ôèöèåíò �
1

ïîëèíîìà � ( )x ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ñóììû

1 1 2
1 1 2 1 1

( ) ...
, , ,

k k mk nn n m n� � �
� � � � � , (8)

ãäå ( ) ... ... (
, , , , , ,

k k k k k k kn n m n n n m n1 1 2 1 1 1 2
1

� � �
� � � � � � � � � n), ò. å. ñëàãàåìîå

1 1
1 1

( )
,

k n�
� â (8) âñå ðàçáèåíèÿ � ( )n �1 ÷èñëà n �1 àâòîìàòè÷åñêè òðàíñ-

ôîðìèðóåò â ðàçáèåíèÿ � ( )n ,

( ), ,..., , , ..., (
, , , , , ,

k k k k k kn n m n n n m n1 1 2 1 1 1 2
1

� � �
� � �� n) . (9)

Àíàëîãè÷íî ïðè i �2 ðàçáèåíèÿ � ( )n �2 ñòàíîâÿòñÿ ðàçáèåíèÿìè � ( )n �1 :

k k k k k kn n m n n n m1 2 2 2 2 1 1 2 1
1

, , , , , ,
,( ),..., , , ...,

� � � � �
� � n n

�
� �

1
1� ( ). (10)

Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå1 2 1
1 2 2 2 2

k k m k nn n m n, , ,
( ) ...

� � �
� � � � � , ìîæíî

êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî k k k k nn n m n1 2 2 2 2
1 1

, , ,
( ) ... ( )

� � �
� � � � � � ïðèíàäëåæàò ñóì-
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ìå k n( ) ñ ðàçáèåíèÿìè k k k k k k nn n m n n n m n1 1 2 1 1 1 2, , , , , ,
, , ..., , , ..., ( )

� � �
� �� , íî

äëÿ îïðåäåëåííîãî ïîäìíîæåñòâà çíà÷åíèé k n( ). Â ãðàíè÷íîì âàðèàíòå

ïðè i m� ñîîòíîøåíèÿ

k k m k nn m n m m n m1 2
2 1

, , ,
... ( )

� � �
� � � � � ,

k k k k n m nn m n m m n m1 2
1 1

, , ,
... ( ) ( ) ( )

� � �
� � � � � � � �� ,

(11)

ò. å. k k kn m n m m n m1 2
1

, , ,
, , ..., ( )

� � �
� , òðàíñôîðìèðóþòñÿ â ïîäìíîæåñòâî ðàç-

áèåíèé � ( )n m� �1 ÷èñëà n m� �1, ðàâíîå k k kn m n m m n m1 1 2 1 1, , ,
, , ...,

� � � � � �
êîòî-

ðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, âõîäÿò â ñîñòàâ ìíîæåñòâà ðàçáèåíèé� ( )n ÷èñëà n êàê

íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî k k kn n m n1 2, , ,
, , ..., .

Â ñîîòíîøåíèÿõ (8)—(11) èñïîëüçóþòñÿ îäèíàêîâûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

÷èñåë k n( ), îäíàêî ñàìè çíà÷åíèÿ k n( ) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðàçáèåíèÿ

ðàçëè÷íû. Òîæäåñòâåííîñòü îáîçíà÷åíèé ñëåäóåò èç ôîðìàëüíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ãåíåðàòîðà â âèäå ñîîòíîøåíèÿ (5), ãäå ìíîæåñòâà àðãóìåíòîâ

k k kn n m n1 2, , ,
, , ..., îòîæäåñòâëÿþòñÿ â ñîñòàâëÿþùèõ ñóììû ñâîè àðãóìåíòû

k n( ) äëÿ êàæäîãî èç ðàçáèåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë k n i( )� â âèäå ðàçáèåíèé

� ( )n i� ïðè óìíîæåíèè ìíîãî÷ëåíà Rn i�
íà ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôè-

öèåíò � i àâòîìàòè÷åñêè îêàçûâàþòñÿ ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè ÷èñåë k n( ) ñ

ðàçáèåíèÿìè � ( )n , à òàêæå ñîñòàâëÿþùèìè ÷èñåë k n i n i( ) ( )� � � � �1 1� .

Íàïðèìåð, ýëåìåíò l-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè N p
q

n
t

� � , l qp tn� � , ïðè

óìíîæåíèè íà êîýôôèöèåíò � r
s

áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ýëåìåíò ìíî-

ãî÷ëåíà ñòåïåíè l sr� .

Èòàê, íà îñíîâàíèè òîæäåñòâà (6) ïîëó÷àåì îáùóþ çàïèñü (7) â âèäå

R
k n i

k k k
n

n i n i m n i

k n
�

� �

� � � � � �

�

� ��

�

1

1 1 2 1 1

1

1 1

, , ,
! !... !

, � � � � �

� �

� �
i n i m n i

n i

k

m

k

�

� �

[( ) ]

, ,
...

1

2

2 1 1

� �

k n

k k kn n m n

k

n

k

m
kn n m n

� ��

� � �

� 1 2

1 2

1 2

, , ,( )
! !... !

...
, , ,

.
(12)

Ðàâåíñòâà (5) è (12) ýêâèâàëåíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ôàêòîðèàëüíîå ñîîòíî-

øåíèå (5) ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàííûì ïî èíäóêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî ðåêóðñèâíîñòè ÷àñòíûõ ïîëèíîìîâ Áåëëà íà

îãðàíè÷åííîì íàáîðå àðãóìåíòîâ. Ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî

ïîçâîëÿåò òàêæå âûÿâèòü ðåêóðñèâíîñòü ïîëèíîìîâ Áåëëà Bn k,
íà îãðàíè-

÷åííîì íàáîðå àðãóìåíòîâ ki n,
(ïðè i m�1, ), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé èç-

âåñòíûé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.

Â ðàâåíñòâå (6) çíà÷åíèÿ k n i( )� ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèîíàëü-

íóþ çàâèñèìîñòü âèäà f n i( )� . Ïîýòîìó âûïîëíèì çàìåíó àðãóìåíòîâ
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äàííîé ôóíêöèè àðãóìåíòàìè, ñóììèðîâàíèå êîòîðûõ â (6) áóäåò îñó-

ùåñòâëÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì k n j k k kn n m n( ) ...
, , ,

� � � � �
1 2

, ãäå

k n j( )� �const, â ðàçáèåíèÿõ ÷èñåë n i� .

Ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (6) ðàññìîòðèì íà ñëåäóþùåì

ïðèìåðå. Ïóñòü ðàçðÿäíîñòü ôîðìèðîâàòåëÿ ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè m = 3 è � �( )x x� � �1
1

1
� �

2

2

3

3x x� . Òîãäà âñå ñîñòàâëÿþùèå äëÿ

÷ëåíà Rn , ðàâíîãî, íàïðèìåð, R5, ìîãóò áûòü îáðàçîâàíû óìíîæåíèåì

ìíîæåñòâ ðàçáèåíèé ÷èñåë 4, 3 è 2 äëÿ ÷ëåíîâ R
5 1�

, R
5 2�

è R
5 3�

ñîîò-

âåòñòâåííî íà êîýôôèöèåíòû �
1
, �

2
, �

3
. Åñëè ïðîèçâåäåíèÿ â ñòîëáöàõ

òàáë. 1 óïîðÿäî÷èòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ñóììîé ñòåïåíåé êîýôôèöèåíòîâ � i

äëÿ äàííîãî n, òî ïðîöåññ çàìåíû ñóììû ýëåìåíòîâ ñòðîê, îáðàçóåìûõ ïî

ôîðìóëå (5) ïðè m �3, ñóììîé ýëåìåíòîâ ñòîëáöîâ îêàçûâàåòñÿ î÷åâèäåí,

÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè [7]. Ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé èç òîæäåñòâ (5) è (12) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

R
k n j

k k k
n

j

m

n n m n

k

n

kn n
�

�

�

��

0 1 2

1 2

1 2
� ��

� �

� , , ,( )
! !... !

, ,
...

,
� m

km n
,

k n j k k kn n m n( ) ...
, , ,

� � � � � �
1 2

const, n k k m kn n m n� � � �1 2
1 2, , ,

... ,

(13)

ãäå k n j( )� — êîíñòàíòíûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ðàç-

áèåíèé ÷èñëà n; àíàëîãè÷íûé ïàðàìåòð k n i( )� â ôîðìóëå (6) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñóììó ðàçáèåíèé ÷èñëà n i� .

Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ôàêòîðèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ â (13)

B
k n j

k k k
n k n j

n n n n

k

n

kn
, ( )

, , ,( )
! !... !

,

�
�

�

�

� ��

� �

� 1 2

1 2

1 2, ,
...

n n n
m
k

� (14)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîìû Áåëëà ïðè k n j( )� �const. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîäñòàâëÿÿ òîæäåñòâî (14) â îáùèé ÷ëåí (13), ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ � j �0,

j m n� �1, , ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

R Bn n k n j

j

m

�
�

�

� , ( )

0

.
(15)
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Ïîñêîëüêó òîæäåñòâî (15) îáðàçîâàíî èç (13), ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

ïåðåãðóïïèðîâêà Bn k n j, ( )�
ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ (5), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ðåêóðñèâíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè òîæäåñòâà (6) ìîæíî çàïèñàòü

R Bn i
i

m

n i k n i j

j

m

�

�

� � �

�

� ��

1 0

, ( )
.

(16)

Î÷åâèäíî, ÷òî â ðàâåíñòâå (16) îáùèé ÷ëåí Rn ðàâåí ñóììå:

R B Bn n k n j

j

m

n k n j

j

m

� � � �
� � �
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� �� � �
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� �
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� � � �
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Äàííîå òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåõ ñòðîê è ñòîëáöîâ òàáë. 1,

ñîñòàâëåííîé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ n. Òîãäà, ñ ó÷åòîì (8) — (11),

ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå
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Ïîäñòàâëÿÿ â ôàêòîðèàëüíîå òîæäåñòâî (14) çíà÷åíèå j �0, ïîëó÷àåì ñîîò-

âåòñòâèå ðàâåíñòâà (5) è ïîëèíîìîâ Áåëëà Bn k n, ( )
:

B Bn k n i n i k n i

i

m

, ( ) , ( )
�

� �

�

��

1

,

ò. å. ìíîãî÷ëåíû Bn k n, ( )
(14) îêàçûâàþòñÿ ðåêóðñèâíûìè, òàê æå êàê è

÷ëåíû ÏÑÏ Rn .

Ïðèìåð. Ïóñòü m = 5, � ( )x x x x x� � � � �1
1 2 4 5

. Òðåáóåòñÿ îïðåäå-

ëèòü Rn�11
, èñïîëüçóÿ ôàêòîðèàëüíîå òîæäåñòâî (5). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â êà-

÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ãåíåðàòîðà áåðåòñÿ ñòðîãî îïðåäåëåííûé

âåêòîð R
0

100 00� ... , à ai �{ , }0 1 , ïîëó÷àåì çíà÷åíèå áèòà ñ íîìåðîì 11,

èñïîëüçóÿ ïðèíöèï àïïàðàòíîãî ôîðìèðîâàíèÿ ÷ëåíîâ Ì-ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå Rn�
�

11
0.
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Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (5) çàïèøåì òîæäåñòâî
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Èñïîëüçóÿ äàííûå òàáë. 2, çàïèñûâàåì ôàêòîðèàëüíûå ìîìåíòû, îïðå-

äåëÿþùèå íå÷åòíûå ñîñòàâëÿþùèå ÷ëåíà R Rn�
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Çíà÷åíèÿ áèòîâ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë

n òàêòîâ è ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (5), òî÷íî ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì,

ñîîòíîøåíèå äëÿ îáùåãî ÷ëåíà äîêàçàíî íà ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåðå.

Âûâîäû. Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ðåêóððåíòíîé

ÏÑÏ èìååò ÿâíî âûðàæåííóþ çàâèñèìîñòü îò êîýôôèöèåíòîâ ïîðîæäàþ-

ùåãî ïîëèíîìà. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ãåíå-

ðàòîðîâ ôîðìèðîâàòü ÷èñëà Rn ïî äîñòàòî÷íî ïðîñòîìó àëãîðèòìó. Íàëè÷èå

â äîêàçàííîì ñîîòíîøåíèè òîëüêî êîìáèíàòîðíûõ òîæäåñòâ èñêëþ÷àåò

íåîáõîäèìîñòü ñïåöèàëüíîé ïîäãîòîâêè ïðîãðàììèñòîâ, òàê êàê ïðèðîäà

ôîðìèðóåìûõ ðåêóððåíòíûõ îáúåêòîâ î÷åâèäíà.

Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà áóäåò ýôôåêòèâíûì ïðè ðåøå-

íèè çàäà÷ ôîðìèðîâàíèÿ è èäåíòèôèêàöèè ñëó÷àéíîé âûáîðêè, ãäå òðå-

áóåòñÿ ñèíòåçèðîâàòü îòñ÷åòû ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ïñåâäîñëó÷àé-

íûõ îáúåêòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ äîñòàòî÷íî áîëüøèì íîìåðàì n. Ñëåäóåò

çàìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íà êîìïüþòåðå äâóõ ðàçëè÷íûõ

ìåòîäîâ ôîðìèðîâàíèÿ ÷èñåë — áàçîâîãî (1) è îðèãèíàëüíîãî — ïîêà-

çàëè, ÷òî òðåõ÷ëåíû âèäà (1) è (5) êîíêóðèðóþò â îáëàñòè âðåìåííûõ

ïàðàìåòðîâ, íåâçèðàÿ íà áëèçêóþ ê NP-ïîëíîé ïðèðîäó ïðåäëàãàåìîé

âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû (5).

Àíàëèòè÷åñêèé ñèíòåç ÷ëåíîâ ïñåâäîñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà [2,

3] íàèáîëåå âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ñæàòèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå ôîðìèðóåìûå îáúåêòû

äîëæíû èìåòü íåêîòîðûå àïðèîðíî çàäàííûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà, â

ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêàåò çàäà÷à ïîäáîðà ÷ëåíîâ. Ôîðìóëà (5) ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíà äëÿ ïðîãðàììíîé ïðîâåðêè (0, 1)-ñîáûòèé ïðè ðåøåíèè ïîä-

çàäà÷ ñèíòåçà èíòåãðàëüíûõ êîäîâ, «ðàçâåðòûâàíèå» êîòîðûõ ñîçäàåò ýôôåêò

ëàâèíîîáðàçíîãî çàïóñêà (àíàëîãè÷íî «íåéðîííîìó» çàïîìèíàþùåìó óñò-

ðîéñòâó) ìåõàíèçìîâ âîññòàíîâëåíèÿ èíôîðìàöèè [3].

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðåäëîæåííóþ ìåòî-

äîëîãèþ ñèíòåçà ðåêóððåíòíûõ îáúåêòîâ êàê áàçîâóþ è îòêðûâàåò âîç-

ìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ê Ì-ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ëþáûõ èçâåñòíûõ êîì-

áèíàòîðíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà.

The analysis of the methods of pseudorandom numbers generation having used of polynomials over

the GF(2
m
) field is performed. The equality for general member of M-sequence is obtained and

proved on the basis of polynomial coefficient properties. The application domain identities which

correspond the obtained canonical model is indicated. It is demonstrates that particular realiza-

tions of Bell polynomials which was generated by the limited set of polynomial coefficients sat-

isfy to linear recurrent relationship.
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