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Ìåòîä èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêîãî îáúåêòà
ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëüíîé ìîäåëè

Ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ïðèìå-
íåíèåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà, ýêâèâàëåíòíûõ ìîäåëÿì, ïîñ-
òðîåííûì íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ òåñòî-
âûõ çàäà÷.

Ðîçãëÿíóòî ìîæëèâ³ñòü ³äåíòèô³êàö³¿ ïàðàìåòð³â äèíàì³÷íèõ îá’ºêò³â ³ç çàñòîñóâàííÿì ³í-
òåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó, ùî º åêâ³âàëåíòíèìè ìîäåëÿì, ïîáóäîâàíèì
íà îñíîâ³ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Íàâåäåíî ïðèêëàäè ðîçâ’ÿçàííÿ òåñòîâèõ çàäà÷.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: äèíàìè÷åñêèå îáúåêòû, èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ, èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû.

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé â ñâÿ-

çè ñ íåîáõîäèìîñòüþ êîíòðîëèðîâàòü èõ ôóíêöèîíèðîâàíèå â ïðîöåññå

ýêñïëóàòàöèè, êîòîðàÿ, êàê ïðàâèëî, ñîïðîâîæäàåòñÿ åñòåñòâåííûì èçìå-

íåíèåì ïàðàìåòðîâ ýòèõ îáúåêòîâ. Ôàêòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ îïðå-

äåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ

ïðè íåïîñðåäñòâåííîì èçìåðåíèè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ ñèãíàëîâ â

òî÷êàõ êîíòðîëÿ, ÷èñëî êîòîðûõ îãðàíè÷åíî. Ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè ïðè-

ìåíÿþòñÿ òàêæå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêðîìîäåëåé ñîâðåìåííûõ ñëîæíûõ äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì, ÷òî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè óñòðîéñòâ è ñîçäàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.

Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòè-

ôèêàöèè ïðåäóñìàòðèâàåò, â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, íàõîæ-

äåíèå êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî

îáúåêòà îïòèìèçàöèîííûìè ìåòîäàìè [1]. Îäíàêî âîçìîæíîñòè òàêîãî
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ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè îãðàíè÷åíû, ïðåæäå âñåãî, â

ñëó÷àÿõ èçìåðåíèÿ âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ íà ôîíå âûñîêî÷àñòîò-

íûõ ïîìåõ â òîì ÷èñëå è øóìîâîãî õàðàêòåðà.

Ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíûõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü áîëüøîå

÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [2, 3].

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî ïðèâîäèò ê îïðåäåëåííûì ïðåèìóùåñòâàì ïðè

èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ, òàê êàê èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü óñòîé÷èâûå àëãîðèòìû èäåíòèôèêàöèè îòíîñè-

òåëüíî ïîãðåøíîñòåé íà÷àëüíûõ äàííûõ [2]. Ïîñêîëüêó äàííûå ìîäåëè

îòíîñÿòñÿ ê êëàññó íåïàðàìåòðè÷åñêèõ, àëãîðèòìû, ïðèìåíÿåìûå äëÿ îï-

ðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé [1], íå ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà îñíîâå èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî îáúåê-

òà, ìîäåëü êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà óðàâíåíèåì

u t p u t f tm

j

m

j
m j( ) ( )( ) ( ) ( )� �

�

��
1

, u ck
k

( ) ( )0 � , k m� �0 1, , (1)

ãäå f — çàäàííûé âõîäíîé ñèãíàë; u — çàäàííûé âûõîäíîé ñèãíàë; p —

âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè; c — âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé;
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ëû, êîòîðûå â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî îáúåêòà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

0

1

0

1
t

i
j

k

N

ij i k
j

k ij

i i

t u d W t u r u� �� � � ��

�

�( ) ( ) ( ) ( ) [	 	 	 	 	 ] , (5)

0

1

0

1
t

i
m

k

M

ik i k
m

k im

i i

t f d W t f r u� �� � � ��

�

�( ) ( ) ( ) ( ) [	 	 	 	 	 ] , (6)
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ëû;1� N i , M Ni � , rij , rim — îñòàòî÷íûå ÷ëåíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ
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íûìè ïàðàìåòðàìè [2], îïèñûâàåìîãî èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì
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ãäå � i , K i , � i ( , )i �1 2 — íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû; u è f — îïðåäåëåíû â (1);

G ti ( ) — îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ (G t G t t1 2 0( ) ( ) [ , ]� � , t T�[ , ]0 ). Î÷åâèäíî,
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Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10) ïðîâåäåì äèñêðåòèçàöèþ ìîäåëè â óçëàõ

ti , i N�0, , è ïðèìåíèì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì

àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, ñîäåðæà-
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Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé, ïîýòîìó ïðè åå ðåøåíèè òðåáóåò-

ñÿ ïðèìåíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â

ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà. Èñõîäíûå äàííûå òåñòîâûõ çàäà÷

îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ è ïðîâåðêè òî÷íîñ-

òè ïðèìåíÿåìûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ïðè ýòîì èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âîñ-

ïðîèçâåäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïðèìåð 1. Âûõîäíîé ñèãíàë: u t e t( ) � � �1 2 , t�[ ; ]0 2 , h �001, ; âõîäíîé

ñèãíàë: f t e t( ) ,� � ��14 0 22 ; C1 0� , C 2 2� , C 3 4� � , C 4 8� , C 5 16� � — íà-

÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ýêâèâàëåíòíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
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Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ~pi (òî÷íûå çíà÷åíèÿ: p1 12� , , p2 �
� �2, p3 31� , , p4 0 7� , , p5 0 2� � , ).
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Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (7)—(9) è êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó òðàïåöèé äëÿ

àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ (3), (4), ïîëó÷àåì ñèñ-

òåìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ pi . Ïðèìåíÿÿ äëÿ åå ðåøå-

íèÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ èñêîìûõ êîýôôè-

öèåíòîâ: ~ ,p1 00113� , ~ ,p2 33704� � , ~ ,p3 5 7472� , ~ ,p4 19459� , ~ ,p5 01995� . Ïðè

ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü âûõîäíîãî ñèãíàëà max "u

ðàâíà 0,000125.

Äîáàâèì ê âõîäíîìó ñèãíàëó f ñëó÷àéíóþ ïîìåõó, ðàñïðåäåëåííóþ ïî

íîðìàëüíîìó çàêîíó, ñ ó÷åòîì àìïëèòóäû f. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðà-

ôèêè âõîäíîãî è âûõîäíîãî ñèãíàëîâ ïðè óðîâíå ñëó÷àéíîé ïîìåõè 10 %,

à â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ~pi , i �1 5, , ïîëó÷åííûå

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîìåõè.

Ïðèìåð 2. Âûõîäíîé ñèãíàë: u t e t( ) � ��1 1; âõîäíîé ñèãíàë: f t( ) �
� � ��05 11, e t ; C1 3 7183� , , C 2 2 7183� � , , C 3 2 7183� , — íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

### � ## � # � �u t p u t p u t p u t f t( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 ,

u Ci
i

( ) ( )� �1 0 , i �1 3, .

Òî÷íîå ðåøåíèå: p1 2� , p2 0 5� , , p3 1� � . Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîýô-

ôèöèåíòû ~pi .
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Ïðèìåð

Âåëè÷èíà
ïîìåõè

âõîäíîãî
ñèãíàëà, %

max "u ~p1
~p2

~p3
~p4

~p5

1 1 0,003053 0,0059 –1,682 5,7503 –4,8095 –1,3727

5 0,014173 0,0059 –1,1268 5,5406 –11,4488 –0,7102

10 0,059389 0,0183 –5,6392 5,0458 9,8715 –3,2394

2 0 0,002438 0,0034 3,0077 –0,9974

1 0,037324 2,0267 0,5265 –0,9779

5 0,048346 1,9757 0,5471 –0,9859

10 0,017157 2,0083 0,5315 –1,0057

3 0 0,021668 2,0856 4,7155 –0,6312

1 0,024827 2,0828 0,2345 –0,7736

5 0,026551 2,2235 –0,5445 0,4487

10 0,028324 2,1337 –0,0666 –0,1927

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ~pi ïðè ïîìåõàõ âûõîäíîãî ñèãíàëà, îïèñûâàåìîãî
ýêñïîíåíöèàëüíûì çàêîíîì è ïîëèíîìîì òðåòüåé ñòåïåíè



Äëÿ òåñòîâîãî ïðèìåðà ïîëó÷åíî ðåøåíèå ñ ìàêñèìàëüíîé àáñîëþò-

íîé ïîãðåøíîñòüþ âûõîäíîãî ñèãíàëà max ,"u �00024378 (ðèñ. 2). Â òàá-

ëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ~pi , i �1 3, , ïîëó÷åííûå ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîìåõè.

Ïðèìåð 3. Âûõîäíîé ñèãíàë: u t t( ) � 3; âõîäíîé ñèãíàë: f t t( ) � � �3

� � �15 12 62, t t ; íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: C1 0� , C 2 0� , C 3 0� . Íóæíî îïðåäå-

ëèòü êîýôôèöèåíòû ~pi äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

### � ## � # � �u t p u t p u t p u t f t( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 ,

u Ci
i

( ) ( )� �1 0 , i �1 3, .

Òî÷íîå ðåøåíèå: p1 2� , p2 05� , , p3 1� � . Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ~pi ,

i �1 3, , ïðè ïîìåõàõ âûõîäíîãî ñèãíàëà, îïèñûâàåìîãî ïîëèíîìîì òðåòüåé

ñòåïåíè, ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Âûâîäû

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñâèäåòåëüñò-

âóþò î òàêèõ ñâîéñòâàõ èíòåãðàëüíîãî ìåòîäà èäåíòèôèêàöèè, êàê âû-

ñîêàÿ óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, íèçêèå çàòðàòû ìàøèí-

íîãî âðåìåíè, ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü

ýôôåêòèâåí ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè äèíàìè-

÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ êàê äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè,

òàê è èíòåãðàëüíûìè ìîäåëÿìè â ñëó÷àå èõ ïàðàìåòðèçàöèè.
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A.A. Sytnik, K.N. Klyuchka, N.L. Kost’yan

METHOD OF IDENTIFICATION OF A DYNAMIC OBJECT
BY MEANS OF THE INTEGRAL MODEL

The paper deals with a possibility of identification of dynamic objects parameters with the use of
the second kind Volterra integral equations, equivalent to models based on differential equations.
Examples of test problem solution are presented.
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