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Ïðèìåíåíèå íåïîëíîé ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé
ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö â êâàçèíüþòîíîâñêèõ
ìåòîäàõ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè

Îáîñíîâàíà íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íåïîëíîé ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé
ICR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö â ñîñòàâå êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåãëàäêèõ
ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ìåòîä ICR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö îáåñïå÷èâàåò âîç-
ìîæíîñòü ïðÿìîãî ðåøåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé Íüþòîíà, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò îòêàçàòüñÿ îò ïðèìåíåíèÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ.

Îáãðóíòîâàíî íåîáõ³äí³ñòü çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó íåïîâíî¿ ñòîâïöåâî-ðÿäêîâî¿
ICR-ôàêòîðèçàö³¿ ìàòðèöü ó ñêëàä³ êâàç³íüþòîí³âñüêèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçêó íåãëàäêèõ ñèñ-
òåì àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü. Ìåòîä ICR-ôàêòîðèçàö³¿ ìàòðèöü çàáåçïå÷óº ìîæëèâ³ñòü ïðÿ-
ìîãî ðîçâ’ÿçêó àïðîêñèìóþ÷èõ ñèñòåì ð³âíÿíü Íüþòîíà, ùî äîçâîëÿº â³äìîâèòèñü â³ä
çàñòîñóâàííÿ ³òåðàö³éíèõ ìåòîä³â ¿õ ðîçâ’ÿçêó.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà, íåãëàäêèå óðàâíåíèÿ, ðàçðåæåííûå
ìàòðèöû, ñòîëáöîâî-ñòðî÷íàÿ ôàêòîðèçàöèÿ.

Âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Çàäà÷à ðåøåíèÿ âà-

ðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåêòîðà x
* �RC

n òàêîãî, ÷òî

F x x x x( ), ,* *� � � �0 RC
n , (1)

ãäå a b, — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a�Rn è b�Rn ; F — íå-

ïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, F :R Rn n� ; RC
n — íåïóñ-

òîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, îáû÷íî èìåþùåå âèä

R RC
n n={ : ( ) , ( ) }x H x 0 G x 0� � � . (2)

Çäåñü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå âåêòîð-ôóíêöèè H è G

òàêèå, ÷òî H : R Rn n� H è G : R Rn n� G [1—4].
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Ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè
Êàðóøà—Êóíà—Òàêêåðà [1] è ïîýòîìó ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñìåøàííîé
ñèñòåìû ðàâåíñòâ è êîìïëåìåíòàðíûõ íåðàâåíñòâ âèäà

L x 0( , , )	 
 � ,

H x 0( ) � , (3)

0 G x 0� � �
 ( ) ,

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L x F x
H x

x

G x

x
( , , ) ( )

( ) ( )
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T T

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé L w( ) òðåõ âåêòîðíûõ íåèçâåñòíûõ w x� ( , , )	 
 , âêëþ-

÷àÿ ìíîæèòåëè 	�RnH è 
�R+
nG .

Èñïîëüçóÿ C-ôóíêöèè [1, 3, 5, 6], â ÷àñòíîñòè ôóíêöèþ Ôèøåðà—

Áóðìåéñòåðà � FB: R R2 � âèäà � FB( , )a b a b a b� � � �2 2 , ñèñòåìó (3)

ìîæíî òîæäåñòâåííî ïðåîáðàçîâàòü â ñèñòåìó íåãëàäêèõ óðàâíåíèé:

Ô w

L w

H x

G x

0( )

( )

( )

( , ( ))

�
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�

�

�
�
�
�

� 
FB

. (4)

Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê èñêîìîãî ðåøåíèÿ x
*�RC

n çàäà÷è (1), (2) ñâî-

äèòñÿ ê ïîèñêó ðåøåíèÿ w x
* * * *� � � �

( , , )	 
 Rn n nH G íåëèíåéíîé íåãëàäêîé

ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4).

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûìè ìå-

òîäàìè êâàçèíüþòîíîâñêîãî òèïà, ãëîáàëüíóþ ñõîäèìîñòü êîòîðûõ îáåñ-

ïå÷èâàþò ìåòîäû îöåíî÷íûõ ôóíêöèé, ïîèñêà ëèíèé, ïîèñêà ïóòè, äî-

âåðèòåëüíîé îáëàñòè è äð. [1, 2 ]. Ïðè ýòîì äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

C-ôóíêöèé è ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ÿêîáèàíîâ Êëàðêà èñïîëüçóþò

ìåòîäû íåãëàäêîãî àíàëèçà [1—3, 5], à íåãëàäêóþ âåêòîð-ôóíêöèþÔ w( )â

îêðåñòíîñòÿõ èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê { | , , ...}ws s �0 1 ïðåä-

ñòàâëÿþò ìíîæåñòâîì ëèíåéíûõ âåêòîð-ôóíêöèé

{ ( ) ( ) | , , ...}Ô w Ô w wws s sÔ s� � �� 0 1 , (5)
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	 � 
 .

Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ôóíêöèé (5) ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) àïïðîêñèìè-

ðóþò ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñèñòåì óðàâíåíèé

Íüþòîíà) âèäà

{ ( ) | , , ...}Ô ss sw w Ô w� �� �0 1 , (6)

îòêóäà îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèÿ { | , , ...}�ws s �0 1 ïîèñêà ðåøåíèÿ w
* �

� � � �
( , , )x

* * *	 
 Rn n nH G .

Â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè n n n� �H G ñèñòåì óðàâíåíèé Íüþòîíà

(6) è áîëüøèõ óðîâíåé çàïîëíåíåíèÿ ìàòðèö Ôw íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè

ïîëó÷åíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé � ws ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî çàòðóäíåíî

èëè îêàæåòñÿ íåâîçìîæíûì ââèäó îãðàíè÷åííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðå-

ñóðñîâ. Ïîýòîìó âìåñòî ïîèñêà òî÷íûõ ðåøåíèé � ws ñèñòåì óðàâíåíèé

Íüþòîíà (6) ïðèáåãàþò ê ïîèñêó ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé � ~ws, óäîâ-

ëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìàì óðàâíåíèé âèäà

{ ~ ( ) | , , ...}Ô ss s sw w Ô w� �� � �$ 0 1 . (7)

Ïðè ýòîì ìèíèìèçèðóþò íåâÿçêè $ s òàê, ÷òîáû èõ åâêëèäîâû íîðìû áûëè

ìåíüøå $, ò.å. âåðõíåé ãðàíèöû ïðèåìëåìûõ íîðì íåâÿçîê. Äëÿ ìèíèìè-

çàöèè íåâÿçîê $ s â [5] èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà:

êâàçèìèíèìèçàöèè íåâÿçîê (QMR è TFQMR), ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

Ïðèìåíåíèå íåïîëíîé ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2015. Ò. 37. ¹ 5 5



êâàäðàòè÷íûé (CGS), áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñòàáèëèçèðîâàííûé

(BiCGSTAB), ìèíèìèçàöèè íåâÿçîê îáîáùåííûé (GMRES (m)). Ìåòîäû

ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà îêàçàëèñü ýôôåêòèâíûìè â ñëó÷àå ðåøåíèÿ ñèñ-

òåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ õîðîøî îáóñëîâëåííûìè ìàòðèöàìè Ôw

è ïðàêòè÷åñêè íåïðèãîäíûìè â ñëó÷àå èõ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà â ðàáîòå [3] ïðèìåíåí ìåòîä

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ QR-ðàçëîæåíèåì (LSQR), à òàêæå ñîãëàñîâàííûé

ñ íèì àëãîðèòì MINOS ôîðìèðîâàíèÿ ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé, ðåàëèçóþ-

ùèé íåïîëíîå LU-ðàçëîæåíèå ìàòðèö Ôw ñ ÷àñòè÷íûì âûáîðîì âåäóùåãî

ýëåìåíòà è ïîðîãîâûì ìåòîäîì îòñå÷åíèÿ ìàëîçíà÷èìûõ ýëåìåíòîâ â

îáðàçóþùèõñÿ ôàêòîðíûõ ìàòðèöàõ
~
L è

~
U [7]. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçàëè ñîèçìåðèìîñòü âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-

íîñòè àëãîðèòìîâ MINOS è LSQR. Ñîâîêóïíî èìåííî ýòè çàòðàòíûå

àëãîðèòìû îïðåäåëÿþò îáùåå âðåìÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Â ðàáîòå [8] äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè êâàçèíüþòî-

íîâñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåãëàäêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé (4) ñ ïëîõî îáóñ-

ëîâëåííûìè ìàòðèöàìè Ôw ïðåäëîæåí ìåòîä ñìåùåíèÿ ìàëûõ ýëåìåíòîâ

ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíò îáîáùåííûõ ÿêîáèàíîâ Êëàðêà, à äëÿ ðåøåíèÿ

ñèñòåì óðàâíåíèé Íüþòîíà (6) ïðèìåíåí ìåòîä CR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö

Ôw , ìåíåå òðåáîâàòåëüíûé ê âû÷èñëèòåëüíûì ðåñóðñàì ïî ñðàâíåíèþ ñ

ìåòîäîì LU-ôàêòîðèçàöèè [9].

Îáîñíóåì íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íåïîëíîé CR-ôàêòîðè-

çàöèè ìàòðèö Ôw äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íüþòîíà (6) è ðàññìîòðèì âîç-

ìîæíîñòü ñóùåñòâåííîãî ñíèæåíèÿ òðåáîâàíèé ê âû÷èñëèòåëüíûì ðå-

ñóðñàì, ïðèâëåêàåìûì äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ áîëüøîé

ðàçìåðíîñòè.

Ìåòîä CR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö. Îñíîâîé ìåòîäà CR-ôàêòîðèçà-

öèè [9] ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç m øàãîâ âû÷èñëåíèé, âûïîëíÿå-

ìûõ íàä çàäàíîé m m% ìàòðèöåé A â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè

A Ai j j i( , )� � � �
1 1 1 1

C R , A 0( , ) ( ,:)� � �i j
Ti

1 1 1 , A 0( , ) (:, )� � �i j j
1 1 1 , i N1 � , j N1 � ;

A Ai j i j j i( , ) ( , )� � � �� �
2 2 1 1 2 2

C R , A 0( , ) ( ,:)� � �i j
Ti

2 2 2 , A 0( , ) (:, )� � �i j j
2 2 2 ,

{i N i i2 2 1� �| }, { j N j j2 2 1� �| };

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8)

A Ai j i j j im m m m m m( , ) ( , )� � � �� � �
� �1 1

0C R ,

{i N i i k mm m k� & � �| { | , , ..., }}1 2 1 ,

{ j N j j k mm m k� & � �| { | , , ..., }}1 2 1 ,

Ñ.Å. Ñàóõ
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ãäå N — ìíîæåñòâî âèäà {1, 2, ..., m}; A 0( , ) ( ,:)� � �i j k
T

k k
i è A ( , ) (:, )� � �i j kk k

j

� 0 — íóëåâûå âåêòîð-ñòðîêà è âåêòîð-ñòîëáåö ìàòðèöû A i jk k( , )� � , ôîð-

ìèðóåìîé íà k-ì øàãå âû÷èñëåíèé.

Ïîñêîëüêó â ôîðìèðóåìûõ ìàòðèöàõ{ | , , ..., }( , )A k mi jk k� � �1 2 ñòîëáöû

ñ íîìåðàìè{ | , , ..., }j k mk �1 2 è ñòðîêè ñ íîìåðàìè{ | , , ..., }i k mk �1 2 ÿâëÿþòñÿ

íóëåâûìè, èòîãîâàÿ ìàòðèöà òàêæå áóäåò íóëåâîé, ò.å. A i jm m( , )� � '0.

Ýëåìåíòû { | , , ..., }c k mi jk k
�1 2 è { | , , ..., }r k mi jk k

�1 2 âåêòîð-ñòîëáöîâ

{ | , , ..., }C jk
k m�1 2 è âåêòîð-ñòðîê { | , , ..., }R ik

k m�1 2 ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ïî

âåäóùèì ýëåìåíòàì { ( , )| , , ..., }( , )A i j k mi j k kk k� �� �
�

1 1
1 2 ïðåîáðàçóåìûõ ìàò-

ðèö { | , , ..., }( , )A k mi jk k� �� �
�

1 1
1 2 , ãäå A A ki jk k( , ) |� �� �

� �
1 1

1. Ýëåìåíòû ci jk k
è

ri jk k
, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó c r A i ji j i j i j k kk k k k k k

� � �� �( , ) ( , )
1 1

, íàõîäèì,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ci jk k
�1 è r A i ji j i j k kk k k k

� � �� �( , ) ( , )
1 1

ëèáî ri jk k
� 1 è ci jk k

�
� � �� �

A i ji j k kk k( , ) ( , )
1 1

.

Èç ñîîòíîøåíèé (1) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

A CR
k

m

j ik k
� �

�
(

1

C R ,
(9)

ãäå ìàòðèöû C è R îáðàçîâàíû èç âåêòîð-ñòîëáöîâ { | , , ..., }C jk
k m�1 2 è

âåêòîð-ñòðîê { | , , ..., }R ik
k m�1 2 ïîñðåäñòâîì èõ ðàçìåùåíèÿ â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé èíäåêñà k m�1 2, , ..., . Çàìåòèì, ÷òî ïðè îðãàíèçàöèè

ìàøèííûõ âû÷èñëåíèé ïîäîáíîå óïîðÿäî÷åííîå ðàçìåùåíèå óêàçàííûõ

âûøå ãðóïï âåêòîðîâ íå âûïîëíÿåòñÿ, à âû÷èñëÿåìûå íà k-ì øàãå âåêòîðû

C jk
è R ik

ðàçìåùàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â îáëàñòÿõ ïàìÿòè, â êîòîðûõ îá-

ðàçóþòñÿ íóëü-âåêòîðû A 0( , ) (:, )� � �i j kk k
j è A 0( , ) ( ,:)� � �i j k

T

k k
i .

Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà CR-ôàêòîðèçàöèè íàä ñóùåñòâóþ-

ùèìè çàêëþ÷àåòñÿ â àäàïòèâíîñòè âûðàæåíèé (8), (9) ê ïîçèöèîíèðîâàíèþ

âûáèðàåìûõ âåäóùèõ ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ

ñõåì õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö ñîïðÿæåíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ âûïîëíå-

íèÿ ìíîæåñòâà íåàðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòóïà ê ìàò-

ðè÷íûì ýëåìåíòàì, îòñóòñòâèå â ìåòîäå CR-ôàêòîðèçàöèè ïåðåñòàíîâîê

ñòðîê è ñòîëáöîâ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ñîêðàùåíèþ îáúåìà âû÷èñ-

ëåíèé (â ñðåäíåì íà òðåòü).

Óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà CR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö. Ñîîòíîøåíèÿ

(8) îïðåäåëÿþò èòåðàöèîííûé õàðàêòåð ôîðìóë CR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö

ñ ÷èñëîì èòåðàöèé m. Â ñëó÷àå ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè òàêàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíàÿ öåïü âû÷èñëåíèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó íàêîï-

ëåíèþ îøèáîê. Ïîýòîìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî

ïðîöåññà íà k-ì øàãå ôàêòîðèçàöèè ñëåäóåò âûáèðàòü âåäóùèé ýëåìåíò

òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü âëèÿíèå ïðîèçâåäåíèÿ C Rj ik k
) íà ìàòðèöó
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A i jk k( , )� �� �1 1
, èç êîòîðîé îáðàçóåòñÿ ìàòðèöà A i jk k( , )� � . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîèñê

âåäóùåãî ýëåìåíòà a i ji j k kk k( , ) ( , )� �� �1 1
â ìàòðèöå A i jk k( , )� �� �1 1

íåîáõîäèìî

âûïîëíÿòü â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèåì ïîëó÷åíèÿ òàêèõ ìíîæèòåëåé

C jk
è R ik

, êîòîðûå èìåþò ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ íîðìó

A A =i j i j j i j i
i jk k k k k k k k
k

( , ) ( , )
( ,
min� � � �� ) � ) �

� �1 1
C R C R

k )
. (10)

Çäåñü — îêòàýäðàëüíàÿ íîðìà ìàòðèöû ëèáî âåêòîðà. Âûáîð èìåííî

òàêîé íîðìû îáúÿñíÿåòñÿ ïðîñòîòîé àëãîðèòìà åå âû÷èñëåíèÿ è, ÷òî ñàìîå

ãëàâíîå, óñòîé÷èâîñòüþ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ ê âû÷èñëèòåëüíûì

îøèáêàì. Ïîñêîëüêó

C j

i

ij
i

i j k

i j
k k

k k

k k

c

a i j

r
� �(

( � �� �( , ) ( , )
1 1

, (11)

R i

j

i j
j

i j k

i j
k k

k k

k k

r

a i j

c
� �(

( � �� �( , ) ( , )
1 1

, (12)

a i j c ri j k k i j i jk k k k k k( , ) ( , )� �� �
�

1 1
è ïðè ýòîì jk-ñòîëáåö è ik-ñòðîêà ìàòðèöû

A i jk k( , )� � ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè, èç (10) ñ ó÷åòîì (8) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:

( ( ,*)( , )A ii j kk k� �� �
�

1 1

�
�

� �
� � �

� �

� � �a i j
A j a

i j k k

i j k i

k k

k k k

( , )

( , ) (
( , ) )

(*, )

1 1

1 1 1 1

1 1

, )

( , )
( , )

( , )

( , )
min

�

� �

�

� �

�j k k

i j k k
i j

k

k k
k k

i j

a i j
,

(13)

ãäå

A i a i ji j k

j

i j kk k k k( , ) ( , )( ,*) ( , )� � � �� � � �
�(1 1 1 1

,

A j a i ji j k

i

i j kk k k k( , ) ( , )(*, ) ( , )� � � �� � � �
�(1 1 1 1

.

Êðèòåðèé (13) ïðîñò â ðåàëèçàöèè, òàê êàê îïðåäåëåíèå âõîäÿùèõ

â íåãî íîðì îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî è íå òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîèñêà âåäóùåãî ýëåìåíòà

a i ji j k kk k( , ) ( , )� �� �1 1
íåò íåîáõîäèìîñòè âûïîëíÿòü îöåíêó ôóíêöèîíàëà â

(13) äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A i jk k( , )� �� �1 1
. Ïîèñê âåäóùåãî ýëåìåíòà

äîñòàòî÷íî îcóùåñòâèòü â m mk ** íåíóëåâûõ ñòðîêàõ ìàòðèöû A i jk k( , )� �� �1 1
,

ñîäåðæàùèõ íàèìåíüøåå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Òàêîé ñïîñîá ïîèñêà

âåäóùåãî ýëåìåíòà íå òîëüêî îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëåíèé, íî

è óìåíüøàåò ðàçëè÷èå ìåæäó øàáëîíàìè ìàòðèö A i jk k( , )� �� �1 1
è A i jk k( , )� � .
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Ìåòîä ICR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö. Îáðàùàÿñü ê ðåêóððåíòíûì

ñîîòíîøåíèÿì âèäà (8), îïðåäåëÿåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íà k-ì øàãå

ôàêòîðèçàöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñòîëáöà

C jk
è ñòðîêè R ik

ôîðìèðóåìûõ ôàêòîðíûõ ìàòðèö C è R íà ìàòðèöó

A i jk k( , )� � . Î÷åâèäíî, â ñëó÷àå íåñîïîñòàâèìîñòè ñòðî÷íûõ è ñòîëáöîâûõ

îêòàýäðàëüíûõ íîðì ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ, à èìåííî

c A iij i i jk k k k
) ** � �� �

R ( , ) ( ,*)
1 1

(14)

è

r A ji j j i jk k k k
) ** � �� �

C ( , ) (*, )
1 1

, (15)

ýëåìåíòû cijk
è ri jk

îêàçûâàþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè è ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî

îíè ðàâíû íóëþ. Äëÿ îöåíèâàíèÿ çíà÷èìîñòè ýëåìåíòîâ cijk
è ri jk

íåò

íåîáõîäèìîñòè â ïðåäâàðèòåëüíîì âû÷èñëåíèè ñòîëáöà C jk
è ñòðîêè R ik

,

òàê êàê âûðàæåíèÿ (14) è (15), ñ ó÷åòîì (11) è (12), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

òîæäåñòâåííîì âèäå:

c

c

A i

A i

ij

i j

i j

i j k

k

k k

k k

k k

** � �

� �

� �

� �

( , )

( , )

( ,*)

( ,*)

1 1

1 1

�
(

(

� �

� �

� �

� �

j

i j

j

i j k

a i j

a i j

k k

k k

( , )

( , )

( , )

( , )

1 1

1 1

, (16)

r

r

A j

A j

a
i j

i j

i j

i j k

i

i

k

k k

k k

k k

k

** �� �

� �

�(
( , )

( , )

((*, )

(*, )

� �

� �

�

� �(
1 1

1 1

, )

( , )

( , )

( , )

j

i

i j k

k

k k

i j

a i j
. (17)

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü çíà÷èìîñòü ýëåìåí-

òîâ ñòîëáöà C jk
è ñòðîêè R ik

, îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó

íîðìàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A i jk k( , )� �� �1 1
. Ïàðà-

ìåòðèçàöèÿ âûðàæåíèé (16) è (17) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü èõ â âèäå

c

c

a i j

a i

ij

i j

j

i j

j

i j

k

k k

k k

k k

*
(

(

� �

� �

� �

� �

+
( , )

( , )

( , )

(

1 1

1 1 k j, )
, (18)

r

r

a i j

a i

i j

i j

i

i j

i

i j

k

k k

k k

k k

*
(

(

� �

� �

� �

� �

+
( , )

( , )

( , )

(

1 1

1 1
, )jk

, (19)

óäîáíîì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Àïðèîðè çàäàâàåìîå çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà + óñòàíàâëèâàåò ãðàíèöó ðàçäåëà ýëåìåíòîâ cijk
è ri jk

íà çíà÷èìûå
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è íåçíà÷èìûå. Â ïðîöåññå ôàêòîðèçàöèè çíà÷èìûå ýëåìåíòû ñîõðàíÿþòñÿ â

ñòîëáöàõ
~

( )C jk
+ è ñòðîêàõ

~
( )R ik
+ , îáðàçóÿ ìàòðèöû

~
( )C + è

~
( )R + .

Òîæäåñòâåííîñòü âûðàæåíèé (18) è (19) âûðàæåíèÿì (14) è (15) ïîçâî-

ëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü îòáðîøåííûå ìàëîçíà÷èìûå ýëåìåíòû cijk
è ri jk

â

ôîðìóëàõ (8) êàê îøèáêè ìàøèííûõ âû÷èñëåíèé, à ïàðàìåòð + ðàññìàò-

ðèâàòü â êà÷åñòâå îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ îøèáîê. Çàìåòèì,

÷òî äëÿ ôàêòîðíûõ ìíîæèòåëåé
~

( )C + è
~

( )R + ñïðàâåäëèâûìè ÿâëÿþòñÿ ïðå-

äåëüíûå âûðàæåíèÿ âèäà

lim
~

( )
+

+
�

�
0
C C, lim

~
( )

+
+

�
�

0
R R . (20)

Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ôîðìóëàõ (8) CR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö c âû-

áîðîì âåäóùèõ ýëåìåíòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì (10) è ïðèíåá-

ðåæåíèåì ýëåìåíòîâ ôàêòîðíûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (18)

è (19), ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì íåïîëíîé ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé ICR-ôàêòîðèçà-

öèè ìàòðèö.

Ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé Íüþòîíà ìåòîäîì ICR-ôàêòîðèçàöèè

ìàòðèö. Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû CR- è ICR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö Ôw , âõîäÿ-

ùèõ â ñèñòåìû óðàâíåíèé Íüþòîíà (6), íàõîäèì ñîîòâåòñòâåííî

Ô C Rs sw � è Ô C R Ôs s sw � �
~

( )
~

( ) ( )+ + +� , (21)

ãäå ìàòðèöà îøèáîê ICR-ôàêòîðèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì �Ôs( )+ �
� �C R C Rs s s s

~
( )

~
( )+ + . Ñ ïîìîùüþ ôàêòîðèçîâàííûõ ìàòðèö (21) ïðåäñòà-

âèì ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) â âèäå

{
~

( )
~

( ) ( ) ( )C R Ôs s s s s s+ + +� � �w Ô w w� � � | , , ...}s �0 1 . (22)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (20), çàïèøåì ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ìàò-

ðèöû îøèáîê âèäà lim ( )
+

+
�

�
0

0�Ôs . Àíàëèç ñîîòíîøåíèé (10) è (14), (15)

ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî çíà÷åíèÿ + ,0

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

�Ô C Rs s s( )
~

( )
~

( )+ + +** . (23)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìûå ðåøåíèÿ -�ws | , , ...}s �0 1 ñèñòåì âèäà (22)

ìîæíî îöåíèòü ïðèáëèæåííî ðåøåíèÿìè -�~ws | , , ...}s �0 1 ñèñòåì óðàâíå-

íèé âèäà

{
~

( )
~

( ) ~ ( )C Rs s s s s+ + �w Ô w� � | , , ...}s �0 1 . (24)

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòåé òàêèõ ðåøåíèé âû÷òåì óðàâíåíèÿ (24) èç ñîîò-

âåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé (22) è ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

-� � � �w w ws s s s s sC R Ô� � �~ (
~

( )
~

( )) ( )+ + +1 | , , ...}s �0 1 .
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Ñ ó÷åòîì (23) è íåðàâåíñòâà

(
~

( )
~

( )) ( ) (
~

( )
~

( )) ( )C R Ô C R Ôs s s s s s+ + + + + +� �� )1 1� � ,

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ íîðì ëþáûõ äâóõ ìàòðèö, îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì èñêîìûå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé â âèäå

- � � �w w ws s s s� �~ ( ). + | , , ...}s �0 1 , (25)

ãäå . + + + +s s s sC R Ô( ) (
~

( )
~

( )) ( )� ) **�1 1� .

Àíàëèçèðóÿ âûðàæåíèå (25), ñîäåðæàùåå îöåíêè âåðõíèõ ãðàíèö ïî-

ãðåøíîñòåé ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé -�~ws | , , ...}s �0 1 ñèñòåì óðàâíåíèé

(24), âèäèì îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà ICR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö

Ôw , à èìåííî âîçìîæíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé, ïîçâî-

ëÿþùèõ ïîëó÷àòü áëèçêèå ê òî÷íûì ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé Íüþòîíà.

Ïîñêîëüêó ìåòîä ICR-ôàêòîðèçàöèè îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíûå ïîãðåø-

íîñòè àïïðîêñèìàöèè ìàòðèö Ôw ôàêòîðíûìè ìíîæèòåëÿìè
~

( )C s + è
~

( )Rs + ,

åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî, à íå â ñîñòàâå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ

ìèíèìèçàöèè íåâÿçîê â óðàâíåíèè (7), ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðà-

òèòü çàòðàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ ïðè ðåøåíèè âàðèàöèîííûõ íå-

ðàâåíñòâ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Â êà÷åñòâå òåñòî-

âîãî ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïðåïÿòñòâèè [11], cîñòîÿùàÿ â íàõîæ-
äåíèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óïðóãîé ìåìáðàíû, êîòîðàÿ

à) ïðîõîäèò ÷åðåç ïóñòîòåëûå ó÷àñòêè æåñòêîé ðåøåòêè, ëåæàùåé â
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè êîîðäèíàò,

á) íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì «âåðòèêàëüíîé» ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-

íîé ñèëû,

â) óäåðæèâàåòñÿ âáëèçè ðåáåð ðåøåòêè â ïðåäåëàõ äîïóñòèìîãî îòêëî-

íåíèÿ îò íèõ.

Çàäà÷à î ïðåïÿòñòâèè èìååò ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâ-

êè, â òîì ÷èñëå â âèäå ñìåøàííîé çàäà÷è äîïîëíèòåëüíîñòè, êîòîðàÿ òîæ-

äåñòâåííà ñîîòíîøåíèÿì (3). Íà ðèñóíêå (ñì. âêëåéêó) ïðåäñòàâëåíû ôîð-

ìû, ïðèíèìàåìûå óïðóãîé ìåìáðàíîé ïîä âîçäåéñòâèåì ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûõ ñèë.

Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ îáëàñòü, îõâàòûâàåìàÿ æåñòêîé ðå-

øåòêîé, ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé n n% êâàäðàò ñ n äèñêðåòíûìè òî÷êàìè íà

ñòîðîíå. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî èñêîìûõ ïåðåìåííûõ, âêëþ÷àÿ ëàã-

ðàíæåâû ìíîæèòåëè, ñîñòàâëÿëî N n n� % %3 .

Ðåøåíèå çàäà÷è âûïîëíÿëîñü ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ïðèëîæåíèÿ

PATH è îðèãèíàëüíîãî ïðèëîæåíèÿ ICRS ñ ïàðàìåòðîì ñìåùåíèÿ ìàëûõ
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ýëåìåíòîâ ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíò îáîáùåííûõ ÿêîáèàíîâ Êëàðêà . � �10 5

[8] è ïàðàìåòðîì ICR-ôàêòîðèçàöèè + � �10 4. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1, èç êîòîðîé âèäíî ïîäòâåðæäåíèå îñíîâíîãî ìîòè-

âàöèîííîãî ïîëîæåíèÿ èññëåäîâàíèÿ [3] î íåïðèãîäíîñòè ïðèëîæåíèÿ

PATH äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ïðî÷åðêè â òàáë. 1 óêàçû-

âàþò íà íåâîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷.

Ñ.Å. Ñàóõ
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n N
PATH ICRS ICRS&GMRES

itr time, c itr time, c itr time, c

100 30 000 12 2,3 14 5,5 14 6,8

150 67 500 16 10,8 20 18,1 21 25,6

200 120 000 21 36,0 24 45,4 26 67,2

300 270 000 31 200,7 30 167,5 35 266,4

400 480 000 41 681,1 38 462,6 44 744,4

500 750 000 51 1819,2 42 914,8 51 1581,0

600 1 080 000 — — 59 2115,5 60 3046,4

700 1 470 000 — — 71 3894,8 72 5409,8

800 1 920 000 — — 79 5731,4 81 8878,2

900 2 430 000 — — 86 8298,0 90 13521,3

1000 3 000 000 — — 93 9761,8 100 20536,0

Òàáëèöà 1

n
×èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö

Ôw

~
( )C0 + è

~
( )R0 +

~
L0

è
~

U0

100 109 600 220 709 274 555

200 439 200 891 900 1 198 504

300 988 800 2 014 683 2 798 879

400 1 758 400 3 584 375 5 104 351

500 2 748 000 5 604 651 8 183 344

600 3 957 600 8 079 688 12 029 746

700 5 387 200 10 996 586 16 594 693

800 7 036 800 14 371 746 —

900 8 906 400 18 205 441 —

1000 10 996 000 22 463 848 —

Òàáëèöà 2



Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âûñîêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè êâàçèíüþòî-

íîâñêèõ èòåðàöèé (itr), ðåàëèçóåìûõ ïðèëîæåíèåì ICRS, ñîïîñòàâèìà ñ

àíàëîãè÷íûì ïîêàçàòåëåì ðàáîòû ïðèëîæåíèÿ PATH. Êðîìå òîãî, ïðèëî-

æåíèå ICRS òðåáóåò çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ çàòðàò âðåìåíè íà ðåøåíèå

çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ÷òî ïîäòâåðæäàåò öåëåñîîáðàçíîñòü ïîñòðîå-

íèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ôàêòîðíûõ ìíîæèòåëåé
~

( )C s + è
~

( )Rs + äëÿ ïðÿìîãî

ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé Íüþòîíà âèäà (24), à íå äëÿ ïðåäîáóñ-

ëîâëåííîãî èòåðàöèîíîãî ìåòîäà GMRES(m) ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé

Íüþòîíà âèäà (6), ðåàëèçîâàííîãî â ïðèëîæåíèè ICRS&GMRES. Â ýêñïå-

ðèìåíòàõ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà m â ìåòîäå GMRES áûëî óñòàíàâëåíî ðàâ-

íûì 10, êðîìå ñëó÷àÿ n �1000, êîãäà ïðèíÿòî m = 5.

Ïðèìåíåííûé ìåòîä ICR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö Ôw òðåáóåò ñóùåñò-

âåííî ìåíüøèõ îáúåìîâ ïàìÿòè äëÿ ðàçìåùåíèÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ

ìàòðèö
~

( )C s + è
~

( )Rs + ïî ñðàâíåíèþ ñ îáúåìàìè ïàìÿòè, êîòîðûå íóæíû

äëÿ ðàçìåùåíèÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö
~
Ls è

~
U s â èçâåñòíîì ìåòîäå

ILU-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö Ôw . Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóþò ðåçóëüòàòû âû-

÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðèâåäåííûå â òàáë. 2, â êîòîðîé ñóììàð-

íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö
~

( )C 0 + è
~

( )R0 + ñôîðìèðîâàíî ñ ïî-

ìîùüþ ïðèëîæåíèÿ ICRS, à ìàòðèö
~
L0 è

~
U 0 — ñ ïîìîùüþ ïðèëîæåíèÿ

MINOS [3]. Âñå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû âûïîëíåíû íà êîìïüþ-

òåðå Intel P4 (Chipset Intel 865 PE, FSB 800 MHz, CPU 3.0GHz with HT, Dual

Channel Memory 2GB, DDR400), óïðàâëÿåìîì îïåðàöèîííîé ñèñòåìû

Microsoft Windows XP.

Âûâîäû

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà íåïîëíîé ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö
â ñîñòàâå êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåãëàäêèõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé
Íüþòîíà ñ äîñòàòî÷íî ìàëîé ïîãðåøíîñòüþ. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü çàìåíû òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ
ìèíèìèçàöèè íåâÿçîê ñèñòåì óðàâíåíèé Íüþòîíà ïðÿìûì ìåòîäîì ðå-
øåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ôàêòîðèçîâàííûìè ìàò-
ðèöàìè. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ íåïîëíîé ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé ôàêòîðè-
çàöèè ìàòðèö è ïðÿìîãî ðåøåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé
Íüþòîíà ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëèòåëüíûõ ðå-
ñóðñîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè. Ðàçðàáîòàííîå íà íîâîé ìåòîäè÷åñêîé îñíîâå ïðèëîæåíèå
ICRS ïî ñâîèì âîçìîæíîñòÿì çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò èçâåñòíûå ïðè-
ëîæåíèÿ, â òîì ÷èñëå øèðîêî èñïîëüçóåìîå ïðèëîæåíèå PATH.
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S.Ye. Saukh

APPLICATION OF INCOMPLETE COLUMN-ROW FACTORIZATION

OF MATRICES IN QUASI-NEWTON METHODS FOR SOLVING

LARGE-SCALE VARIATIONAL INEQUALITY PROBLEMS

The need of using the method of incomplete column-row (ICR) is substantiated. ICR method is
the method of factorization of matrices in the composition with quasi-Newton methods for sol-
ving nonsmooth algebraic systems of equations. The factorization method enables direct solution
of approximated systems of Newton’s equations and eliminates the use of iterative methods for
approximate solving initial systems of Newton’s equations.

K e y w o r d s: variational inequality problems, non-smooth equations, sparce matrix, column-row
factorization.
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CÀÓÕ Ñåðãåé Åâãåíüåâè÷, ä-ð òåõí. íàóê, ãë. íàó÷. ñîòð. Èí-òà ïðîáëåì ìîäåëèðîâàíèÿ â

ýíåðãåòèêå èì. Ã.Å.Ïóõîâà ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1978 ã. îêîí÷èë Êèåâñêèé èí-ò èíæåíåðîâ ãðàæ-

äàíñêîé àâèàöèè. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ÷èñëåííûå îïåðàòîðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîäû è òåõíîëîãèè ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ìåòîäû ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, ðàâíî-

âåñíûå ìîäåëè, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýíåðãîðûíêîâ, ãàçîòðàíñïîðòíûõ ñèñòåì,

ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ïðèìåíåíèå íåïîëíîé ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2015. Ò. 37. ¹ 5 15



Ê ñòàòüå Ñ.Å. ÑÀÓÕÀ

100

0

1

100

80

80

60

60

40

4020

20
0 0

100

0

1

100

80

80

60

60

40

4020

20
0 0

Ôîðìû, ïðèíèìàåìûå óïðóãîé ìåìáðàíîé ïîä âîçäåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-
íûõ ñèë ïëîòíîñòüþ 1 (à) è ïëîòíîñòüþ 100 (á) â ñëó÷àå ïðåïÿòñòâèÿ â âèäå æåñòêîé ðå-
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