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Ïîëó÷åíû ìàæîðàíòíûå îöåíêè çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòåé ðåêóððåíòíîãî ðàñ÷åòà Ò-ñïåêòðà
äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè îò ïîãðåøíîñòåé ïðåäñòàâëåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë â ÝÂÌ ñ
ïëàâàþùåé çàïÿòîé. Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè Ò-ñïåêòðà îïðåäåëåíû îãðàíè÷åíèÿ
íà ÷èñëî ðàññ÷èòûâàåìûõ Ò-äèñêðåò ñ ó÷åòîì äëèíû ìàíòèññû ÷èñåë, èñïîëüçóåìûõ ïðè
ðàñ÷åòå.

Îòðèìàíî ìàæîðàíòí³ îö³íêè çàëåæíîñò³ ïîõèáîê ðåêóðåíòíîãî ðîçðàõóíêó Ò-ñïåêòðó äëÿ
îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ïîñò³éíèìè
êîåô³ö³ºíòàìè â³ä ïîõèáîê çîáðàæåííÿ ä³éñíèõ ÷èñåë â ÅÎÌ ³ç ïëàâàþ÷îþ êîìîþ. Çã³äíî ç
óìîâîþ ñò³éêîñò³ Ò-ñïåêòðó âèçíà÷åíî îáìåæåííÿ íà ê³ëüê³ñòü Ò-äèñêðåò, âèõîäÿ÷è ç äîâæè-
íè ìàíòèñè ÷èñåë, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîçðàõóíêó.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: äèôôåðåíöèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, Ò-ñïåêòð, îáëàñòü óñòîé÷è-
âîñòè, ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
çàäà÷ íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ñâîéñòâà çàäà÷è è ñâîéñòâà âû÷èñëèòåëüíîãî
àëãîðèòìà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ åå ðåøåíèÿ. Òàê, ñëåäóåò îòäåëüíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîé çàäà÷è è î òîì, ÷òî îíî íåïðåðûâíî çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ.
Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ òàêæå óñòîé÷èâîñòüþ îòíîñèòåëüíî âõîä-
íûõ äàííûõ. Õîðîøî èçâåñòíû îïðåäåëåíèå è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ). Õîðîøèå ñâîéñòâà èñõîäíîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé çàäà÷è íå ãàðàíòèðóþò õîðîøèõ ñâîéñòâ ÷èñëåííîãî ìåòîäà åå
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ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ñâîéñòâà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷
òðåáóþò îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ [1].

Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì

ìåòîäîì ïðèêëàäíîãî àíàëèçà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøàòü èíòåãðî-äèôôå-

ðåíöèàëüíûå çàäà÷è â ÷èñëåííîì, àíàëèòè÷åñêîì è ÷èñëåííî-àíàëèòè-

÷åñêîì âèäàõ. Îäíà èç îñíîâíûõ îòëè÷èòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé — âîçìîæíîñòü ðåêóððåíòíîãî âû÷èñëåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñïåêòðà (Ò-ñïåêòðà) ðåøàåìîé çàäà-

÷è. Ïî ñóòè, ýòî êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà. Òàêîé ðàñ÷åò ìåòîäè÷åñêè

ïðîñòî ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäïðîãðàìì íà ÝÂÌ, ïðè

ýòîì ìåòîäè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ äåéñòâèé (âçÿòèå ñîîòâåòñò-

âóþùèõ ïðîèçâîäíûõ â ÿâíîì âèäå) çàìåíÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-

íîñòüþ ðåêóððåíòíûõ çàâèñèìîñòåé. Óêàçàííîå ñâîéñòâî ìåòîäà äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà âîçìîæíîñòü åãî

ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ [2, 3].

Óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñ-

òåìû ÎÄÓ, ðàçðàáîòàííûõ íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

(êàê è äëÿ äðóãèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ), èññëåäîâàíà

äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ ÎÄÓ (ÑËÎÄÓ) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè (ÏÊ) [4, 5]. Îäíàêî â ðàáîòàõ [4, 5] ðàññìîòðåíû òîëüêî õàðàê-

òåðèñòèêè óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ, à èìåííî

ðàñïðîñòðàíåíèå îøèáîê îò îäíîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ê äðóãîìó. Ïðè

ýòîì íå ïðîâîäèëîñü èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåêóððåíòíîãî ðàñ÷åòà

Ò-ñïåêòðà íà îäíîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ðåàëèçóåìûõ íà ÝÂÌ è,

êàê ñëåäñòâèå, îñíîâíîé âêëàä â âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ðåêóððåíòíîì âû÷èñëåíèè Ò-ñïåêòðà [6, 7]. Èçâåñòíî, ÷òî

âñå ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè íà ÝÂÌ âñëåäñòâèå êîíå÷íîé äëèíû ìàíòèññû

èñïîëüçóåìûõ â íåé ÷èñåë âûïîëíÿþòñÿ ñ îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ. Ïîýòîìó

íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ÷èñëåííûå àëãîðèòìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ

ýòèõ îøèáîê íà ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà [1, 8].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå. Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûì èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà

Ò-ñïåêòðà ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ, ò.å. ïîëó÷åíèå îöåíîê çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòåé

ðåêóððåíòíîãî ðàñ÷åòà Ò-ñïåêòðà ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ îò ïîãðåøíîñòåé ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë â ÝÂÌ ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ îäíîðîäíîé ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ èìååò âèä [1]

du t

dt
Au t

( )
( )� , t � 0, u t u( )� �0 0, (1)
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ãäå u u j n� ( )
1

— âåêòîð ðàçìåðîì n ñ ýëåìåíòàìè u j1
, j n1 1� , ..., ; A �

� �( )a j j n n1 2
— íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (detA � 0) ðàçìåðîì n n�

ñ èíäåêñàìè ýëåìåíòîâ; j1 è j2 — ñòðîêà è ñòîëáåö.

Äèôôåðåíöèàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàçûâàþò ôóíêöèîíàëüíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà [3]:
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ãäå t — àðãóìåíò, ïî êîòîðîìó âûïîëíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå; t* — çíà÷å-

íèå àðãóìåíòà, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå; h — îòðåçîê

àðãóìåíòà, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ z t( ); k — öåëî÷èñëåííûé

àðãóìåíò, k = 0, 1, …; Z k( ) — äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ ïî àðãóìåíòó k; k max —

ìàêñèìàëüíûé íîìåð, ó÷èòûâàåìûé ïðè âîññòàíîâëåíèè Ò-äèñêðåòû. Áåç

ïîòåðè îáùíîñòè äàëüíåéøèõ âûêëàäîê áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåí-

öèàëüíî-òåéëîðîâñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Âûðàæåíèå (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâîëÿþ-

ùåå ïî îðèãèíàëó z t( ) íàéòè èçîáðàæåíèå Z k( ). Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå, âîññòàíàâëèâàþùåå îðèãèíàë z t( ) â âèäå îòðåçêà ðÿäà Òåéëîðà, îïðå-

äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3). Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé (èçîáðàæåíèé) Z k( ) ïðè-

íÿòî íàçûâàòü Ò-ñïåêòðîì, à çíà÷åíèå ôóíêöèè Z k( ) ïðè êîíêðåòíûõ

çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà k — äèñêðåòàìè Ò-ñïåêòðà (Ò-äèñêðåòàìè) [3].

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ðàññìîòðèì ÿâíóþ (ñà-

ìóþ ïðîñòóþ íà îñíîâå (2), (3)) Ò-ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ ÑËÎÄÓ (1) íà

ðàâíîìåðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêå �i it ih i� � �{ , , , ,...}0 1 2 (äëÿ óïðîùå-

íèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê âñå îïåðàöèè ïðîâîäÿòñÿ â ìàòðè÷íîì âèäå) [2,

3, 6, 7]:

U u t ihi i( ) , ,0 � �

U k
h

k
AU k k k( ) ( ), , ..., ,max� �

�
� �1

1
0 1 (4)

u U ki

k

k

i�
�

� �1

0

max

( ), (5)

ãäå ui — ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàåìàÿ â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ (1) íà�i ;

U k( ) — Ò-äèñêðåòû ðåøåíèÿ (1) íà �i ; h — øàã âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêè �i

ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ÎÄÓ; k max — ìàêñèìàëüíûé íîìåð ó÷èòûâàå-

ìîé ïðè âîññòàíîâëåíèè Ò-äèñêðåòû.

Óñòîé÷èâîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî ñïåêòðà ñèñòåìû
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Äëÿ ÑËÎÄÓ (1) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (òî÷íîå ðåøåíèå (1), çàïèñàí-

íîå ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû) [9]

U k
H

k
A U

k
k( )

!
( )max

max

max
max� 0 . (6)

Ïðè âû÷èñëåíèè íà ÝÂÌ ðåàëèçàöèÿ êàæäîé ìàòåìàòè÷åñêîé îïåðàöèè

íåèçáåæíî ñîïðîâîæäàåòñÿ îøèáêîé ñ÷åòà (îêðóãëåíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî,

ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà (6) íà îñíîâàíèè ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (4) íå áóäóò

òîæäåñòâåííû, à èìåííî
~

( ) ( )max maxU k U k� , ãäå
~

( )maxU k è U k( )max —

Ò-äèñêðåòû ÷èñëåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé (4).

Îöåíèì êîëè÷åñòâåííî âëèÿíèå òàêîé îøèáêè, èñïîëüçóÿ ïîäõîä íà-

çûâàåìûé îáðàòíûì àíàëèçîì îøèáîê [8]. Ïîëîæèì, ÷òî ðàñ÷åò ñîãëàñíî

(4) íà ÝÂÌ âûïîëíåí òî÷íî, íî ïðè íåêîòîðûõ âîçìóùåííûõ äàííûõ. Íà

îñíîâàíèè ýòîãî çàïèøåì èñõîäíûå äàííûå (4) (ïîëàãàÿ, ÷òî âîçìóùåíèÿ

âíåñåíû òîëüêî â ìàòðèöó A) â âèäå

~
( )

~ ~
( ), ( ) , , ..., ,maxU k

h

k
A U k U u k kk i� �

�
� � �1

1
0 0 1 (7)

~
( ) ( ) ( )U k U k U k� � � , (8)

~
A A Ak k� �� , (9)

ãäå
~

( )U k è �U k( ) — âîçìóùåííûå Ò-äèñêðåòû è âîçìóùåíèÿ, âíåñåííûå â

Ò-äèñêðåòó (4);
~
Ak è � Ak — âîçìóùåííàÿ ìàòðèöà è âîçìóùåíèå, âíåñåí-

íîå â ýòó ìàòðèöó ïðè ðåêóððåíòíîì âû÷èñëåíèè k + 1-é Ò-äèñêðåòû.

Çàïèøåì (7) ñ ó÷åòîì (9), èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

(ðåçóëüòàò ïîäîáåí (6)):
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Ïîñêîëüêó îøèáêè ñ÷åòà ìàëû, ïîëîæèì

A Ak
� �1 1� . (11)
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Çäåñü � — îïåðàòîð íîðìû (äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ íîðìû ìàòðèö,
ñîãëàñîâàííûå ñ íîðìàìè âåêòîðîâ). Èç (10) ñ ó÷åòîì (8), (9) ïîëó÷àåì [8]
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ãäå E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

k

k

kE A A E
�

�
�� � �
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( )� ,

äëÿ êîòîðîé ñ ó÷åòîì (11) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
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Ñîãëàñíî (4) ïîëó÷àåì
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Ñ ó÷åòîì (13) è (14) èç (12) ñëåäóåò
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� �
�

�
��

�

�
��

�

�

�

�
�

�
U k

U k
M A A

A

k

k

k

k

( )

( )

max

max

max

max
1

0

1

, (15)

ãäå M A AA � �1 — ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A, èìåþùåå ñëå-

äóþùèå ñâîéñòâà [1]:

M
A

A
A � �

max ( )

min ( )

�

�
1, (16)

ãäå � ( )A — ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A. Ïðè ýòîì äëÿ ÑËÎÄÓ (1) ïðè

n �1íåðàâåíñòâî (16) èñïîëüçóåòñÿ êàê ðàâåíñòâî MA =1.

Ïîëîæèì, ÷òî âíîñèìîå íà êàæäîé èòåðàöèè (4) âîçìóùåíèå ìàòðèöû

A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

� �A Ak � . (17)

Ñ ó÷åòîì (17) çàïèøåì (15) (îòáðàñûâàÿ âåëè÷èíû áîëüøåãî ïîðÿäêà ìà-

ëîñòè) â âèäå íåðàâåíñòâà

�
�

U k

U k
k M A A

A

k( )

( )

max

max

max
max� �1 , (18)

ãäå ëåâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé îøèáêîé ðåêóððåíòíîãî ðàñ÷åòà

Ò-ñïåêòðà ÑËÎÄÓ (1). Çàâèñèìîñòü (18) îïèñûâàåò âëèÿíèå ïîãðåøíîñòè

îêðóãëåíèÿ (âîçìóùåíèÿ ìàòðèöû A) íà îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðå-

êóððåíòíîãî ðàñ÷åòà Ò-ñïåêòðà ÑËÎÄÓ (1) íà îñíîâàíèè (4).

Îöåíèì êîëè÷åñòâåííî âåëè÷èíó �A , èñïîëüçóÿ ïîäõîä, íàçûâàå-

ìûé ïðÿìûì àíàëèçîì îøèáîê [8], ñîãëàñíî êîòîðîìó ðàññìàòðèâàåìûå

âûðàæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ è àíàëèçèðóþòñÿ ïî ïðàâèëàì ìàøèííîé àðèô-

ìåòèêè. Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè ïðîâå-

äåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íà ÝÂÌ èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

÷èñåë â ñèñòåìå ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé, äëÿ êîòîðîé îøèáêè ïðåäñòàâëåíèÿ

÷èñåë â ÝÂÌ è îøèáêè îêðóãëåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-

ðàöèé (*, /, ±) èìåþò âèä [1, 8]

| ~ |

| |
| |

x x

x
px

q�
� � � �� � �

1

2

1, (19)

ãäå � x è � — îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà x â ÝÂÌ è åå

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå; q — ÷èñëî ðàçðÿäîâ ìàíòèññû; p — îñíîâàíèå

ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.
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Ðàñêðîåì âåêòîðíûå âûðàæåíèÿ â (4) ïî ýëåìåíòàì:

U k
h

k
AU k U k

h

k
a U kj n j j n n j( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )� �

�
� � �

�
�1

1
1

11 1 2 1
)n �

� � �
� �
�U k

h

k
a U kj

j

n

j j j1

1

1 2 2
1

1 1

( ) ( ), j n1 1� , ..., , (20)

ãäå U kj1
( ) — Ò-äèñêðåòà ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà âåêòîðà. Çàïèøåì

(20) â âèäå àëãîðèòìà, ðåàëèçóåìîãî íà ÝÂÌ (îïåðàòîð ñóììû âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî â öèêëå) ïî ïðàâèëàì ìàøèííîé àðèôìåòèêè [1, 8].

Ïîëîæèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ íå âîçíèêàåò ÷èñåë ìåíüøå ìàøèííîãî

íóëÿ è áîëüøå ìàøèííîé áåñêîíå÷íîñòè:

~
( )

~
~~U k f l f l

h

k
zj n1

1
1

� �
�

�

�
��

�

�
��

�

�
��

�

�
��,

~ (~ ( ( )))z fl z fl a U kj j j j j2 2 1 2 21� �� , z0 0� , j n2 1� , ..., , (21)

ãäå fl (...)— êîíå÷íàÿ äðîáü, ïîëó÷àåìàÿ ïîñëå îêðóãëåíèÿ ìàíòèññû ÷èñëà

àðãóìåíòà ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé äî q-ãî ðàçðÿäà ïîñëå çàïÿòîé. Ñ ó÷åòîì

âíîñèìûõ îøèáîê ïðè ïðîâåäåíèè êàæäîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè çà-

ïèøåì (21) â âèäå

~
( ) ( ) ~ ( )U k

h

k
zj n n n1

1
1

1 12 1� �
�

� �� �� � ,

~ ( )~ ( )( )( )z z a U kj j j j j j j j2 2 2 1 2 2 2 2
1 1 11� � � � ��� �  , z0 0� , j n2 1� , ..., , (22)

ãäå ��,  � — îòíîñèòåëüíûå îøèáêè ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â ÝÂÌ (19).

Âòîðîå óðàâíåíèå (22) ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä [1]
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Ñ ó÷åòîì (23) çàïèøåì ðåøåíèå (22) â âèäå
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Ïîñêîëüêó äëÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ � j1
1�� , j1

1�� ,

èç (24), ïîøàãîâî îòáðàñûâàÿ âåëè÷èíû áîëüøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïî-

ëó÷àåì
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Íà îñíîâàíèè (20) çàïèøåì (25) â ìàòðè÷íîì âèäå (7), (9), îáîçíà÷àÿ

îøèáêè èíäåêñîì j1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììû íå

çàâèñèò îò k:
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Îöåíèì íîðìó (26) ïðè óñëîâèè (19):
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Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
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Ñ ó÷åòîì (28) ïåðåïèøåì (27) â âèäå

� �A f n A� ( ) , ïðè 3 2� � �f n n( ) , (29)

ãäå f n( ) — ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ êîýôôèöèåíò ãëàâíîãî ÷ëåíà îøèáêè

ðàçëîæåíèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïîðÿäêà ìàòðèöû A. Èç (27)—(29) âèäíî,

÷òî äëÿ ÑËÎÄÓ (1) ìàòðèöà �Ak íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ k è óñëîâèå (17)

âûïîëíÿåòñÿ. Èñõîäÿ èç (19), (29) ïåðåïèøåì (18) â âèäå

�
�

U k

U k
k f n M p k f n M

A

k q( )

( )
( ) ( )max

max

max max
max� �� � �1 11

2
A

kmax �1 ,

3 2� � �f n n( ) . (30)

Ñîãëàñíî (17) ïðàâàÿ ÷àñòü (30) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ìàêñè-
ìàëüíîãî íîìåðà Ò-äèñêðåòè k max . Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åò Ò-ñïåêòðà ÑËÎÄÓ
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q MA

kmax
*

n � 3 n � 10 n � 20

f n( ) � 3 f n n( ) � � 2 f n( ) � 3 f n n( ) � � 2 f n( ) � 3 f n n( ) � � 2

10 101 6 6 6 6 6 6

102 3 3 3 2 3 2

103 1 1 1 1 1 1

105 0 0 0 0 0 0

15 101 11 11 11 11 11 10

102 5 5 5 5 5 5

103 3 3 3 3 3 3

105 1 1 1 1 1 1

20 101 16 16 16 16 16 15

102 7 7 7 7 7 7

103 5 4 5 4 5 4

105 2 2 2 2 2 2

25 101 21 21 21 20 21 20

102 10 10 10 10 10 9

103 6 6 6 6 6 6

105 3 3 3 3 3 3

30 101 26 26 26 25 26 25

102 12 12 12 12 12 12

103 8 8 8 8 8 8

105 4 4 4 4 4 4



(1) ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ âîçìîæåí òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííîé
âåëè÷èíû k max , à èìåííî

k p k f n Mq

A

k
max
*

maxarg max ( ) max� 1
1

2

1 1� �
�
�

�
�
�

"
#
$

%
&
'

� � � , 3 2� � �f n n( ) . (31)

Òåïåðü îöåíèì âîçìîæíûé ïîðÿäîê ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû
M A äëÿ (31). Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âûäåëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè äëÿ æåñòêîé ÑËÎÄÓ. Äëÿ òàêîé ÑËÎÄÓ âèäà (1) ââîäèòñÿ õàðàê-

òåðèñòèêà — ÷èñëî æåñòêîñòè ñèñòåìû S
A

A
A �

max Re ( )

min Re ( )

�

�
, êîòîðîå ìîæåò

èìåòü çíà÷åíèÿ 103—106 è áîëåå [1]. Èç õàðàêòåðèñòèê S A è M A ñëåäóåò,
÷òî íà ïðàêòèêå çíà÷åíèå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû, âõîäÿùåé â
ïðàâóþ ÷àñòü ÑËÎÄÓ (1), ìîæåò òàêæå äîñòèãàòü äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

çíà÷åíèé, ò.å. M A =103(106.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íà îñíîâàíèè (31) ìàêñèìàëüíîãî íîìåðà Ò-äèñê-

ðåòû ÑËÎÄÓ k max
* ïðè ðàçìåðíîñòè ÑËÎÄÓ n äëÿ îñíîâàíèÿ ñèñòåìû

ñ÷èñëåíèÿ p = 10 ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Óñëîâèå óñòîé÷èâîãî ðàñ÷åòà Ò-ñïåêòðà (31) äëÿ îäíîðîäíîãî ëèíåé-

íîãî ÎÄÓ ïðè n = 1 è M A = 1 èìååò âèä

k pq
max
* � �2

3

1. (32)

Ñîãëàñíî (32) ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ìàêñèìàëüíîãî íîìåðà Ò-äèñêðåòû ëè-

íåéíîãî ÎÄÓ ïðè p = 10 ñëåäóþùèå:

q 3 5 10 15 20

k max
* 66 6666 666666666 66666666666666 6666666666666666666

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå:

• óñòîé÷èâîñòü (òî÷íîñòü) ðåêóððåíòíîãî ðàñ÷åòà Ò-ñïåêòðà îäíîðîä-

íîé ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò äëèíû ìàíòèññû ÷èñåë, èñïîëü-

çóåìûõ â ÝÂÌ, è ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû, âõîäÿùåé â ïðàâóþ

÷àñòü îäíîðîäíîé ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ;

• ïðè íåáîëüøîé äëèíå ìàíòèññû è áîëüøîì ÷èñëå îáóñëîâëåííîñòè

ìàòðèöû, âõîäÿùåé â ïðàâóþ ÷àñòü îäíîðîäíîé ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ, íåâîçìîæ-

íî òî÷íî ðàññ÷èòàòü áîëüøîå ÷èñëî Ò-äèñêðåò äëÿ òàêîãî ÑËÎÄÓ;

• ïðè ðåêóððåíòíîì âû÷èñëåíèè Ò-ñïåêòðà îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî

ÎÄÓ îøèáêàìè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Òàêèì îáðàçîì, èç äëèíû ìàíòèññû ÷èñåë, èñïîëüçóåìûõ â ÝÂÌ, ñ

ó÷åòîì (31) ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî ðàññ÷èòûâàåìûõ ñ ïðèåìëåìîé òî÷-

íîñòüþ Ò-äèñêðåò ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ.
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Â çàäà÷å îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ïî ïðàâîé ÷àñòè, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ ëèíåéíîé

àëãåáðû, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (19) ïîëó÷åíî [8]:

�
�)

x

x
n M A� ( ) ,

(33)

ãäå ) ( )n — ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïîðÿäîê îò n0 äî n1. Èç ïîäîáèÿ çàâèñè-

ìîñòåé (30) è (33) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî (30) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé

óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà Ò-ñïåêòðà ÑËÎÄÓ (1).

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ââåäåì ïîíÿòèå — îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè

÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà Ò-ñïåêòðà îäíîðîäíîé ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ, îïðåäåëÿåìàÿ

êàê ìíîæåñòâî âñåõ íîìåðîâ ðåêóððåíòíî ðàññ÷èòûâàåìûõ Ò-äèñêðåò

ÑËÎÄÓ âèäà (1), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

1
1

2

1 1� � � �p k f n Mq

A

k
max ( ) max , 3 2� � �f n n( ) . (34)

Ñ ó÷åòîì (34) è äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå, ïîñòðîåíû ãðàôèêè

ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè (ñì. ðèñóíîê). Ðàññìîòðèì ðàçëè÷èå ìåæäó

ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà Ò-ñïåêòðà ÑËÎÄÓ (1) è

ïîëîæåíèÿìè ïî óñòîé÷èâîñòè Ò-ñõåì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà (4), (5), êàê è äðóãèå èçâåñòíûå Ò-ñõåìû [2, 4,

10]), ñîñòîèò èç êîìáèíàöèè Ò-äèñêðåò è ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

(â ðåçóëüòàòå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (5)), êîòîðîå îïèñûâàåò ðåøåíèå

ÎÄÓ â óçëàõ âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêè. Îíà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèå

ÎÄÓ â óçëå ti�1 — u t ui i( )� ��1 1 — íà îñíîâàíèè çíà÷åíèÿ â ïðåäûäóùåì

Óñòîé÷èâîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî ñïåêòðà ñèñòåìû
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óçëå ti — u t ui i( ) � . Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè Ò-ñõåì ðåøåíèÿ

ÎÄÓ ðàññìàòðèâàþò ñâîéñòâà ïîëó÷åííîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íà

ââåäåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêå ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ (ðàñïðîñòðàíåíèÿ)

îøèáêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ â óçëå ti íà îøèáêó ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ ÎÄÓ â ñëåäóþùåì óçëå ti�1. Èñõîäÿ èç õàðàêòåðèñòèê ÑËÎÄÓ (1)

(õàðàêòåðèñòèê ìàòðèöû A) è õàðàêòåðèñòèê Ò-ñõåìû (÷èñëà ó÷òåííûõ

Ò-äèñêðåò k max , îïðåäåëÿþùèõ ïîðÿäîê òî÷íîñòè Ò-ñõåìû) íàêëàäûâàþò-

ñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìàëüíûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h h A k� max max( , ).

Ïðè ýòîì, â îáùåì ñëó÷àå, ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå k max , òåì ìåíüøå îãðà-

íè÷åíèå íà øàã hmax [4], à èìåííî k hmax max+� +.

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà Ò-ñïåêòðà ÑËÎÄÓ

(1) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ýëåìåíòîâ Ò-ñõåìû (òîëüêî Ò-ñïåêòðà) â

îäíîì óçëå âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêè. Ïðè ýòîì àíàëèçèðóåòñÿ ðàñïðîñò-

ðàíåíèå îøèáîê ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà k-é Ò-äèñêðåòû íà ÷èñëåííûé ðàñ÷åò

k + 1-é Ò-äèñêðåòû. Ðåçóëüòàòîì òàêîãî èññëåäîâàíèÿ, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ

ÑËÎÄÓ (1) è õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â ÝÂÌ (19), ÿâëÿþòñÿ íà-

êëàäûâàåìûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìàëüíûé íîìåð ðàññ÷èòûâàåìîé ñ óäîâ-

ëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ Ò-äèñêðåòû k max , à èìåííî ( ) max
*M q kA , + � +.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà

Ò-ñïåêòðà ÑËÎÄÓ (1) è óñòîé÷èâîñòè Ò-ñõåì ðåøåíèÿ ÎÄÓ ðàññìàòðèâàþòñÿ

ðàçëè÷íûå ñòîðîíû ïðèìåíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Âûâîäû

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (30), (31) ÿâëÿþòñÿ îöåíêîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòà
Ò-ñïåêòðà îäíîðîäíîé ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ ïî ìàæîðàíòíîé îöåíêå íîðì ýêâèâà-
ëåíòíûõ âîçìóùåíèé, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ÿâëÿþòñÿ ìàæîðàíòíûìè [8].

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ìàæîðàíòíûõ îöåíîê òî÷íîñòè ðàñ÷åòà

Ò-ñïåêòðà îäíîðîäíîé ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ ââåäåíî ïîíÿòèå îáëàñòè óñòîé÷è-

âîñòè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà Ò-ñïåêòðà îäíîðîäíîé ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ. Ýòî ïîçâî-

ëÿåò îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî Ò-äèñêðåò îäíîðîäíîé ÑËÎÄÓ ñ

ÏÊ, êîòîðîå ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ, èñõîäÿ èç õàðàê-

òåðèñòèê ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóåìîé â ÝÂÌ, è ÷èñëà îáóñëîâëåí-

íîñòè ìàòðèöû, âõîäÿùåé â ïðàâóþ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ÑËÎÄÓ.
Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ïîðÿäîê òî÷íîñòè Ò-ñõåìû èíòåãðèðî-

âàíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ó÷òåííûõ â íåé Ò-äèñêðåò, ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ðåêóððåíòíîãî ðàñ÷åòà
Ò-ñïåêòðà îäíîðîäíîé ÑËÎÄÓ ñ ÏÊ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü îãðàíè÷åíèÿ
íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè Ò-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ
ñèñòåì ÎÄÓ.
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Yu.V. Kravchenko, M.Yu. Rakushev

THE STABILITY OF THE DIFFERENTIAL SPECTRUM
FOR LINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS SYSTEM

The majorant estimations of dependence of recursive calculations errors of T-spectrum for the
system of linear ordinary differential equations with constant coefficients on representation er-
rors of real numbers in a computer with a floating point were obtained. Proceeding from T-spec-
trum stability condition the limitations on T-discrete number were defined which are calculated
with allowance for the mantissa length of the numbers which used in calculations.

Keywords: differential transformation, T-spectrum, stability range, linear ordinary differential
equations system.
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