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Êëàñòåðèçàöèÿ àññîöèàòèâíîé ñåòè
íà îñíîâå ïîëèíîìèàëüíî-âû÷èñëèìûõ
ñïåêòðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ

Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ â êà÷åñòâå îñíîâíîé èíôîð-
ìàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ ãðàôà. Äëÿ êëàñòåðèçàöèè óçëîâ ñåòè ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå öåëå-
âîé ôóíêöèè — âçâåøåííîé ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé ìåæäó óçëàìè ñåòè. Äëÿ ìèíè-
ìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè ìàòðèöû Ëàïëàñà èñïîëüçîâàí ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ðîçãëÿíóòî çàñòîñóâàííÿ ïîë³íîì³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â ãðàô³â â ÿêîñò³ îñíîâíî¿ ³íôîðìàö³¿
äëÿ ðîçáèòòÿ ãðàôà. Äëÿ êëàñòåðèçàö³¿ âóçë³â ìåðåæ³ çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòàííÿ ö³ëüî-
âî¿ ôóíêö³¿ — çâàæåíî¿ ñóìè êâàäðàò³â â³äñòàíåé ì³æ âóçëàìè ìåðåæ³. Äëÿ ì³í³ì³çàö³¿
ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ ïðè âèêîíàíí³ óìîâ ñèìåòðè÷íîñò³ ³ äîäàòíî¿ âèçíà÷åíîñò³ ìàòðèö³ Ëàï-
ëàñà âèêîðèñòàíî ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: êëàñòåðèçàöèÿ, àññîöèàòèâíàÿ ñåòü, ñïåêòðàëüíûé àíàëèç, èí-
âàðèàíò ãðàôà, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ øèðîêèì ðàñïðîñòðàíåíèåì áåñïðîâîäíûõ
òåõíîëîãèé ìåòîäû óïðàâëåíèÿ òåëåêîììóíèêàöèîííûìè ñåòÿìè ñóùåñò-
âåííî óñëîæíèëèñü. Íàìåòèâøàÿñÿ òåíäåíöèÿ ìíîãîóðîâíåâîãî óïðàâëåíèÿ
ìîáèëüíîé òåëåêîììóíèêàöèîííîé ñåòüþ ïîäíÿëà íà íîâûé óðîâåíü âàæ-
íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçäåëåíèÿ óçëîâ ñåòè íà êëàñòåðû.

Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû êëàñòåðèçàöèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóï-

ïû: èåðàðõè÷åñêèå è ðàñïðåäåëåííûå [1—4]. Èåðàðõè÷åñêèå ìåòîäû ïðå-

äîñòàâëÿþò ñòðóêòóðíóþ èíôîðìàöèþ — äåíäðîãðàììû, íî ïðèìåíèìû

òîëüêî äëÿ íåáîëüøèõ íàáîðîâ äàííûõ. Ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà (ìàñøòàáà
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ñåòè) âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû âîçðàñòàþò â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàñ-

ñ÷èòûâàòü ìàòðèöó áëèçîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñðàâíè-

âàåòñÿ ñ êàæäûì. Ðàçäåëÿþùèå ìåòîäû ìåíåå òðåáîâàòåëüíû ê ðåñóðñàì.

Ê òàêèì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ ìåòîä K-ñðåäíèõ, ñàìîîðãàíèçóþùèåñÿ êàðòû

Êîõîíåíà, ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ãðàôîâ [2, 5—8].

Â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííîãî èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ìîáèëüíîé ñåòè íàè-

áîëåå çíà÷èìûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé

ãðàôà, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè èçìåíåíèé ñòðóê-

òóðû ãðàôà âî âðåìåíè (ãðàôîâûõ òðàåêòîðèé) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì

âîçìóùåíèÿì, à èìåííî: çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ â ãðàôå ïîäãðàôà, êîòîðûé íå

ìåíÿåòñÿ èëè íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè; çàäà÷à î ñîõðàíåíèè

êëàñòåðà, ò.å. âûäåëåíèå ãðóïïû óçëîâ, êîòîðûå ïðè èçìåíåíèè ñòðóêòóðû

ãðàôà îñòàþòñÿ â ñîñòàâå ñâîåãî êëàñòåðà, è äð.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ãðàôîâ ñ

èçìåíÿåìîé âî âðåìåíè ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì.

Îáçîð ïîñëåäíèõ ïóáëèêàöèé. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ãðàôîâ ïðèìå-

íÿåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (÷àñòîò) ïðè àíàëèçå ïîâå-

äåíèÿ ìîñòîâ, çäàíèé, ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ è äðóãèõ îáúåêòîâ, â òåëåêî-

ììóíèêàöèÿõ — ïðè àíàëèçå òðàôèêà ñ ìàëûìè ñìåùåíèÿìè (äåâèàöèåé)

îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñ åãî ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â òåî-

ðèè ìåõàíè÷åñêèõ èëè ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì

èëè ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíÿõ [3, 5, 6].

Àíàëèç ëèòåðàòóðû [1—3, 5, 7] ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî òåîðèÿ

ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà, ïðèìåíèìàÿ ê ãðàôàì, îïåðèðóåò èíâàðèàíòàìè

êàê íàèáîëåå ïîêàçàòåëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãðàôîâ, ïðèãîäíûìè äëÿ

ïðîâåðêè èçîìîðôèçìà ãðàôîâ ðàçëè÷íîãî âèäà.

Ìåòîäû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé ðàñïðåäåëåíèÿ «öåíòðîâ», ïîêðûâàþùèõ çàäàí-

íóþ îáëàñòü (çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ òåëåâèçèîííûõ èëè ðàäèîïåðåäàþùèõ

ñòàíöèé, ïðåäïðèÿòèé, öåíòðîâ òîðãîâëè è äð.) è ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàñ-

ñèôèêàöèè (îòíåñåíèå îïðåäåëåííîãî îáúåêòà ê îäíîìó èç íåñêîëüêèõ ïî-

ïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ). Àëãîðèòì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà

ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðàáîòû ñ âçâåøåííûì ïëàíàðíûì íåîðèåíòèðîâàííûì

ãðàôîì ñâÿçíîñòè. Êëàñòåðèçàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé ìàòðèöû Ëàïëàñà.

Êëàñòåðèçàöèÿ óçëîâ îäíîðîäíîé ìîáèëüíîé ñåòè íà îñíîâå àíà-

ëèçà ñïåêòðà åå ìàòðèöû ñìåæíîñòè. Êëàñòåðîì àññîöèàòèâíîé ñåòè

íàçûâàåòñÿ åå ïîäãðàô, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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ýëåìåíòû ïîäãðàôà ñèëüíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è ñëàáî ñâÿçàíû ñ

ýëåìåíòàìè àññîöèàòèâíîé ñåòè, íå âõîäÿùèìè â äàííûé ïîäãðàô;

ïîäãðàô àññîöèàòèâíîé ñåòè âûïîëíÿåò èíòåðïðåòèðóåìóþ ôóíêöèþ

â ðàìêàõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ,

îïèñûâàåìîé ýòîé ñåòüþ.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè [1, 3, 7]. Íà ïåðâîì øàãå àññîöèà-

òèâíàÿ ñåòü ïðåîáðàçóåòñÿ âî âçâåøåííûé ïëàíàðíûé íåîðèåíòèðîâàííûé

ãðàô. Âñå îáúåêòû â ñåòè çàäàíû êàê âåðøèíû îäíîãî òèïà. Âñå ñâÿçè â

ñåòè òàêæå çàäàíû êàê ñâÿçü îäíîãî òèïà. Òèï ñâÿçè è òèïû îáúåêòîâ

ó÷èòûâàþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè âåñà äëÿ ñâÿçè ìåæäó âåðøèíàìè. Âåñ

ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì ïàðàìåòðîì ìåòîäà è çàäàåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì. Ïî

óìîë÷àíèþ âåñà äëÿ âñåõ òèïîâ ñâÿçåé — îäèíàêîâû.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ãðàôà àññîöèàòèâíîé ñåòè ñòðîèòñÿ ìàòðèöà

ñìåæíîñòè À è ìàòðèöà ñòåïåíåé D. Ïî íèì âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà Ëàïëàñà

L. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà ïî ìàòðèöå Ëàïëàñà ñòåïåííûì ìåòîäîì

èëè ìåòîäîì ßêîáè íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå

èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé íàè-

ìåíüøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, äàåò âûðîæäåííîå (íóëåâîå) ðåøåíèå.

Âòîðîå ïî âåëè÷èíå, íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð (Fielder-âåêòîð), äàþò æåëàåìóþ èíôîðìà-

öèþ î êëàñòåðèçàöèè. Âñå âåðøèíû, èìåþùèå îäèíàêîâûå êîìïîíåíòû â

ýòîì âåêòîðå, îáúåäèíÿþòñÿ â êëàñòåð.

Ôîðìóëèðîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è. Ïóñòü çàäàí ãðàô ñâÿçíîñòè óçëîâ

ìîáèëüíîé ñåòè G G V E� ( , ). Äâå âåðøèíû, v i , v j , ñ÷èòàþòñÿ ñâÿçàííûìè

ðåáðîì eij , åñëè ñóùåñòâóåò ñâÿçü çàäàííîãî óðîâíÿ ìåæäó óçëàìè â

ìîáèëüíîé ñåòè. Âåðøèíû è ðåáðà èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âåñà w vi( ) è

w v vi j( , ). Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ðàçáèåíèå R V V V p( ) ( , ..., )� 1 âåðøèí íà

çàäàííîå ÷èñëî êëàñòåðîâ p, ïðè êîòîðîì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F ïðèíèìàåò

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå:

min max ( ) ( , )
( ) , ...,R V k p

v V

i

v V

i jF w v w v v

i k i k

� �
�

��
� �
	 	

1

�

�
�



�
�

�
�
�

�
�
�
, (1)

V V
k

p

k�
�1
� , V Vi j� ��, i j� . (2)

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíñòàíòà 
 îáåñïå÷èâàåò ñîãëàñîâàíèå åäèíèö èçìå-

ðåíèÿ âåñîâ âåðøèí è ðåáåð, ÷òî ïîçâîëÿåò ôîðìàëèçîâàòü òðåáîâàíèÿ âûðàâ-

íèâàíèÿ ìåæêëàñòåðíîé íàãðóçêè, ñâîäÿ çàäà÷ó ê ìèíèìèçàöèè F [7, 8].

Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè èñïîëüçóåì âçâåøåííóþ ñóììó F êâàä-

ðàòîâ ðàññòîÿíèé ìåæäó óçëàìè ñåòè. Çàäà÷à (1), (2) îòíîñèòñÿ ê êëàññó
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NP-ïîëíûõ çàäà÷ è â îáùåì ñëó÷àå åå òî÷íîå ðåøåíèå â ðåàëüíîì ìàñø-

òàáå âðåìåíè íåâîçìîæíî, ÷òî îïðàâäûâàåò èñïîëüçîâàíèå ýâðèñòè÷åñêèõ

àëãîðèòìîâ.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ ñâÿçÿìè ïåðâîãî óðîâíÿ áó-

äåì ñ÷èòàòü âñå íåïîñðåäñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó âåðøèíàìè, ñâÿçè âòîðîãî
óðîâíÿ îïðåäåëÿþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè äâà óçëà ñâÿçàíû ÷åðåç îäèí îáùèé
òðàíçèòíûé, ñâÿçè òðåòüåãî óðîâíÿ — åñëè äâà óçëà ñâÿçàíû ÷åðåç äâà òðàí-
çèòíûõ è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, èìååì äëÿ ìîáèëüíîé ñåòè âçâåøåííûé
íåîðèåíòèðîâàííûé ïëàíàðíûé ãðàô ñâÿçíîñòè, õàðàêòåðèçóåìûé ñèììåò-
ðè÷íîé n n� ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè (ñìåæíîñòè) A A G� ( ):

a

v v

ij

i j

�

1, ,

,

åñëè âåðøèíû ñâÿçàíû,

1
åñëè âåðøèí

ij�
û íå ñâÿçàíû,v vi j,

�

�
�

�
�

ãäå i j N, , ...,�1 , i j� ; � ij — óðîâåíü ñâÿçè (íàèêðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå)
ìåæäó âåðøèíàìè ñåòè v i è v j .

×èñëà � � �1 2, , ..., n , ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ | * |A I� �� 0, ãäå I — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n, íàçû-
âàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè (ñîáñòâåííûìè) çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå êàæäîìó � i , i n�1,..., , íåíóëåâûå âåêòîðû X, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå ñèñòåìå

( * )A I Xi� �� 0, i n�1, ..., , (3)

íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè èëè ñïåêòðîì ìàòðèöû A.
Èñïîëüçóåì ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Ëàïëàñà è ñîîò-

âåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ ðàçáèòèÿ ñåòè íà êëàñòåðû. Â
ëèòåðàòóðå ðàçëè÷àþò ïîëíóþ è ÷àñòè÷íóþ ïðîáëåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé, êîãäà íåîáõîäèìî íàéòè âåñü ñïåêòð (âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ) è
ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèáî ÷àñòü ñïåêòðà, íàïðèìåð åãî ñïåêòðàëüíûé
ðàäèóñ [1, 3].

Ðåøåíèå çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè àññîöèàòèâíîé ñåòè àíàëîãè÷íî ðåøå-
íèþ âòîðîé çàäà÷è ëèíåéíîé àëãåáðû [9]. Ïî ìàòðèöå A ñòðîèì ìàòðèöó
ñòåïåíåé D:

d
a i=j

i j

ij k

N

kj�

�

�

�
�

�
�
�
	

1

0

ïðè ,

ïðè .

Ìàòðèöà Ëàïëàñà L èìååò âèä L D A� � è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

X LX L x xT

ij

ij i j� �	 0, (4)
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ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ìèíèìàëüíîå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ðàâíî íóëþ è äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå

X
N N N

��
�
�

�


�

1 1 1
, , ..., , ãäå N — ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû êëàñòåðèçàöèè íåîáõîäèìî íàéòè òàêîé

âåêòîð X x x xT
N� ( , , ..., )1 1

, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò âçâåøåííóþ ñóììó F

êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé ìåæäó óçëàìè (òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x i � 0 äëÿ �i

íå ó÷èòûâàåòñÿ):

F x x a
i

N

j

N

i j ij� �
� �
	 	1

2 1 1

2( ) ïðè XX T � I, (5)

ãäå N — ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå; X T — òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû X.

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (2) â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ëàïëàñà:

F X LXT� . (6)

Äåéñòâèòåëüíî,

X LX X DX X AXT T T� � �

� � � �	 	 	 	 	
i

i i

j
j

i

i ij
i

i i

ij
ij i j

d x x x a d x a x x2 2 .

Ó÷èòûâàÿ (2), ñîãëàñíî [9] ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

i

i

j
ij

i
ij i j

ij

j ij i j ij
x a a x x x a x x a	 	 	 	� � � �2 2( )

� � � � � �	 	1

2
2

1

2

2 2 2

ij
ij i ij i j ij j

ij
ij i j

a x a x x a x a x x F( ) ( ) .

Ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñ óñëîâèÿìè îãðà-

íè÷åíèé (3) íàéäåì F� min. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà

L X X LX X XT T( , ) ( )� �� � �I è ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

( ) | |L X L� �  � �� �I I0 0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè F ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû L.

Äëÿ ïîèñêà âòîðîãî íàèìåíüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñò-

âóþùåãî åìó ñîáñòâåííîãî âåêòîðà èñïîëüçóþò äâà ìåòîäà [7]: ìåòîä

íåïîñðåäñòâåííîãî ðàçâåðòûâàíèÿ (ìåòîä ßêîáè) è ñòåïåííîé ìåòîä (ìå-

òîä èòåðàöèé). Ýòè ìåòîäû ïîèñêà ñïåêòðà ãðàôà ïðèìåíèìû äëÿ äåéñòâè-

òåëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.
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Àëãîðèòì ßêîáè çíà÷èòåëüíî ïðîùå äðóãèõ, áîëåå ýôôåêòèâíûõ ìå-

òîäîâ, íî äëÿ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè áîëüøå 10 � 10 îí ñëèøêîì ìåäëåííûé.

Ïîýòîìó åãî öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íåáîëüøèõ òåñòîâûõ ðàñ-

÷åòîâ, êîãäà âðåìÿ âûïîëíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì.

Ñòåïåííîé ìåòîä, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîèñêà ìàêñèìàëü-

íîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîé, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé

ìàòðèöû. Ïðèìåíÿÿ îðòîãîíàëèçàöèþ ìåòîäà, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî

ïîëó÷èòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû.

Ïðèìåð. Ïóñòü çàäàíà ìîáèëüíàÿ ñåòü G G� ( , )1017 , ñîñòîÿùàÿ èç

îäíîðîäíûõ óçëîâ 1—10 (ñì. ðèñóíîê à). Íåîáõîäèìî âûïîëíèòü êëàñòå-

ðèçàöèþ óçëîâ ñåòè. Äëÿ äàííîé ñåòè ìàòðèöà ðàññòîÿíèé ìåæäó óçëàìè Õ

èìååò âèä

X �

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 90 170 85 157 290 256 335 173 266

2 90 0 80 76 77 200 167 248 125 192

3 170 80 0 141 64 121 99 182 141 155

4 85 76 141 0 98 248 201 271 88 190

5 157 77 64 98 0 151 103 178 76 115

6 290 200 121 248 151 0 62 98 210 148

7 256 167 99 201 103 62 0 83 152 90

8 135 248 182 271 178 98 83 0 204 102

9 173 125 141 88 76 210 152 204 0 109

10 266 192 155 190 115 148 90 102 109 0

.
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Ãðàô ìîáèëüíîé ñåòè, ïîäëåæàùåé êëàñòåðèçàöèè, (à) è ðàçáèåíèå óçëîâ ñåòè íà äâà êëàñ-
òåðà (á): — êëàñòåð 1; — êëàñòåð 2



Ïîñòðîèì ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè (ñìåæíîñòè) ñåòè è ìàòðèöó ñòå-

ïåíåé D (2):

A �

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0

2 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0

3 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0

4 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0

5 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0

6 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0

7 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0

8 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1

9 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1

10 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0

,

D �

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0

3 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0

4 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0

5 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0

7 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0

8 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0

9 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

.

Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé ðàññìîòðèì ñâÿçè òîëüêî ïåðâîãî óðîâíÿ, òàê

÷òî

a
v v

v
ij

i j
�

1

0

, ,

,

åñëè âåðøèíû ñâÿçàíû,

åñëè âåðøèíû i jv, íå ñâÿçàíû.

�
�
�

Òîãäà ìàòðèöà Ëàïëàñà ãðàôà ñåòè ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä :
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L D A� � �

� �

� � � �

�

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 1 0 1 0 0 0 0 0 0

2 1 4 1 1 1 0 0 0 0 0

3 0 1 4 0 1 1 1 0 0 0

4 1 1 0 4 1 0 0 0 1 0

5 0 1 1 1 5 0 1 0 1 0

6 0 0 1 0 0 3

� � �

� � � �

� � � � �

� �1 1 0 0

7 0 0 1 0 1 1 4 1 0 0

8 0 0 0 0 0 1 1 3 0 1

9 0 0 0 1 1 0 0 0 3 1

10

�

� � � �

� � �

� � �

0 0 0 0 0 0 0 1 1 2� �

.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà ïî ìàòðèöå Ëàïëàñà
ìåòîäîì ßêîáè íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (5) íîðìèðóåì âåêòîðû ðàññòîÿíèé ìàòðèöû
X, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîé âåðøèíå, è ïðåäñòàâèì èõ â âèäå X X T

í í I� :

X T
í1 � ( , , )0 0 72 0 0 70 0 0 0 0 0 0 ;

X T
í2 � ( , , , , )0 53 0 0 5 0 49 0 49 0 0 0 0 0 ;

X T
í3 � ( , , , , )0 0 47 0 0 0 42 0 58 0 52 0 0 0 ;

X T
í4 � ( , , , )0 49 0 47 0 0 0 53 0 0 0 0 0 ;

X T
í5 � ( , , , , , )0 0 43 0 39 0 48 0 0 0 5 0 0 43 0 ;

X T
í6 � ( , , , )0 0 0 66 0 0 0 0 47 0 59 0 0 ;

X T
í7 � ( , , , , )0 0 0 53 0 0 54 0 42 0 0 49 0 0 ;

X T
í8 � ( , , , )0 0 0 0 0 0 59 0 54 0 0 0 6 ;

X T
í9 � ( , , , )0 0 0 0 57 0 53 0 0 0 0 0 63 ;

X T
í10 � ( , , )0 0 0 0 0 0 0 0 7 0 72 0 .

Âûðàæåíèå (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå F X LXT� í í . Ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà ßêîáè íàéäåí âåêòîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïåðâîé êðàòíîñòè

ìàòðèöû Z:

�T � ( , , , , , , , , ,7 302 6 115 4 721 1736 1 503 1 118 0 0 399 0 349 0 142).
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Ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèé íàèìåíüøåìó ñîáñòâåí-

íîìó çíà÷åíèþ � 7 0� , äàåò âûðîæäåííîå (íóëåâîå) ðåøåíèå. Âòîðîå ïî

âåëè÷èíå íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �10 0142� , è ñîîòâåòñò-

âóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð P ( ( , , , , ,� !"1 002 0 438 0508 03 0217� � �
� � �0091 0 419 0148 0046 0 453, , , , , ) äàþò íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ äëÿ

êëàñòåðèçàöèè [7].

Èñïîëüçóÿ âåêòîð P(� !"1 , ðàñïðåäåëèì âåðøèíû ãðàôà ñåòè íà äâà

êëàñòåðà. Âñå âåðøèíû, èìåþùèå çíà÷åíèÿ îäíîãî çíàêà â ýòîì âåêòîðå,

îáúåäèíèì â îäèí êëàñòåð, à îñòàëüíûå âåðøèíû — â äðóãîé. Ðåçóëüòàòû

êëàñòåðèçàöèè óçëîâ ñåòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå á, èç êîòîðîãî âèäíî,

÷òî â ïåðâûé êëàñòåð ïîïàäàþò âåðøèíû 1, 4, 5, 7, 8, à âî âòîðîé —

âåðøèíû 2, 3, 6, 9, 10. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîìó ðàçáèåíèþ ãðàôà,

ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñóíêå à, íà äâå ðàâíûå ÷àñòè (ïî êîëè÷åñòâó óçëîâ). Â

äàííîì ñëó÷àå êëàñòåð 2 íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, ïîýòîìó â ñëó÷àå íåîáõî-

äèìîñòè âûïîëíåíèÿ äàëüíåéøåãî ðàçáèåíèÿ ñëåäóåò äîïîëíèòü åãî ôèêòèâ-

íûìè ðåáðàìè, óäàëèòü êîòîðûå ìîæíî ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî

ðåçóëüòàòà.

Âûâîäû

Èñïîëüçîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ïðåäëî-

æåííûé ñïîñîá êëàñòåðèçàöèè àññîöèàòèâíîé ñåòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷

ïðîâåðêè èçîìîðôèçìà ãðàôîâ. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ßêîáè äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ñïåêòðà ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôà àññîöèàòèâíîé ñåòè äàåò âîçìîæ-

íîñòü âûÿâèòü ñèòóàöèþ ñ êðàòíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû

è èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà îò âûáîðà ñîáñòâåííîãî âåêòîðà,

ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ðàçáèåíèå, ïîëó÷åí-

íîå òàêèì ìåòîäîì, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèì ïðèáëèæå-

íèåì ê îïòèìàëüíîìó, íî ìîæåò áûòü óëó÷øåíî ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî

óòî÷íåíèÿ.

Ïðèìåíåíèå ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ êëàñòåðèçàöèè íà îñíîâå ïîëè-

íîìèàëüíî-âû÷èñëèìûõ èíâàðèàíòîâ ãðàôà ñåòè íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíî

ïðè èåðàðõè÷åñêîé ìàðøðóòèçàöèè â ñàìîîðãàíèçóþùèõñÿ ìîáèëüíûõ

ñåòÿõ, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òàêèõ íåäîñòàòêîâ àëãîðèòìîâ

ìàðøðóòèçàöèè, êàê íåîïòèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñåòè è èñïîëüçîâàíèå âû-

÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ áàçîâîé ñòàíöèè äëÿ êîíôèãóðèðîâàíèÿ ñåòè, à

òàêæå ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ óçëîâ ñåòè

ìåæäó êëàñòåðàìè.
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Application of polynomial invariants of graphs is considered as basic information for breaking up
of a graph. The use of the objective function — a self-weighted sum of squares of distances be-
tween the network nodes is offered for clusterization of the network nodes. The method of the
Lagrange indefinite multipliers was used for minimization of the objective function, the condi-
tion of symmetry and positive definiteness of the Laplace matrix.
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