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Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà
â èíòåãðàëüíûõ ìîäåëÿõ ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì *

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ
ëèíåéíîãî íåêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òèïà Âîëüòåððû, âîçíèêàþùåãî â èíòåãðàëüíûõ
ìîäåëÿõ ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà ñ
êóñî÷íî-ãëàäêèìè ÿäðàìè. Äàí àíàëèç òåñòîâûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùèé ïîíÿòü ñïåöèôèêó
ïîêà íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îòðèìàíî äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ ³ ºäèíîñò³ íåïåðåðâíîãî ðîçâ’ÿçêó ë³í³éíîãî íåêëà-
ñè÷íîãî ð³âíÿííÿ òèïà Âîëüòåððè, ÿêå âèíèêàº â ³íòåãðàëüíèõ ìîäåëÿõ ñèñòåì, ùî ðîçâè-
âàþòüñÿ. Ðîçãëÿíóòî äåÿê³ ð³âíÿííÿ Âîëüòåððè I ðîäó ç êóñêîâî-ãëàäêèìè ÿäðàìè. Ïîäàíî
àíàë³ç òåñòîâèõ çàäà÷, ÿêèé äîçâîëÿº çðîçóì³òè ñïåöèô³êó ïîêè ùî íåäîñòàòíüî äîñë³ä-
æåíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà, äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ, ðàçðûâíîå ÿäðî.

Â 1977 ã. Â.Ì. Ãëóøêîâûì ââåäåí íîâûé êëàññ èíòåãðàëüíûõ ìîäåëåé
ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì [1]. «Âèçèòíîé êàðòî÷êîé» òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþò-
ñÿ îïåðàòîðû Âîëüòåððû ñ ïåðåìåííûìè íèæíèìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðî-
âàíèÿ, îòðàæàþùèìè äèíàìèêó çàìåíû óñòàðåâøèõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû
íîâûìè. Â äàëüíåéøåì ýòîò ïîäõîä ïîëó÷èë âñåñòîðîííåå ðàçâèòèå è
íàøåë îáøèðíóþ îáëàñòü ïðèëîæåíèé [2—4]. Â ïðîñòåéøåì îäíîñåêòîð-
íîì âàðèàíòå, êîãäà â ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìå îòñóòñòâóåò ñïåöèàëüíàÿ
ïîäñèñòåìà ðàçâèòèÿ, ìîäåëü Â.Ì. Ãëóøêîâà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà

a t

t

K t s x s ds y t

( )

( , ) ( ) ( )� � , t T�[ , ]0 . (1)

Áóäåì íàçûâàòü òàêèå óðàâíåíèÿ íåêëàññè÷åñêèìè, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü èõ
îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû I ðîäà, ó êîòîðûõ ïåðåìåí-
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íûì ÿâëÿåòñÿ ëèøü âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ [5, 6]. Òåîðèÿ è ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ (1) äëÿ ñëó÷àåâ a ( )0 0� è a ( )0 0� èìåþò ñóùåñò-
âåííûå îòëè÷èÿ è äåòàëüíî ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [5, 6].

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèâëåêëî óðàâíåíèå [7, 8]

i

n

i

i

n

a t

a t

iV x K t s x s ds y t

i

i

� �
� � �� �

	

1 1

1

( )

( )

( , ) ( ) ( ), t T�[ , ]0 , (2)

ãäå ai ( )0 0� , i n�0, , 0 1 0
 � � � �	a t a t a t tn n( ) ( ) ... ( ) � �t 0, 
 �a1 0 1( ) . Åñëè ïîä

t s	 ïîíèìàòü âîçðàñò â ìîìåíò âðåìåíè t ýëåìåíòîâ ñèñòåìû x (s), à

ïîä K i — êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ i-é

âîçðàñòíîé ãðóïïû, òî êîíñòðóêöèÿ (2) ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü äèíàìèêó

ðàçâèòèÿ ñèñòåìû ñ ó÷åòîì ñòàðåíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, ñíèæåíèÿ ýôôåêòèâ-

íîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ åå ýëåìåíòîâ. Ïðàâàÿ ÷àñòü (2) ïðè ýòîì ïðåä-

ñòàâëÿåò èíòåãðàëüíûé ïîêàçàòåëü óðîâíÿ ðàçâèòèÿ ñèñòåìû, íàïðèìåð ñèñ-

òåìû ýëåêòðîýíåðãåòèêè, ò.å. ñóììàðíóþ ìîùíîñòü ýëåêòðîñòàíöèé.

Ïðè n �1 óðàâíåíèå (2) ïðåîáðàçóåòñÿ â (1). Îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâà-

íèåì ñëó÷àÿ, êîãäà â (2) n �2,

V x V x K t s x s ds K t s x s ds

a t

t a t

1 2 1

0

2

1

1

� � � �� �
( )

( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) y t( ), t T�[ , ]0 ,

a t1 0( )� , 
 �a t1 0( ) , � �t 0, a1 0 0( ) � , 
 �a1 0 1( ) ,

(3)

õîòÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè (3) â ïðîñòðàíñòâå

C T[ , ]0 ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî n.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (3) â ïðîñòðàíñòâå C
T[ , ]0 . Ïóñòü ÿäðà K1 è K 2 íåïðåðûâíû ïî

ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî t â îáëàñòÿõ

ñîîòâåòñòâåííî �1 10� 
 
 
 
{( , ) : ( ) }t s a t s t T è � 2 10� 
 
{( , ) : ( )}t s s a t

òàê, ÷òî � � �1 2� � , � � 
 
 
{( , ) : }t s s t T0 , � �1 2� � l, l t s s a t� �{( , ) : ( )}1 .

Ïîä C
T

�

[ , ]

( )

0

1 äàëåå áóäåì ïîíèìàòü ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ íà [0, T] ôóíêöèé y t( ) ñ íîðìîé

y t y t y t
C

t TT

( ) max {| ( )| | ( )|}
[ , ]

( )
�

0

1

0
� � 



 

(4)

è äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì y ( )0 0� . Åñëè

min | ( , )|
[ , ]t T

K t t k
�

� �
0

1 0, (5)
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òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà [5, ñ. 131]:

V Sk e
C C

k L T

T T
1

1 1

0

1
0

1
1	

�

	

	

�

[ , ]

( )
[ , ]

, (6)

ãäå

L K t s
t s t

t1 1� 

�

max | ( , )|
( , ) �

, S
j i

j

i� �
�

�

�
��

0 1

1� , � �i i i iz z L k� � 	 �
	( )1 1

1,

z a T a a a Ti
i� �1 1 1 1( ) ( (... ( ))), a T T1

0( ) � , �i
t z zi i

a t K t a t

K t t
�



� 	

max
( ) | ( , ( ))|

| ( , )|[ , ]1

1 1

1

.

Îöåíêà (6) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ,

åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) íà ïàðå (C T[ , ]0 ,

C
T

�

[ , ]

( )

0

1 ) êàê ñëåäñòâèå èçâåñòíîé òåîðåìû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà [9,

ñ. 212].

Òåîðåìà 1. Åñëè ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð V1, îòîáðàæàþùèé

áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B1 íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B2, èìååò îãðàíè÷åí-

íûé îáðàòíûé îïåðàòîðV1
1	 , à ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîðV2, äåéñò-

âóþùèé èç B1 â B2, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

V
V

B B

B B

2

1
11 2

2 1

1
� 	

�

� ,

òî îïåðàòîðV V V� �1 2 òàêæå èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîð-

ðåêòíîñòè ïî Àäàìàðó óðàâíåíèÿ (3) íà ïàðå (C T[ , ]0 , C
T

�

[ , ]

( )

0

1 ), íåîáõîäèìî

îöåíèòü V
C CT T

2
0 0

1
[ , ] [ , ]

( )�
� .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A a t
t T

1
0

1� 

�
max ( )
[ , ]

, M K t s
t s

2 2
2

�
�

max | ( , )|
( , ) �

, L K t s
t s

2 2
2

� 

�

max | ( , )|
( , ) �

.

Òîãäà

V x K t s x s ds a
C

t T

a t

T
2

0
0

2
0

1

1

�

[ , ]

( ) max ( , ) ( )

( )

�
�
�
�

��
� 



 
 � 1 2 1( ) ( , ( ))t K t a t �

� 

�
�
�

��

 � ��

0

2 1 2 2 1 2

1a t

K t s x s ds a T M L A M x

( )

( , ) ( ) { ( )( ) }|| ( )||
[ , ]

t C T0
,

îòêóäà

V a T M L A M
C CT T

2 1 2 2 1 2
0 0

1
[ , ] [ , ]

( ) ( )( )� 
 � �� . (7)

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 1 è îöåíîê (6), (7) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà â èíòåãðàëüíûõ ìîäåëÿõ
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

a T M L A M kS e
k L T

1 2 2 1 2
1

1
1( )( )� � � 	 	 	

. (8)

Òîãäà óðàâíåíèå (3) êîððåêòíî ïî Àäàìàðó íà ïàðå (C T[ , ]0 , C
T

�

[ , ]

( )

0

1 ) .

Óñëîâèå (8) ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÿäðî K1 îïðåäåëåíî íà �1.

Åñëè ìîæíî ðàñøèðèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ K1 äî � òàê, ÷òî � �1 2� �
� � �� � �2 2, òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîððåêòíîñòè (3) ìîäèôèöèðóåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3) â âèäå

a t

t t a t

K t s x s ds K t s x s ds K t

1

1

1

0

1

0

1

( )

( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ,� � �� 	 s x s ds) ( ) .

Òîãäà (3) ïðèìåò âèä

� � ( , ) ( ) ( ( , ) ( , )

( )

V x V x K t s x s ds K t s K t s

t a t

1 2

0

1

0

2 1

1

� � � 	� � ) ( )x s ds , t T�[ , ]0 . (9)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

� max | � ( , )|
( , )

L K t s
t s

1 1�
��

, � max | ( , ) ( , )|
( , )

M K t s K t s
t s

2 2 1
2

� 	
��

,


 � 
 	 

�

L K t s K t s
t s

2 2 1
2

max | ( , ) ( , )|
( , ) �

.

Ïîñêîëüêó [5, ñ. 12] V k e
C C

k L T

T T
1

1 1

0

1
0

1
1	

�

	 	

	

�

[ , ]

( )
[ , ]

�

, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîð-

ðåêòíîñòè óðàâíåíèÿ (9) âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

a T M L A M ke
k L T

1 2 2 1 2

1
1( ) ( � � ) �

�

� � � 	 	

. (10)

Òîãäà óðàâíåíèå (3) êîððåêòíî ïî Àäàìàðó íà ïàðå (C T[ , ]0 , C
T

�

[ , ]

( )

0

1 ) .

Çàìå÷àíèå 1. Â îáùåì ñëó÷àå êîíñòàíòû, âõîäÿùèå â (8), (10), ÿâëÿþò-

ñÿ íåóáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà T, ïîýòîìó íåðàâåíñòâà (8), (10)

ìîæíî òðàêòîâàòü êàê îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó T. Ëîêàëüíîñòü ñóùåñòâî-

âàíèÿ íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ñâîéñòâîì ïîëèíî-

ìèàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû I ðîäà [10—13], â êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü

èãðàåò ôóíêöèÿ Ëàìáåðòà [14, 15]. Õàðàêòåð íåëèíåéíîñòè â (8), (10) òàêæå

ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ôóíêöèþ Ëàìáåðòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàííîé

À.Ñ. Àïàðöèí
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îöåíêè ñíèçó âåëè÷èíû T êàê åäèíñòâåííîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ ñîîò-

âåòñòâóþùåãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2), (3) ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è çàñëóæèâàþò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

�

�

 
t

t t

x s ds x s ds y t� �� �( ) ( ) ( )

0

, t T�[ , ]0 . (11)

Çäåñü k �1, M 2� | | , � | |M 2 1� 	 , L L L1 1 2 0� � �� , a T T1( ) �� , A1 1� �� , � i �

� �� �i , S �
	
1

1 �
. Ïîýòîìó ñîãëàñíî (8)

�  �  �T | | | |� � 	1 , (12)

à ñîãëàñíî (10)

�  �  T | | | |1 1 1	 � 	 � . (13)

Íåðàâåíñòâà (12), (13) äàþò ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè  ! ãàðàíòèðóþùèå

ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ (11) â ïðîñò-

ðàíñòâå C T[ , ]0 :

| |
( )

 
�

�
�

	
�

1

1 T
, | |

( )
1

1

1
	 �

�
 

� T
. (14)

Áîëåå òî÷íóþ îöåíêó, ÷åì (14), ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ (11) è ïåðåõîäà ê ýêâèâàëåíòíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó

óðàâíåíèþ

x t x t y t( ) ( ) ( ) ( )� 	 � 
�  �1 , (15)

îòêóäà

x t y t
j

j j j( ) ( ) ( )� 	 

�

�

�
0

1�  � . (16)

Óñëîâèå

1 1	 � �/ (17)

ãàðàíòèðóåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (16) ê íå-

ïðåðûâíîìó íà îòðåçêe [0, T ] ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (11).

Óðàâíåíèå (11) èìååò âàæíîå ìåòîäè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðèìåíèòåëüíî

ê ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ âîçðàñòíûõ

ãðóïï ýëåìåíòîâ, ïàðàìåòð  îòðàæàåò ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
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ñòàðøåé âîçðàñòíîé ãðóïïû. Ïðè  �1îáå ãðóïïû îäèíàêîâî ýôôåêòèâíû è

ðåøåíèåì (11) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ x t y t( ) ( )� 
 , íåóáûâàþùàÿ äëÿ óñïåøíî

ðàçâèâàþùåéñÿ ñèñòåìû. Ïðè  �0 âêëàä âòîðîé ãðóïïû â ïîêàçàòåëü y t( )

ðàâåí íóëþ, à ïðè  � 0 âòîðàÿ ãðóïïà èãðàåò íåãàòèâíóþ ðîëü, è äëÿ

ïîääåðæàíèÿ çàäàííîãî òåìïà ðîñòà y t( ) íåîáõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèé

ðîñò x t( ). Íàêîíåö, ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè  " � 0 ñèñòåìà

èäåò «âðàçíîñ» è íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ íà îòðåçêå [ , ]0 T íå ñóùåñòâóåò.

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, â (11) y t t( ) � , òî ïðè óñëîâèè (17) â ñèëó (16) ðåøåíèå

x t( )
( )

�
	 	

1

1 1�  
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì (11), à  �" � 	1 1/ .

Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà ñ ðàçðûâíûìè ÿäðàìè. Ñïåöèôèêà

óðàâíåíèÿ (2) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü åãî â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ Âîëüòåððû I ðîäà

0

t

K t s x s ds y t� �( , ) ( ) ( ), t T�[ , ]0 , (18)

ñ ðàçðûâíûì ÿäðîì

K t s

K t s a t s t

K t s a t s a t ii i i
( , )

( , ), ( ) ,

( , ), ( ) ( ),
�

� 


� � 	

1 1

1 � 	

� � � 	�

2 1

1 1

0

1

, ,

( , ) ( , ), ( ), , ,

( , ),

n

K t s K t s s a t i n

K t s

i i i

n 
 �

�

�

�
�

�

�
�

	s a tn 1( ).

Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè ïîäîáíûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû â [8].

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèíöèïèàëüíîãî îòëè÷èÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé îò

êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû I ðîäà ñ ãëàäêèìè ÿäðàìè

ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (11). Ïîëîæèì

K t s

t s t

s t

s t

( , )

, ,

, ,

, ,

�

� 


� �


 �

�

�
�

��

1

1

0

�

 �

 �

(19)

ãäå  #!$% , ��( , )0 1 . Òîãäà (11) ïðèìåò âèä (18). Â ÷àñòíîñòè, ïðè � �$& ',

  "� � 	1 ÿäðî (19) èìååò âèä

K t s s t

s t

s t

s t

( , ) sin ( / )

, / ,

, / ,

, / .

� 	 �

�

�

	 �

�

�
�

��
g 2

1 2

0 2

1 2

(20)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

t

t t

x s ds x s ds t

/

/

( ) ( )

2 0

2

� �	 � , t T�[ , ]0 ,

à ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèÿ (18) ñ ÿäðîì (20) è ïðàâîé ÷àñòüþ y t t( ) �

ïðèâåäåíî â [8]: x t
t

x( )
ln

ln
( )� �

2
1 .

Íååäèíñòâåííîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà K ( , )0 0 0� , òàê

êàê ïðè � $& '% ,  �" � 	 % 	1 1 1/ , è ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

�

�

 
t

t t

x s ds x s ds t� �� �( ) ( )*

0

ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî x t
t

x( )
ln

ln
( )� 	 �

�
1 , õîòÿ ïðè ýòîì

K ( , )0 0 1� � " , K t t( , ) �1, t �0. Áîëåå òîãî, íååäèíñòâåííîñòü âîçìîæíà äà-

æå â ñëó÷àå K t t( , ) �1, t T�[ , ]0 . Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü âìåñòî (19)

K t s
s t

s t
( , )

, ,

, .
�

�

�
�
�
�

1 �

 �
(21)

Òåîðåìà 4. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå(18) ñ ÿäðîì

(21), ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì (15), ýêâèâàëåíòíûì (18) ñ

ÿäðîì (19).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì (21) â âèäå

K t s t s( , ) ( ) ( ),� � 	 	1 1 �1 (22)

ãäå 1 ( )( — ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà,

1 ( )
, ,

, .
v

v

v
�

�

�
�
�
�

1 0

0 0

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (22) â (18) ïîëó÷àåì

0

1 1

t

t s x s ds y t� � 	 	 �( ( ) ( )) ( ) ( ) �1 , t T�[ , ]0 . (23)

Ïîëîæèì �t z� . Òîãäà èç (23) âûòåêàåò

0

1 1

z

z s x s ds y z

/

( ( ) ( )) ( ) ( / )

�

 �� � 	 	 �1 , t T�[ , ]0 . (24)
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Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (24) ïî z çàïèøåì

1
1

1

0
� �

 
� �

�

x
z

z s x s ds y
z

z

Z
)
*
+

,
-
.� 	 
 	 � 
 )

*
+

,
-
.�( ) ( ) ( )

/

1 .

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî 1 z
z

	)
*
+

,
-
. �

�
0, òàê êàê 0 1� �� . Íî 
 	 � 	1Z z s z s( ) ( )/ , ãäå

/ ( )( — /-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Ïîýòîìó

1
1

1

0
� �

 /
� �

�

x
z

z s x s ds y
z

z

)
*
+

,
-
. � 	 	 � 
 )

*
+

,
-
.�( ) ( ) ( )

/

, (25)

è â ñèëó èçâåñòíîãî ñâîéñòâà /-ôóíêöèè èç (25) ïîëó÷èì

1
1

1

� �
 

� �
x

z
x z y

z)
*
+

,
-
. � 	 � 
 )

*
+

,
-
.( ) ( ) . (26)

Íàêîíåö, óìíîæàÿ (26) íà � è ïåðåõîäÿ ê ïðåæíåé ïåðåìåííîé, ïðèõîäèì

ê óðàâíåíèþ (15). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) â êëàññå êóñî÷íî-íå-

ïðåðûâíûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ, êàê è ÿäðî, ðàçðûâ I ðîäà íà ëó÷å s t�� ,

åñëè òðàêòîâàòü ÿäðî êàê ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó ïðèáîðà. Åñëè ðàç-

ðûâ ÿäðà ñ÷èòàòü äåôåêòîì ïðèáîðà, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãëàäêîé ôóíêöèè

y t( ), ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì íåèçâåñòíîãî îáúåêòà x t( ),åñòåñòâåííî ïðåäñòà-

âèòü ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçðûâíûõ ïðè

s t�� ôóíêöèé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèþ (18) ñ ÿäðîì (20) óäîâëåòâîðÿåò êóñî÷íî-

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

� ( , )

( ), ,

( ), ,
x t s

y s s t

y s s t
�


 �


 �

�
�
�

��

�

 
�

1

à ïðè � �" � 	1 1/ — ñåìåéñòâî ôóíêöèé x t s x t s cc ( , ) � ( , )� � , c �const. Ïðè

ýòîì, ñëåäóÿ òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷, ôóíêöèþ �x ìîæíî ñ÷èòàòü íîð-

ìàëüíûì ðåøåíèåì (18).

Èíîé ïóòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ (18) â äàííîì êëàññå ñâÿçàí ñ ïåðå-

õîäîì îò (15) ê ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

x s x s y s( ) ( ) ( ) ( )� 	 � 
1  � , 0
 �s t� . (27)
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Åñëè íåïðåðûâíîå íà[ , ]0 � t ðåøåíèå (27) ñóùåñòâóåò (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

x s* ( )), òî îíî çàâåäîìî åäèíñòâåííî, è ïðè ýòîì x
y* ( )

( )
0

0
�




 
. Ôóíêöèÿ

x s* ( ) ïðè 0 2� � îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóëû îáðàùåíèÿ (27):

x s y s
j

j j* ( ) ( ) ( )� 	 

�

�

�
0

1  � . (28)

Îáîçíà÷èì y t x s ds

t
* *( ) ( )� � 

�

0

. Óðàâíåíèå

�t

t

x s ds y t y t� � 	( ) ( ) ( )* , t T�[ , ]0 , (29)

èìååò íåïðåðûâíîå íà [ , ]0 T ðåøåíèå, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü (29) ïðèíàä-

ëåæèò C T

�

[ , ]

( )

0

1

[5]. Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç x t** ( ). Òåì ñàìûì ñêîíñò-

ðóèðîâàíî êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå ðåøåíèå (18) â âèäå

x t s
x t s s t

x t s s t
( , )

( , ), ,

( , ), .

**

*
�

�

�

�
�
�

�

�
(30)

Ïóñòü òåïåðü íåðàâåíñòâî 0 2� � íå âûïîëíåíî. Íàïðèìåð,  � " �
� 	1 1/� . Ïóñòü òàêæå y t C

T
( )

[ , ]

( )�
0

2 , y y( ) ( )0 0 0� 
 � . Òîãäà, äèôôåðåíöèðóÿ

(27), ïåðåõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì:


 � 
 � 

x s x s y s( ) ( ) ( )� , x y( ) ( )0 0 0� 
 � , s t�� . (31)

Åå ðåøåíèå è ïðèìåì â êà÷åñòâå x s* ( ) âìåñòî (28). Åñëè ïðè íåêîòîðîì

íàòóðàëüíîì k �1 ( )1 1	 � � k , y t C
T

k( )
[ , ]

( )� �
0

1 è y i( )( )0 0� , i k� 0, , òî k-êðàò-

íûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì (27) ïðèäåì ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å Êîøè

x s x s y sk k k( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )� � �� 1 , y y k( ) ... ( )( )0 0 0� � � , s t�[ , )0 � , (32)

à åñëè y t C
T

k( )
[ , ]

( )� �
0

2 è y i( )( )0 0� , i k� �0 1, , òî

x s y sk

j

k j k j*( ) ( )( ) [( ) ] ( )�

�

�
� �� 	�1

0

1 21  � � . (33)
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Ïðèìåð. Ïóñòü � � 1 2/ ,  �  " � 	1, y t t( ) /� 2 2 . Çäåñü k �1, òàê ÷òî

ñîãëàñíî (31)


 � 
 �x s x s( ) ( / )2 1, x ( )0 0� , s t�[ , / )0 2 . (34)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå (34) èìååò âèä

x s
s s* ( )

(ln )

ln
�

	1

2
, x ( )0 0� , s t�[ , / )0 2 ,

à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (29), ñ ó÷åòîì ôîðìóëû îáðàùåíèÿ [5, ñ. 7], èìååò âèä

x t t
t t** ( )
ln

ln
� 	

16

9 3 2
.

Åñëè y t t pp( ) /� , p � 3, òî â ñèëó (33)

x s p p s p p sp

j
j

p* ( ) ( )( ) ( )( )
0

� 	 	 � 	 		

�

�
	�1 2

1

4

4

3
1 23

0

3.

Ïîýòîìó x s s p* ( ) /� 	4 3 1, s t�[ , / )0 2 , y t
t

p

p

p

* ( ) � 	
	3 2 2

, à ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (29) èìååò âèä

x t t
p

p

p** ( ) �
� (

(

	

	
	1 3 2

9 2

2

4

1.

Çàìå÷àíèå 3. Åäèíñòâåííîñòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ (18) ñ

ÿäðîì (21) â âèäå (30) ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ (27)

óñòîé÷èâîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé. Ïðè ýòîì � è  ÿâëÿþò-

ñÿ ïàðàìåòðàìè ðåãóëÿðèçàöèè,� /
/

( )�
�0

0, /
/

( )�
�0

1, ãäå / — ìåðà òî÷íîñòè

ïðàâîé ÷àñòè (18) â ìåòðèêå C T[ , ]0 .

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå �-ñâåðòêè. Â ïðèëîæåíèÿõ âàæíîå çíà÷åíèå

èìåþò èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû I ðîäà òèïà ñâåðòêè

0

t

K t s x s ds y t� 	 �( ) ( ) ( ), t T�[ , ]0 . (35)

Â ÷àñòíîñòè, ê (35) ñ ÿäðîì K t s
t s

k

k

( )
( )

( )!
	 �

	
	

	1

1
ñâîäèòñÿ íàõîæäåíèå y tk( ) ( ),

y i( ) ( )0 0� , i k� 	0 1, .
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Óäîáñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçðûâíîãî ÿäðà (21) â ôîðìå (22) ñâèäå-

òåëüñòâóåò î öåëåñîîáðàçíîñòè ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ �-ñâåðòêè äâóõ ôóíê-

öèé, K t( ) è x t( ) :

K t x t K t s x s ds

t

( ) ( ) ( ) ( )
�

�" � 	�
0

, 0 1� 
� .

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ôîðìóë îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëü-

òåððû I ðîäà òèïà �-ñâåðòêè

K t x t y t( ) ( ) ( )
�
" � , t T�[ , ]0 , (36)

à èìåííî:

K t t( ) ( )�/ , y t C T( ) [ , ]� 0 ; x t y t( ) ( )� � , ��( , ]0 1 ;

K t t( ) ( )�1 , y t C T( ) [ , ]

( )

�
�

0

1

; x t y t( ) ( )�
�

� 
1
, ��( , ]0 1 ;

K t t( ) ( )�sign , y t t( ) � ; x t
t

x( )
ln

ln
( )� �

�
1 , ��( , )0 1 .

Ïðè K t t n( ) � (36) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Âîëüòåððû III ðîäà:

K t t( ) � , y t t( ) /� 2 2 ; x t t x( ) ln ( )� 	 �2 1 , � �1 2/ ;

K t t( ) � , y t t( ) /� 2 2 ; x t
x

t

( )
( )

�
	

	

1
2 1

1

�

�

, ��( , )0 1 , � %1 2/ ;

K t t( ) � , y t t( ) /� 3 3 ; x t t x( ) ( )� 	 �4 0 , � �1 2/ .

Âûâîäû

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâî-

âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå C T[ , ]0 íåêëàññè÷åñêèõ

óðàâíåíèé Âîëüòåððû I ðîäà ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ýòîò êëàññ óðàâ-

íåíèé äëÿ àíàëèçà ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì ñ ó÷åòîì âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû

ýëåìåíòîâ.

The sufficient conditions for the existence and uniqueness of continuous solutions of the Volterra
linear nonclassical equation arising in the integral models of developing systems have been ob-
tained. Some Volterra equations of the first kind with piecewise smooth kernels have also been
studied. An analysis of test problems allowing one to understand specificity of insufficiently
studied integral equations is given.
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