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Abstract. A technique of study of compressive stability on the finite interval with in 
advance given settling time is proposed. This technique is based on using the Lyapunov-
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Введение. 
Теория устойчивости движения, предложенная и развитая в работах А.М. Ляпу-

нова [1], а в последующем и работах многих других ученых, предполагает, в частно-
сти, что интервал функционирования системы неограничен, а начальные и, следова-
тельно, последующие возмущения – достаточно малые величины. Однако, задачи ди-
намики машин и многие прикладные задачи исследуются лишь на конечном проме-
жутке функционирования соответствующей механической системы. Кроме того, при 
исследовании устойчивости на конечном интервале важно учитывать оценки величин 
начальных и последующих отклонений, а не только сам факт существования числа   
по заданному ,  поскольку, в силу теоремы о непрерывной зависимости решения от 
начальных данных, всегда можно выбрать настолько малую величину возмущения 
начальных условий, чтобы удовлетворить условия устойчивости на произвольном, 
наперед заданном интервале функционирования системы. Также важен вопрос о при-
годности величины начальных и последующих отклонений для рассматриваемой за-
дачи. Учет этих замечаний приводит к рассмотрению некоторых новых типов устой-
чивости движения, как то: «техническая устойчивость», «устойчивость на конечном 
интервале» и др. [4 – 6, 14]. Рассмотрению указанных типов устойчивости также по-
священы работы [2, 3, 10]. Исследованию конкретных задач робототехники с исполь-
зованием указанных видов устойчивости посвящена работа [13]. 

В работах Груйича [7, 8] предложено понятие устойчивости на конечном интер-
вале с некоторым наперед заданным моментом становления, что важно во многих 
задачах автоматического регулирования. 

Рассмотрению сжимающей устойчивости на конечном интервале [3] с определен-
ным временем становления посвящена данная работа. 

1. Постановка задачи. 
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений возмущенного движения  

= ( , ),
dx

f x t
dt

                                                     (1) 

где ( ) ,nx t R  ,t R  ( , ) : n nf R R R     – вектор-функция, удовлетворяющая усло-

вию Липшица, т.е. для системы (1) выполняются условия существования и единст-
венности решения начальной задачи. 
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Далее приведем определение сжимающей практической устойчивости на конеч-
ном интервале с временем становления 1T  [3, 9]. 

Определение 1. Система (1) называется сжимающе устойчивой на конечном ин-
тервале 0 0 2[ , ]t t T  с временем становления 1 20 < <T T  по отношению к величинам 

, , ,B A  < ,B  < ,A B  если для любого решения ( )x t  системы (1), которое начинает-

ся в области 0 < ,x   выполняются условия: 0 0( ; , ) <x t t x B  для всех 0 0 1[ , ]t t t T   и 

0 0( ; , ) <x t t x A  для всех 0 1 0 2( , ].t t T t T    

Заметим, что в данном определении учитывается тот факт, что области 0 0( ),S t  

( )S t , относительно которых исследуется устойчивость движения системы (1), вы-

бираются в следующем виде: 

0 0 0 0( ) = { : < };nS t x R x


  

 ( ) = { : < } 0 < < .n
AS t x R x A A    

Здесь и далее применяется евклидова норма для векторов и спектральная норма 
для соответствующих матриц. 

Ниже предложен подход, с помощью которого представляется возможным 
исследовать устойчивость на конечном интервале относительно заданных облас-
тей системы вида (1). 

2. Основной результат. 
Сформулируем некоторые утверждения, необходимые для последующего изложения. 
Лемма 1. Пусть система уравнений (1) такова, что для вектор-функции ( , ),f x t  

входящей в ее состав, существует интегрируемая на отрезке 0[ , ]t T  функция ( )g t  

такая, что ( , ) ( )f x t g t  для всех 0[ , ],t t T  ( )Ax S t  и выполняется условие 

A 0 0 0

0
x S (t) x S (t )t0

t
2A g(s)ds inf V(x(t)) V(x(t ))sup


 

                                 (2) 

при всех 0[ , ].t t T  Тогда движение, которое задается системой (1), устойчиво на 

интервале 0[ , ]t T  относительно областей 0 0 0( ( ), ( ), ).AS t S t t


 

Доказательство. Пусть 0 0( ; , )x t t x  решение уравнения (1) с начальным условием 

0 0 0( ).x S t


  Предположим, что существует момент 1 0( , ]t t T  такой, что 

1 0 0 1( ; , ) ( )Ax t t x S t  и 0 0( ; , ) ( )Ax t t x int S t  при 0 1( , ).t t t  Для функции ( ) = TV x x x  

имеем  

1

1 0 0 0 0 0 0 0 (1)

0

( ( ; , )) = ( ( ; , )) ( ( ; , )) | =
t

t
V x t t x V x t t x V x s t x ds    

1

0 0 0

0

= ( ( ; , )) ( ( ( ), ) ( ( ), ))T T

t

t
V x t t x f x s s x x f x s s ds    

0 0 0

1 1

0 0 0 0 0 0
x S (t )

0 0

( ( ; , )) 2 ( ( ), ) < ( ( ; , )) 2 ( )sup
t t

t t
V x t t x x f x s s ds V x t t x A g s ds


    , 
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откуда, учитывая (2), получаем неравенство 
A 1

1 0 0 1
x S (t )

( ( ; , )) < ( ( )),infV x t t x V x t


 из кото-

рого следует 1 0 0 1( ; , ) ( ),Ax t t x S t  что противоречит принятому предположению о 

достижимости траекторией 0 0( ; , )x t t x  системы (1) границы области ( )AS t  в момент 

1t . Следовательно, не существует 1 0( , ],t t T  при котором движение, которое описы-

вается системой (1), покинет область ( ),AS t  если оно начинается в области 0 0( ).S t


 

Лемма 1 доказана. 

Теорема 1. Пусть для функции ( )g t  из Леммы 1 выполняется условие 

0

( ) = .
t

T
g s ds M  

Тогда для устойчивости движения, которое задается системой (1) на отрезке 

0[ , ]t T  относительно 0 0 0( ( ), ( ), )AS t S t t


, достаточно выполнения неравенства  

2 2

.
2

A
M

A


                                                          (3) 

Доказательство. Согласно Лемме 1, для практической устойчивости движения, 
которое задается системой (1) относительно 0 0 0( ( ), ( ), ),AS t S t t


 достаточно выполне-

ния неравенства (2) при любом 0[ , ].t t T  Оценим величину интеграла в левой его части  

0 0

2 ( ) 2 ( ) = 2 .
t t

t T
A g s ds A g s ds AM   

Правая часть неравенства (2) при заданных областях и функции ( ) = TV x x x  имеет вид  

A 0 0 0

2 2
0

x S (t) x S (t )
( ( )) ( ( )) = .supinf V x t V x t A




 

   

Таким образом, если выполняется соотношение (3), то неравенство (2) для систе-
мы (1) имеет место и движение, которое задается системой (1), практически устойчи-
во относительно областей 0 0 0( ( ), ( ), ).AS t S t t


 Теорема 1 доказана. 

Лемма 2. Пусть существуют непрерывные функции 1 2( ), ( )g t g t  такие, что 

1( , ) ( )f x t g t  для всех 0 0 1[ , ],t t t T   ( )Ax S t  и 2( , ) ( )f x t g t  для значений 

0 0 2[ , ],t t t T   ( ),Bx S t  0 < < ,A B   1 20 < <T T , и выполняются неравенства  

2 20 1

1

0

( ) ;
2t

t T
A

g s ds
A





                                                 (4) 

2 20 2

2

0

( ) ,
2t

t T
B

g s ds
B





                                                 (5) 

где 1 2( ), ( )g t g t . Тогда все решения системы (1), которые начинаются в области 

0 0( ),S t  при 0 0 1[ , ]t t t T   будут находиться в области ( ),AS t  а при 0 1 0 2( , ]t t T t T    

– в области ( ).BS t  
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Доказательство. Согласно Теореме 1, при выполнении неравенства (4) движение, 
которое определяется системой (1), практически устойчиво на интервале 0 0 1[ , ]t t T  

относительно 0 0 0( ( ), ( ), ),AS t S t t  т.е. все решения системы (1), которые начинаются в 

области 0 0( ),S t  при 0 0 1[ , ]t t t T   не покинут области ( ).AS t  Аналогично, при выпол-

нении неравенства (5) все решения системы (1), которые начинаются в области 

0 0( ),S t  при 0 0 2[ , ]t t t T   не покинут области ( ).BS t  Принимая во внимание, что 

< ,A B  получаем утверждение Леммы 2. 
Система вида (1), которая удовлетворяет условиям Леммы 2, называется расши-

ряюще устойчивой на конечном интервале 0 0 2[ , ]t t T  с временем становления 1 2<T T  

по отношению к величинам , , ,A B  где 0 < < .A B   

Сформулируем и докажем теорему, которая содержит достаточные условия сжи-
мающей устойчивости на конечном интервале 0 0 2[ , ]t t T  с временем становления 1T  

по отношению к величинам , , ,B A  0 < < .A B   

Теорема 2. Пусть система 

0 2= ( , 2 ),
dx

f x t T
dt

                                                   (6) 

полученная из системы (1) заменой 0 2= 2 ,t t T    расширяюще устойчива на ко-

нечном интервале 0 0 2[ , ]t t T  с временем становления 0 1 2 ,t T T   1 2< ,T T  по отно-

шению к величинам 1, , ,A B  10 < < .A B   Тогда существует такая область 

0 0( ),S t


 < ,B  что система (1) будет сжимающе устойчивой на конечном интерва-

ле 0 0 2[ , ]t t T  с временем становления 1T  по отношению к величинам , , .B A  

Доказательство. Пусть система (6) расширяюще устойчива на конечном интер-
вале 0 0 2[ , ]t t T  с временем становления 0 1 2 ,t T T   1 2< ,T T  по отношению к величи-

нам 1, , ,A B  где 10 < < .A B   Тогда для любого числа 0 0,M   0 1< ,M   решение 

системы (6), которое начинается в точке 0 ,x  0 0= ,x M  при 0 0 1 2[ , ]t t T T     будет 

находится в области ( ),AS   а при 0 1 2 0 2( , ]t T T t T      – в области ( )BS  . Схемати-

чески это показано на графике (рис. 1), где по горизонтали отложено время, а по вер-
тикали – норма решения системы (4), соответствующего начальному значению 0.x  

 

Рис. 1 
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Заметим, что из точки 0M  (рис. 1) выходит множество кривых, которые опре-

деляются условием 0 0= ,x M  так как существует множество наборов чисел 

0 0
1 , , nx x  таких, что 0 0

1 0( , , ) = ,nx x M  и каждому из них соответствует набор 

функций 1 0 0( , ), , ( , ),nx M x M   которые определяют функцию 0( , ) =x M  

2 2
1 0 0= ( , ) ( , ).nx M x M    Выберем среди всех этих наборов такой: 

0( , 0, , 0).M   Соответственно, получим набор функций 1 0 0( , ), , ( , ),nx M x M   

т.е. функцию 0( , )x M . Эта функция непрерывна по ,  так как все функции 

0( , ),ix M  = 1, , ,i n  непрерывны по   на интервале существования решения и 

непрерывна по 0M  в силу теоремы о непрерывной зависимости решений диффе-

ренциального уравнения от начальных условий и правых частей. В силу непре-
рывности по 0M  получим, что для произвольной точки ,P  < ,P B  

0 2
[0, 1

0, ( , ) ,max
]M

P x t T M


 
  
  

 существует точка 0 1[0, )M   такая, что 

0 2 0( , ) = .x t T M P  Пусть для некоторого числа 0 1[0, )M   получено значение 

0 2 0( , )x t T M . Обозначим 0 2 0( , ) = ,x t T M   0 2
[0, 1

( , ) < .max
]M

x t T M B





   Ясно, 

что для всех точек [0, ]P   также будут существовать точки 0 1[0, ]M   такие, 

что 0 2 0( , ) = .x t T M P  Заменой переменной 0 2= 2t t T     систему (6) приведем 

к системе (1). При этом, очевидно, точка 0 2t T  перейдет в точку 0 ,t  точка 0t  – в 

точку 0 2 ,t T  точка 0 1 2t T T   – в точку 0 1,t T  а кривая ( )l  – в кривую 1( ),l  сим-

метричную ( )l  относительно оси симметрии, которая проходит через середину 

отрезка 0 0 2[ , ].t t T  Поскольку, как было показано, для произвольной точки 

[0, ]P   существует точка 0 1[0, )M   такая, что существует решение системы 

(6), которое, будучи расширяюще устойчивым на интервале 0 0 2[ , ]t t T  с временем 

становления 0 1 2t T T   по отношению к величинам 1, , ,A B  начинаясь в точке 

0( , 0, , 0)M   при 0 2= t T  , удовлетворяет условию 0 2 0( , ) = ,x t T M P  то, учи-

тывая симметрию кривой 1( )l  к кривой ( )l  относительно оси симметрии, прохо-

дящей через середину отрезка 0 0 2[ , ],t t T  для произвольной точки [0, ]P   су-

ществует вектор 0 1 0 2 0 0 2 0= ( ( , ), , ( , ))T
nx x t T M x t T M   такой, что решение сис-

темы (1), начинаясь в точке 0=P x  при 0 0 1[ , ]t t t T  , будет находиться в области 

( )BS t , а при 0 1 0 2[ , ]t t T t T    – в области ( )AS t  и 0 2 0( , ) = .x t T P M  Заметим, что 

рассуждения для всех других наборов чисел, которые задают начальные значения 
для решения системы (6), проводятся аналогично. Т.е. система (1) при выполне-
нии условий Теоремы 2, сжимающе устойчива на интервале 0 0 2[ , ]t t T  с временем 

становления 1T  по отношению к величинам , , .B A Теорема доказана. 

Замечание 1. Область 0 ( )S t


 для системы (1) определяется числом ,  которое 

можно определить, зная величину 0 2 0( , )x t T M . Здесь 0( , )x t M  – решение систе-

мы (6), соответствующее числу 0 ,M  т.е. некоторому набору чисел 0 0
1 , , ,nx x  кото-

рые задают начальные значения для функций 0 0 0 0
1 1 1( , , , ), , ( , , , ).n n nx x x x x x     
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Значение 0M  выбирается из отрезка 1[0, ),  где 1[0, )  такой отрезок, что система (6) 

расширяюще устойчива на интервале 0 0 2[ , ]t t T  с временем становления 0 1 2t T T   

относительно величин 1, , .A B  

Замечание 2. Согласно доказательству Теоремы 2, все решения системы (1), на-
чинаясь в области 0 ( ),S t


 где   определено согласно Замечанию 1, при 0 2=t t T  

попадают в область 
1
( ).S t  

Приведем план исследования сжимающей устойчивости системы вида (1) с неко-
торым временем становления 1T  на отрезке 0 0 2[ , ].t t T  

1. Заменой 0 2= 2t t T    систему (1) преобразуем в систему вида (4). 

2. С помощью Леммы 2 устанавливается факт разжимающейся устойчивости сис-
темы (4) на интервале 0 0 2[ , ]t t T  с временем становления 0 1 2t T T   относительно 

величин 1, ,A B . 

3. Для некоторых начальных значений 0 0
1 , , ,nx x  удовлетворяющих условию 

0 0
1 0 1( , , , ) = < ,nx x M   находим величину 0 2 0( , ) = ,x t T M   где ( , )x t M  – 

решение системы (6). 
4. На основании Теоремы 1 делаем вывод о том, что система (1) сжимающе 

устойчива на интервале 0 0 2[ , ]t t T  с временем становления 1T  относительно 

величин , , .B A  

3. Числовой пример. 
Проиллюстрируем вышеизложенное на конкретном примере. Рассмотрим систему 

дифференциальных уравнений возмущенного движения  

1 1= ;
200

dx x

dt
 

22 2= 0,03cos (10 ),
200

dx x
t

dt
                                           (7) 

где 1 2, ,x x R  [0, 10].t  С помощью замены переменной 0 2= 2 ,t t T    т.е. 

= 10,t    систему (7) приведем к виду  

1 1= ;
200

dx x

d
  

22 2= 0,03cos ( ).
200

dx x

d



                                             (8) 

Выберем области 2
0 0 0 01

( ) = { : < 0,59},S t x R x   2( ) = { : < 0,63},AS t x R x  

2( ) = { : < 0,83}BS t x R x  и время становления 1 = 8.T  Для функции ( , ) =f x   

21 2= , 0,03cos ( )
200 200

T
x x     

 
 справедливы оценки: 20,63

( , ) < 0,03cos ( )
200

f x     

1= ( , )g x  для всех [0, 2],   ( )Ax S  ; 2
2

0,83
( , ) < 0,03cos ( ) ( , )

200
f x g x     для 

всех [0, 10],   ( ).Bx S   Соотношения (4) и (5) из Леммы выполняются, значит сис-
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тема (8) расширяюще устойчива на интервале [0, 10]  с временем становления = 2t  

относительно величин 1 = 0,59,  = 0,63,A  = 0,83.B  Выбрав 0 = (0,5; 0,31),x  

0 = 0,5883,x  определим 0(10, ) = 0,6534 = .x x   Согласно Теореме 2, следует вывод, 

что система (7) сжимающе устойчива на интервале [0, 10]  с временем становления 

1 = 8T  относительно величин = 0,6534,  = 0,63,A  = 0,83.B  

 

Рис. 2 
 
На рис. 2 пунктиром представлено поведение абсолютной величины траектории 

системы (7) с начальным значением 0 = 0,6534x  на отрезке [0, 10].  Видно, что сис-

тема сжимающе устойчива относительно указанных величин. Также, для наглядности, 
сплошной линией показано поведение решения системы (8), которая расширяюще 
устойчива. 

4. Заключение. 

В данной работе предложена методика исследования сжимающей устойчивости 
на конечном интервале с определенным, наперед заданным временем становления. 
Методика основана на применении вспомогательной функции типа Ляпунова и ис-
следовании ее поведения вдоль траектории рассматриваемой системы [2, 15, 16]. Ис-
пользуя переход в системе от обычного времени t  к некоторому обобщенному вре-
мени ,  с помощью соответствующей замены переменной получаем возможность 
исследовать систему на сжимающую устойчивость с наперед заданным временем ста-
новления. Рассмотрен иллюстративный пример, который поясняет предложенную 
методику. Отметим, что представляет интерес рассмотрение данной задачи с учетом 
параметрических неточностей [11, 12]. 

 
 
Р Е ЗЮМ Е .  Запропонованo методику дослідження стискаючої стійкості на скінченному 

інтервалі з певним наперед заданим часом становлення. Методику основано на використанні функції 
типу Ляпунова і дослідженні її поведінки уздовж траекторій системи, що розглядається. 
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