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МОДЕЛИРОВАНИЕ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ
ПРИ ЛАЗЕРНОЙ СВАРКЕ

А. БОКОТА, В. ПЕКАРСКА (Политехника Ченстоховская, Республика Польша)

Представлены математическая модель и расчет деформаций и напряжений, возникающих при лазерной сварке
стального листа. Для определения температурного поля используется уравнение теплопроводности с конвективным
членом, решаемое методом функции Грина. Модель фазовых превращений базируется на диаграмме непрерывного
охлаждения свариваемой стали и уравнениях Авраами, Коистинена и Марбургера. При определении временных
и остаточных напряжений в зависимости от термической нагрузки и фазовых превращений учитывается связь
термофизических параметров с температурой и фазовым составом стали. В модели напряжений учитывается струк-
турная и трансформационная деформация.
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ряженное состояние

При рассмотрении процесса лазерной сварки
обычно отсутствуют комплексные описания и мо-
дели, дающие возможность оценивать явления,
сопутствующие ее процессу. Причиной возник-
новения специфических процессов, не характер-
ных для других способов сварки, является высо-
кая скорость и специфическая форма шва,
поскольку лазерный луч характеризуется высокой
концентрацией энергии. Металл в зоне сварки наг-
ревается до высокой температуры при значитель-
ном ее градиенте [1–3]. В результате возникает
существенная термическая деформация и дефор-
мация, обусловленная фазовыми превращениями,
а в итоге — образование временных и остаточных
напряжений [4–9].

В большинстве работ, главным образом экс-
периментальных, рассматривается влияние пара-
метров сварки на характеристики сварных сое-
динений, а существующие цифровые модели от-
носятся к определению температурного поля, зо-
ны сплавления и ЗТВ. В работах [4, 6, 7] пред-
ложена модель механических явлений при лазер-
ной сварке, но без учета трансформационной де-
формации.

Особое значение с технологической точки зре-
ния имеет оценка влияния структурных превра-
щений на деформацию и уровень напряжений в
свариваемой зоне. Возникающие напряжения
формируют механические характеристики и проч-
ность сварного соединения. Такая оценка возмож-
на, если имеется информация о значении и виде
фазовых превращений, возникающих в опреде-
ленном тепловом цикле.

В работe для расчета удельного фазового сос-
тава в твердом состоянии и сопутствующей изот-

ропной термической и структурной деформации
использована модель фазовых превращений для
свариваемой низколегированной стали [8, 10].
Принято, что свариваемый материал является уп-
ругопластичным. Значения временных и остаточ-
ных напряжений, возникающих в результате тер-
мических нагрузок и фазовых превращений, по-
лучены путем решения уравнений равновесия ме-
тодом конечных элементов, используя закон не-
изотермического пластического течения с изот-
ропным упрочнением и условием Губера–Мизеса
[11]. В модели учтена зависимость термофизи-
ческих параметров от температуры и фазового
состава металла [5, 8, 12]. Расчет фазовых прев-
ращений и напряжений позволяет избегать доро-
гостоящих экспериментов, проводимых с целью
получения данных, необходимых для оптималь-
ного ведения лазерной сварки.

Расчет температурного поля проводится по
уравнению неустановившегося потока тепла с
конвективным членом:

a∇2T(x, t) – ∂T(x, t)
∂t

 + ∇T(x, t)v = – QC , (1)

где a — коэффициент выравнивания температу-
ры; C — удельная теплоемкость; Q — мощность
объемных источников тепла, в которых учиты-
вается тепло от лазерного луча; v — вектор ско-
рости перемещения лазерного луча; x = x(xα) —
вектор положения рассматриваемой точки.

Уравнение (1) решено для линейного источ-
ника тепла с определенным погружением hz ме-
тодом суперпозиции функции Грина, предложен-
ным в работе [3].

Температурное поле в рассматриваемой точке
определяет источник тепла с распределением
мощности в виде

      Q(x′) = 
⎧
⎨
⎩

Q~ (1 – R) ⁄ (πr2hz), x′ = 0, y′ = 0, –hz ≤ z′ ≤ hz,
0, |z′|> hz, (2)
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где hz — глубина лазерного проплавления, м;
Q~ — мощность лазерного луча, Вт; R — коэффи-
циент отражения; r — радиус лазерного луча, м.

Принято, что стационарное решение в рассмат-
риваемой области существует для времени t, а
подвижная система координат {x′, y′, z′} переме-
щается относительно базовой со скоростью v =
= v(u, 0, 0).

Используя функцию Грина и добавляя началь-
ную температуру T0, получаем

T(x, t) = 1
C  ∫ 

0

t

∫ 
Ω

 Q(x′, t′) G (|x – (x′ – d)|, t – t′) d Ω′dt′ + T0. (3)

Интегрируя выражение (3) по пространствен-
ным координатам с учетом уравнения (2), полу-
чаем полуаналитическое решение уравнения (1),
численное интегрирование (3) по времени про-
водится методом Ромберга.

Фазовые превращения, термические и
структурные деформации. Удельный объем аус-
тенита, образовавшегося во время нагрева, опре-
деляется по формуле Мехля–Авраами [13–15]:

η~A(T, t) = 1 – exp (–btn), (4)

где η~A — массовая доля аустенита, образовав-
шегося в результате нагрева; t — время нагрева;
b = b(T) и n = n(T) — коэффициенты, устанав-
ливаемые в соответствии с условиями начала (ηs =
= 0,01) и конца (ηf = 0,99) превращений [15].

Массовая доля фазы, образовавшейся во время
охлаждения аустенита, определяется температу-
рой и скоростью охлаждения в диапазоне тем-
ператур T8/5. Количественно массовая доля новой
фазы (феррит, перлит либо бейнит) также опре-
деляется с учетом скорости охлаждения w8/5 по
формуле Мехля–Авраами (диффузионные превра-
щения) и с учетом уже существующих удельных
составляющих:

η(⋅)(T, t) = η(⋅)% η~A(1 – exp (–b(t(T))n)) + η0(⋅), (5)

где η%(⋅) — максимальная массовая доля фазы
при определенной скорости охлаждения, установ-
ленная экспериментально; η~A — массовая доля
аустенита, образующегося во время нагрева;
η0(⋅) — количество фазы исходной структуры без
перехода в аустенит.

Массовая доля мартенсита определяется по мо-
дифицированной формуле Коистинена – Марбур-
гера [10, 15, 16]:

ηM(T) = η%(⋅) η~A
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T ∈ [Ms, Mf(w8 ⁄ 5)],
(6)

где m — коэффициент, определяемый экспери-
ментально (для испытуемой стали m = 2,5); Ms,
Mf — температуры начала и конца мартенситного
превращения.

Приросты изотропных деформаций в зависи-
мости от температуры и фазовых превращений
(структурные деформации) определяются по фор-
мулам [8, 10]:

dεTPh = ∑ 
i = 1

i = 5

αiηidT – εA
PhdηA,

dεTPh = ∑ 
i = 1

i = 5

αiηidT + ∑ 
j = 2

j = 5

εj
Phdηj,

(7)

где αi = αi(T), i = А, Б, Ф, М, П — коэффициенты
линейной дилатации соответственно аустенита,
бейнита, феррита, мартенсита и перлита; εA

Ph —
изотропнaя деформация фазового превращения
исходной структуры в аустенит; j = Б, Ф, M и
П; εj

Ph = εj
Ph(T) — изотропные деформации фазо-

вого превращения аустенита соответственно в
феррит, бейнит, мартенсит и перлит.

Значения коэффициентов линейной дилатации
и изменения объема в зависимости от фазовых
превращений принимаем в соответствии с экс-
периментальными данными, полученными на ус-
тановке с воспроизведением тепловых циклов при
различных скоростях нагрева и охлаждения [10].

Напряжения. Напряжения во время лазерной
сварки рассчитывали путем решения уравнения
равновесия, выраженного в скоростях:

div(σ⋅  (x, t)) = 0,  σT = σ. (8)

Формулы закона Гука, выраженные в скорос-
тях, имеют вид

σ⋅  = E εe⋅  + E
⋅

 εe,  εe = ε – εp – εTPh – εtp, (9)

где σ = σ(σαβ) — тензор напряжения; E — тензор
постоянных материала; εe, ε, εp — соответственно
тензор упругой, суммарной и пластической де-
формации; εTPh — тензор изотропных, термичес-
ких деформаций и деформаций, возникающих в
результате фазовых превращений в твердом теле
(εTPh = εT + εPh); εtp — тензор трансформационной
деформации.
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Пластическая деформация определяется с уче-
том закона неизотермического пластического те-
чения [4, 11, 17]

ε p⋅  = Λ⋅  ∂f
∂σ

 = Λ⋅  3S
2Y,  f

⋅
 = 0,  f = 0,

(10)

где Λ⋅  — скалярный множитель пластичности; f =
= f(σ, Y(T, εp) — функция пластического течения,
зависимая от тензора напряжения и предела те-
кучести; S — девиатор тензора напряжения.

Значение пластической деформации определя-
ется с помощью модели неизотермического плас-
тического течения с изотропным упрочнением и
условием пластичности Губера–Мизеса, a функ-
ция течения равна

f = σef – Y(T, ∑ ηk, εef
p ) = 0, (11)

где σef — эквивалентное напряжение; εef
p  — эф-

фективная пластическая деформация;
Y = Y(T, ∑ ηk, εef

p ) — предел текучести материала,

зависимый от фазового состава ∑ηk при темпе-
ратуре T и эквивалентной пластической дефор-
мации εef

p  ;

Y(T, ∑ ηk, εef
p ) = Y0(T, ∑ ηk) + YH(T, ∑ ηk, εef

p ); (12)

Y0 = Y0(T, Σηk) — предел текучести материала,
зависящий от температуры и фазового состава при
отсутствии пластической деформации; YН = YН(T,
Σηk, εef

p ) — прирост предела текучести в резуль-
тате упрочнения материала.

Модуль Юнга и касательный модуль зависят
от температуры, предел текучести — от темпе-
ратуры и фазового состава:

E = E(T),  Et = Et(T),  Y0 = ∑ 
i = 1

5

Yi(T)ηi. (13)

Скорость изменения предела текучести опре-
деляется зависимостью

Y
⋅

 = κ εef
p⋅  + HT

Y T⋅  + ∑ Hη
k

Y ηk
⋅ , (14)

где κ, HT
Y, Hη

k

Y  — соответственно модули упроч-

нения, термического ослабления, структурного
упрочнения-ослабления [7, 8, 17].

Очевидно, что скорость эквивалетной пласти-

ческой деформации (εef
p⋅  = Λ

⋅
) зависит от прироста

напряжений выше предела текучести, градиентов

термофизических параметров и структурного сос-
тояния материала.

На основе модели Леблонда [13, 18] прини-
маем, что трансформационная деформация

εtp⋅  = 
⎧

⎨

⎩

⎪

⎪

0,  ηi ≤ 0,03,

–K1i 
S

Y(η1)
ln (ηi) ηi

⋅ ,  ηi ≥ 0,03, (15)

где Kli = 3ε1i
ph — объемные структурные дефор-

мации образования i-фазы с исходной фазы «1»;
Y(ηl) — предел текучести для исходной фазы.

Уравнение равновесия дополняется соответс-
твующими граничными и начальными условиями:

σ(x, t0) = σ(x, Tkr) = 0,  ε(x, t0) = ε(x, Tkr) = 0, (16)

где Tkr — температура, принятая за начальную
при генерировании напряжений в зоне плавления.
Задача решается методом конечных элементов, a
в процессе итерации используется модифициро-
ванный алгоритм Ньютона–Рапсона [11].

Примеры расчетов. Рассмотрим пример рас-
четов температурного поля, количества фаз и нап-
ряжений в прямоугольном образце размером
100 20 5 мм, сваренного лазерной сваркой.

В расчетах принимали значение коэффициента
отражения R = 0,25, мощность источника тепла
Q = 3,8 кВт, луч диаметром 2 мм, перемещаемый
со скоростью 42 м/ч [1,7]. Результаты расчетов
приведены на рис. 1, 2.

Исходя из рассматриваемой геометрии образца
(призма), для решения напряжений и деформаций
используем модифицированные условия плоской
деформации, когда выполняется условие равенс-
тва нулю суммарной нормальной силы N |Г

x
 в по-

перечном сечении Гx образца (рис. 3). При вы-
числениях определены средние значения дефор-
мации, которые удовлетворяют условию [8]:

Рис. 1. Распределение температуры в поперечном сечении
образца (зона максимальной температуры)
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∫ 
Γ

x

σx
⋅ dΓ = N

⋅
 |Γ

x
 = 0,  ∫ 

Γ
x

σxdΓ = N |Γ
x
 = 0. (17)

С помощью формулы закона Гука для про-

дольного напряжения (σ11
⋅  = σx

⋅ ) :

σ11
⋅  = σx

⋅  = (2µ + λ)εx
e⋅  + λ εγγ

e⋅  +

+ (2µ⋅  + λ⋅ )ε11
e  + λ⋅  εγγ

e⋅ ,  γ = 2,3 (18)

и зависимости (17) получаем следующее уравне-
ние для определения скорости средней, суммар-
ной продольной деформации:

(19)

где λ = λ(E, ν), µ = µ(E, ν) — постоянные Ламе;
ν — коэффициент Пуассона [11].

Использование модифицированной модели
плоской деформации принимает суммарную нор-
мальную силу, равную нулю в любом поперечном
сечении прямоугольника.

Для низкоуглеродистой низколегированной
стали (S355J2G3) принимаем следующие термо-
физические параметры: T0 = 300 К, Tсол = 1650 К,
Tлик = 1750 К, Tкр = 0,5(Tлик + Tсол), E(T0) = 2,0⋅105,
E(Tкр) = 10 МПа, Et(T) = 0,05E(T). Пределы те-
кучести для образующихся структур Y0(T0, ηk)
(аустенита, бейнита, феррита, мартенсита и пер-
лита) имеют значения соответственно: 200, 600,
320, 1200 и 320 MПa [2, 4, 5], а для T = Tкр предел
текучести Y0(Tкр, ηk) = 5 MПa. В интервале тем-
ператур T0...Tкр значения термофизических пара-

( )( ) ( )11 11 11 11

11

2 (2 )

(2 )

x
x x x

x

e e e p Tph tp

x

N d d d

d

γγ γγλε µ λ ε λε µ λ ε ε ε
ε ε

µ λ

Γ
Γ Γ Γ

Γ

− Γ − + + Γ + + + + Γ

= =
+ Γ

∫ ∫ ∫

∫

& && & & & &&

& &

Рис. 2. Распределение бейнита (а) и мартенсита (б) в металле ЗТВ после сварки

Рис. 3. Схема прямоугольного образца, сваренного лазерной
сваркой

Рис. 4. Зависимость модуля Юнга, касательного модуля и
предела текучести от температуры по [5] (штриховая) и [12]
(штрихпунктирная); сплошные кривые — расчет
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Рис. 5. Распределение осевых σ11 (а) и нормальных σ22 (б) остаточных напряжений в поперечном сечении образца

Рис. 6. Распределение нормальных σ33 (а) и касательных σ23 (б) остаточных напряжений в поперечном сечении образца

Рис. 7. Oстаточные эффективные напряжения σef в попереч-
ном сечении образца

Рис. 8. Эффективная трансформационная деформация εef
tp в

поперечном сечении образца
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метров аппроксимированы параболическими фун-
кциями (рис. 4).

Результаты расчета распределения остаточ-
ных напряжений и пластической деформации в
металле ЗТВ и околошовной зоне приведены на
рис. 5–10.

Распределение напряжений в металле ЗТВ
сварного соединения, выполненного лазерной

сваркой (рис. 5–7, 9 и 11), не является благоп-
риятным с эксплуатационной точки зрения. Это
относится как к осевым (σ11, рис. 5, а и рис. 9),
так и к нормальным напряжениям в перпенди-
кулярном оси направлении (σ22, рис. 5, б). Данные
напряжения являются достаточно высокими рас-
тягивающими, и кроме того, напряжения σ22 выс-
тупают в приповерхностных слоях металла
(рис. 5, б и рис. 9). На уровень напряжений су-
щественное влияние оказывает структурная де-
формация, при отсутствии которой результаты
будут уже другие (рис. 12). Трансформационная
деформация в меньшей степени влияет на уровень
напряжений (рис. 11), что позволяет не учитывать
ее при моделировании напряженного состояния
сварного соединения для принятых параметров
сварки.
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Mathematical and digital models of strains and stresses formed in laser welding of steel plates are described. The heat
conduction equation comprising a convection term, which is solved by the Green function method, is used to determine
the temperature field. The model of phase transformations is based on the diagram of continuous cooling of the steel
welded, as well as on the Avrami and Koistinen-Marburger equations. The relationship of thermal-physical parameters
with temperature and phase composition of the steel is taken into account in evaluation of temporary and residual stresses,
depending upon the thermal load and phase transformations. The model allows for the structural and transformation
deformation. 
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