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Побудовано функцiю Грiна тривимiрного конвективного хвильового рiвняння для нескiн-
ченної прямої труби довiльної (але незмiнної по її довжинi) форми та площi поперечного
перерiзу з акустично жорсткими i акустично м’якими стiнками, а також стiнками
змiшаного типу. Ця функцiя представляється рядом за акустичними модами труби.
Кожен член ряду є суперпозицiєю прямої та зворотної хвиль, якi поширюються на
вiдповiднiй модi вiдповiдно вниз та вгору за течiєю вiд акустичного джерела. У побудо-
ванiй функцiї Грiна в явному виглядi вiдображенi ефекти рiвномiрної осередненої течiї
в трубi. Цi ефекти стають бiльш вагомими зi збiльшенням числа Маха течiї, зумов-
люючи, зокрема, появу i подальше збiльшення асиметрiї функцiї вiдносно поперечного
перерiзу труби, в якому розташоване згадане джерело. I навпаки, зi зменшенням числа
Маха вагомiсть впливу течiї на функцiю Грiна зменшується, проявляючись, крiм iн-
шого, у зменшеннi зазначеної її асиметрiї. У випадку ж вiдсутностi течiї одержана
функцiя Грiна є симетричною вiдносно вказаного перерiзу. У процесi побудови функцiї
Грiна запропоновано перетворення, яке дозволяє зводити одновимiрне конвективне рiв-
няння Кляйна–Гордона до його класичного одновимiрного аналога i на основi вiдомого
розв’язку останнього одержувати розв’язок першого рiвняння.
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Дослiдження закономiрностей генерацiї та поширення звуку в трубах рiзних геометрiй
є актуальним у автомобiле- та лiтакобудуваннi, архiтектурi, медицинi, нафтогазовiй про-
мисловостi, комунальному господарствi тощо [1–4]. Незалежно вiд типу труб i акустичних
джерел у них, такi дослiдження в принципi можуть бути проведенi на основi методу фун-
кцiй Грiна. Проте його застосування є доцiльним лише за умови iснування принципової
можливостi побудови вiдповiдної функцiї Грiна.

Крiм iншого, така можливiсть залежить вiд геометрiї дослiджуваної труби та форми
її поперечного перерiзу, фiзичних властивостей її стiнок та умов її закрiплення, фiзичних
властивостей зовнiшнього та внутрiшнього середовища, акустичних умов на кiнцях тру-
би та наявностi або вiдсутностi течiї в нiй тощо. Як засвiдчує аналiз наукової лiтератури,
з-помiж конструкцiй, геометрiя та фiзичнi властивостi яких визначаються рiзними комбi-
нацiями цих факторiв, найбiльш дослiдженими є нескiнченнi прямi жорсткостiннi труби
кругової та прямокутної форм поперечного перерiзу (див., наприклад, [1, 5–12]). Для них
було побудовано вiдповiднi функцiї Грiна хвильового рiвняння й рiвняння Гельмгольца,
а також з їхньою допомогою на основi теореми Грiна було одержано вирази для рiзних
характеристик акустичних полiв, згенерованих вiдповiдними джерелами у зазначених тру-
бах. Проте всi цi результати зазвичай обмежувалися випадком вiдсутностi течiї в трубi.
Якщо ж наявнiсть течiї i бралася до уваги, то її ефекти у вiдповiдних функцiях Грiна
та/або кiнцевих результатах проявлялися лише у неявному виглядi [1, 5, 7, 9–12].
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Рис. 1. Геометрiя задачi

Цей недолiк був частково усунутий у недавнiх роботах [13–15]. Там було побудовано фун-
кцiї Грiна хвильового рiвняння й рiвняння Гельмгольца для прямої жорсткостiнної труби
кругового поперечного перерiзу iз внутрiшньою осередненою течiєю [13], а також функцiю
Грiна хвильового рiвняння для прямої труби прямокутного поперечного перерiзу з таким же
типом стiнок i такою ж течiєю [14, 15]. У цих функцiях, крiм iншого, вже в явному виглядi
були вiдображенi ефекти зазначеної течiї.

У даному дослiдженнi далi розвиваються результати робiт [13–15] на випадок прямої
труби довiльної (але незмiнної по її довжинi) форми поперечного перерiзу з акустично
жорсткими або акустично м’якими стiнками, або ж зi стiнками змiшаного типу. Одержанi
при цьому результати мають явну залежнiсть вiд параметрiв течiї в трубi.

Постановка задачi. На рис. 1 зображено нескiнченну пряму трубу довiльної (але не-
змiнної по її довжинi) форми та площi поперечного перерiзу.1 Її стiнки є акустично жорс-
ткими або акустично м’якими, або ж якась їх частина є акустично жорсткою, а iнша —
акустично м’якою. У цiй трубi задано рiвномiрну осереднену (по її поперечному перерiзу)
течiю рiдини зi швидкiстю U в напрямку твiрної її стiнки, а також довiльно розташованi
акустичнi джерела рiзної природи. Останнi генерують в трубi акустичне поле, яке описує-
ться тривимiрним конвективним хвильовим рiвнянням [13]:

1

c20

d2pa
dt2

−∇2pa = γ, (x1, x2) ∈ A, |x3| <∞, |t| <∞. (1)

Необхiдно побудувати функцiю Грiна рiвняння (1) для цiєї труби.
У рiвняннi (1) c0 — швидкiсть звуку в незбуренiй рiдинi; pa — акустичний тиск; t —

час; γ задає сумарний розподiл зазначених джерел; x1, x2, x3 — ортогональнi (у загальному
випадку криволiнiйнi) координати з вiссю x3 уздовж течiї; A — поперечний перерiз труби
площею |A|; друга повна похiдна за часом i оператор Лапласа у координатах x1, x2, x3
записуються таким чином:
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(2)

1Тут мається на увазi така форма поперечного перерiзу труби i такий тип її стiнок, для яких можна
знайти її акустичнi моди
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hi (i = 1, 2, 3) є коефiцiєнтами Ламе [8]:

hi =

√(
∂x

∂xi

)2

+

(
∂y

∂xi

)2

+

(
∂z

∂xi

)2

,

h1 = h1(x1, x2), h2 = h2(x1, x2), h3 = 1;

(3)

x, y, z — є прямокутними координатами, вибраними таким чином, що їх початок лежить
у тому ж поперечному перерiзi труби, що i початок системи координат (x1, x2, x3), а вiсь z
спiвнаправлена з вiссю x3 (див. рис. 1). Крiм того, тут, згiдно з умовою задачi, U = const,
∂A/∂x3 = 0, |A| = const.

Функцiя Грiна. Рiвняння та умови, якi задовольняє функцiя Грiна. Шукана
функцiя Грiна G описує акустичний тиск у довiльнiй точцi труби (x1, x2, x3) в момент ча-
су t, який генерується в момент t0 одиничним точковим iмпульсним акустичним джерелом
у трубi в точцi (x10, x20, x30) (див. рис. 1). Вона задовольняє рiвняння

1

c20

d2G
dt2

−∇2G = δ(r⃗ − r⃗0)δ(t− t0),

(x1, x2) ∈ A, (x10, x20) ∈ A, |x3| <∞, |x30| <∞, |t| <∞, |t0| <∞,

(4)

в якому

δ(r⃗ − r⃗0) =
1

h1h2
δ(x1 − x10)δ(x2 − x20)δ(x3 − x30) —

тривимiрна просторова, δ(xi − xi0) — одновимiрнi просторовi, а δ(t − t0) — одновимiрна
часова дельта-функцiї Дiрака; r⃗ = xie⃗i i r⃗0 = xi0e⃗i — радiус-вектори вiдповiдно точки
поля i зазначеного джерела; e⃗i — орт осi xi; оператори d2/dt2 i ∇2 даються в (2), а також
передбачається пiдсумовування за iндексами, що повторюються.

Граничнi умови для функцiї G вiдображають вiдсутнiсть нормальної компоненти аку-
стичної швидкостi на поверхнi труби S (у разi акустично жорсткої її стiнки):

∂G
∂n

∣∣∣∣
S

= 0 (5)

(де n⃗— зовнiшня нормаль до S) або рiвнiсть нулевi акустичного тиску на S (у разi акустично
м’якої стiнки):

G|S = 0, (6)

або ж (у разi акустичної жорсткостi якоїсь частини стiнки труби (наприклад, S1) i акусти-
чної м’якостi решти її стiнки (S2 = S − S1)) вiдсутнiсть зазначених характеристик акусти-
чного поля на цих частинах поверхнi S:

∂G
∂n

∣∣∣∣
S1

= 0, G|S2 = 0. (7)

Крiм того, не повинно бути як вiдбиття звуку на кiнцях труби (на нескiнченностi), так
i акустичного поля в усiй трубi до початку його генерацiї зазначеним джерелом:

G|t<t0 = 0, (8)
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а також повинен виконуватися принцип взаємностi [8–12]:

G(r⃗, t; r⃗0, t0) = G(r⃗0,−t0; r⃗,−t). (9)

Побудова функцiї Грiна та її аналiз. Розв’язок задачi (4)–(9) шукатимемо у виглядi
розкладу функцiї G в ряд за акустичними модами труби Ψnm:

G(x1, x2, x3, t;x10, x20, x30, t0) =
∑
n

∑
m

Gnm(x3, t;x10, x20, x30, t0)Ψnm(x1, x2). (10)

Цi моди задовольняють рiвняння

∇2
(x1,x2)

Ψnm(x1, x2) = −k2nmΨnm(x1, x2),

∇2
(x1,x2)

=
1

h1h2

[
∂

∂x1

(
h2

h1

∂

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
h1

h2

∂

∂x2

)] (11)

(в якому knm — модальнi хвильовi числа у перерiзi A), залежно вiд типу стiнок труби — одну
iз граничних умов (5)–(7), i, згiдно з постановкою задачi, можуть бути знайденi аналiтично
або чисельно. Їхня ж кiлькiсть (а вiдтак, i межi сум у (10)) залежить вiд форми поперечного
перерiзу труби i типу її стiнок.

У (10) невiдомими є коефiцiєнти Gnm. Для їх визначення пiдставимо ряд (10) у розписане
з урахуванням (2) рiвняння (4), помножимо одержаний при цьому вираз скалярно на моди
Ψnm, а також врахуємо ортогональнiсть функцiй Ψnm:∫∫

A

Ψnm(x1, x2)Ψsq(x1, x2) dA =

{
∥Ψnm∥2; (s, q) = (n,m);
0; (s, q) ̸= (n,m);

∥Ψnm∥2 =
∫∫
A

Ψ2
nm(x1, x2) dA; dA = h1h2dx1dx2

(12)

i спiввiдношення (11). Послiдовнiсть таких операцiй приводить до одновимiрного конве-
ктивного рiвняння Кляйна–Гордона для Gnm [8, 13–15]:

1

c20

∂2Gnm

∂t2
+ 2

M

c0

∂2Gnm

∂t∂x3
− (1−M2)

∂2Gnm

∂x23
+ k2nmGnm =

=
Ψnm(x10, x20)

∥Ψnm∥2
δ(x3 − x30)δ(t− t0), (13)

в якому M = U/c0 — число Маха течiї в трубi, а квадрати норм мод ∥Ψnm∥2 i межi змiни
всiх змiнних даються вiдповiдно у (12) i (4).

Подальше введення нових безрозмiрних змiнних

X3 =
λx3
l
, X30 =

λx30
l
, T = λ−1 c0t

l
+M

λx3
l
,

T0 = λ−1 c0t0
l

+M
λx30
l
, λ =

1√
1−M2

(14)
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(де l — масштаб довжини, вибiр якого пояснюється пiсля спiввiдношення (17)) дозволяє
позбутися у рiвняннi (13) доданкiв, якi мiстять число Маха течiї i переписати його у кла-
сичному виглядi [8]:

∂2Gnm

∂T 2
− ∂2Gnm

∂X2
3

+ k2nml
2Gnm =

= l2
Ψnm(x10, x20)

∥Ψnm∥2
δ

(
l

λ
(X3 −X30)

)
δ

(
λl

c0
(T − T0 −M(X3 −X30))

)
(15)

в областi

|X3| <∞, |X30| <∞, |T | <∞, |T0| <∞.

Розв’язком класичного рiвняння Кляйна–Гордона (15) у вказанiй областi є суперпозицiя
прямої та зворотної хвиль, якi поширюються вiдповiдно вправо та влiво вiд iмпульсного
джерела, розташованого у точцi X3 = X30 [8, 13–15]:

Gnm =
c0
2

Ψnm(x10, x20)

∥Ψnm∥2
[H(X30 −X3)H(T − T0 +X3 −X30) +

+ H(X3 −X30)H(T − T0 − (X3 −X30))]J0
(
knml

√
(T − T0)2 − (X3 −X30)2

)
. (16)

Тут H(. . .) — функцiя Хевiсайда; J0(. . .) — цилiндрична функцiя Бесселя першого роду
порядку 0, а також було взято до уваги умову випромiнювання у нескiнченнiсть, яку має
задовольняти функцiя G.

Тодi пiдстановка (14) у (16) дає остаточнi вирази для Gnm у (10):

Gnm =
c0
2

Ψnm(x10, x20)

∥Ψnm∥2

[
H
(
λ

l
(x30 − x3)

)
H
(
c0
λl

(t− t0) + (M + 1)
λ

l
(x3 − x30)

)
+

+ H
(
λ

l
(x3 − x30)

)
H
(
c0
λl

(t− t0) + (M − 1)
λ

l
(x3 − x30)

)]
×

× J0
(
knml

√
c20
λ2l2

(t− t0)2+ 2
c0M

l2
(t− t0)(x3− x30)+ (M2− 1)

λ2

l2
(x3− x30)2

)
. (17)

Бачимо, що параметр l не впливає на значення жодної з функцiй у (17), а вiдтак i на значе-
ння як самих коефiцiєнтiв Gnm, так i функцiї Грiна (10) (оскiльки функцiї Ψnm i квадрати
їхнiх норм ∥Ψnm∥2, а також функцiя J0 у (17) взагалi не залежать вiд l, а знаки аргументiв
усiх функцiй Хевiсайда в (17) не залежать вiд значення параметра l > 0). Це вказує на те,
що масштаб довжини l у перетвореннi (14) можна вибирати довiльно.

Наявнiсть спiввiдношень (17) дозволяє на основi (10) записати вираз для шуканої фун-
кцiї Грiна:

G(x1, x2, x3, t;x10, x20, x30, t0) =

=
c0
2

[
H
(
λ

l
(x30 − x3)

)
H
(
c0
λl

(t− t0) + (M + 1)
λ

l
(x3 − x30)

)
+

+ H
(
λ

l
(x3 − x30)

)
H
(
c0
λl

(t− t0) + (M − 1)
λ

l
(x3 − x30)

)]
×
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×
∑
n

∑
m

Ψnm(x10, x20)

∥Ψnm∥2
Ψnm(x1, x2)J0

(
knml

√
ξ
)
, (18)

де

ξ =
c20
λ2l2

(t− t0)
2 + 2

c0M

l2
(t− t0)(x3 − x30) + (M2 − 1)

λ2

l2
(x3 − x30)

2.

Бачимо, що функцiя (18) представляється рядом за акустичними модами труби Ψnm.
Кожен член цього ряду є сумою прямої та зворотної хвиль, якi поширюються вiдповiдно
вниз та вгору за течiєю вiд акустичного джерела, розташованого у перерiзi труби x3 =
= x30. Крiм того, функцiя (18) задовольняє умову причинностi (8) i принцип взаємностi
(9), а також одну iз граничних умов (5)–(7) та умову випромiнювання у нескiнченнiсть.

Подальший аналiз виразу (18) свiдчить про те, що в одержанiй функцiї Грiна через
числа M i λ вiдображено ефекти дослiджуваної течiї. Цi ефекти стають бiльш вагомими
зi збiльшенням M , зумовлюючи, крiм iншого, появу i подальше збiльшення асиметрiї фун-
кцiї G вiдносно перерiзу x3 = x30, в якому розташоване зазначене джерело. I навпаки, зi
зменшенням числа Маха вагомiсть впливу течiї на функцiю G зменшується, спричиняючи,
зокрема, зменшення вказаної її асиметрiї. У випадку ж вiдсутностi течiї в трубi (M = 0,
λ = 1) функцiя (18) стає симетричною вiдносно перерiзу x3 = x30.

На закiнчення зробимо такi висновки.
1. Побудовано функцiю Грiна G тривимiрного конвективного хвильового рiвняння для

нескiнченної прямої труби довiльної (але незмiнної по її довжинi) форми та площi попере-
чного перерiзу з акустично жорсткими i акустично м’якими стiнками, а також зi стiнками
змiшаного типу.

2. Ця функцiя представляється рядом за акустичними модами труби. Кожен член ряду
є суперпозицiєю прямої та зворотної хвиль, якi поширюються на вiдповiднiй модi вiдповiдно
вниз та вгору за течiєю вiд акустичного джерела.

3. У побудованiй функцiї Грiна в явному виглядi вiдображено ефекти рiвномiрної осе-
редненої течiї в трубi. Цi ефекти стають бiльш вагомими зi збiльшенням числа Маха течiї,
зумовлюючи, зокрема, появу i подальше збiльшення асиметрiї функцiї G вiдносно пере-
рiзу труби x3 = x30, в якому розташоване зазначене джерело. I навпаки, зi зменшенням
числа Маха вагомiсть впливу течiї на функцiю G зменшується, проявляючись, крiм iншо-
го, у зменшеннi зазначеної її асиметрiї. У випадку ж вiдсутностi течiї в трубi функцiя G
є симетричною вiдносно перерiзу x3 = x30.

4. У процесi побудови функцiї Грiна запропоновано перетворення (14), яке дозволяє
зводити одновимiрне конвективне рiвняння Кляйна–Гордона (13) до його класичного одно-
вимiрного аналогу (15) i, на основi вiдомого розв’язку останнього, одержувати розв’язок
першого рiвняння.

5. Запропонований у данiй роботi пiдхiд створює основи для подальшого розроблення
аналiтичних методiв кiлькiсного знаходження характеристик акустичних полiв у каналах
з нерегулярною геометрiєю i внутрiшньою течiєю.
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А.А. Борисюк

Функция Грина трехмерного конвективного волнового уравнения
для бесконечной прямой трубы

Институт гидромеханики НАН Украины, Киев

Построена функция Грина трехмерного конвективного волнового уравнения для бесконечной
прямой трубы произвольной (но неизменной по ее длине) формы и площади поперечного се-
чения с акустически жесткими и акустически мягкими стенками, а также стенками
смешанного типа. Эта функция представляется рядом по акустическим модам трубы.
Каждый член ряда является суперпозицией прямой и обратной волн, распространяющихся
на соответствующей моде соответственно вниз и вверх по течению от акустического
источника. В построенной функции Грина в явном виде отражены эффекты равномерного
осредненного течения в трубе. Эти эффекты становятся более существенными с увеличе-
нием числа Маха течения, приводя, в частности, к появлению и дальнейшему увеличению
асимметрии функции относительно поперечного сечения трубы, в котором находится упо-
мянутый источник. И наоборот, с уменьшением числа Маха весомость влияния течения на
функцию Грина уменьшается, проявляясь, кроме прочего, в уменьшении указанной ее асим-
метрии. В случае же отсутствия течения полученная функция Грина является симме-
тричной относительно этого сечения. В процессе построения функции Грина предложено
преобразование, позволяющее сводить одномерное конвективное уравнение Кляйна–Гордона
к его классическому одномерному аналогу и на основании известного решения последнего
получать решение первого уравнения.

Ключевые слова: функция Грина, конвективное волновое уравнение, прямая труба.

A.O. Borysyuk

Green’s function of the three-dimensional convective wave equation for
an infinite straight pipe

Institute of Hydromechanics of the NAS of Ukraine, Kiev

Green’s function of the three-dimensional convective wave equation for an infinite straight pipe of
arbitrary (but constant along its length) cross-sectional shape and area, having either acoustically
rigid or acoustically soft walls or the walls of a mixed type, is obtained. This function is represented
by a series of the pipe acoustic modes. Each term of the series is a superposition of the direct and
reverse waves propagating in the corresponding mode downstream and upstream of the acoustic
source, respectively. In the Green’s function, the effects of a uniform mean flow in the pipe are
directly reflected. The effects become more significant as the flow Mach number increases, causing,
in particular, the appearance and the further growth of the function asymmetry about the pipe cross-
section in which the noted source is located. Vice versa, a decrease of the Mach number results in
a decrease of the effects and, in particular, a decrease of the indicated function asymmetry. In the
absence of a flow, the Green’s function is symmetric about the noted cross-section. A transformation
is suggested that allows one to reduce the one-dimensional convective Klein-Gordon equation to
its classical one-dimensional counterpart and, by proceeding from the known solution of the later
equation, to obtain a solution to the former one.

Keywords: Green’s function, convective wave equation, straight pipe.
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