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� ¯ ÍÌÊÌ×ÚÜ ÍÎÆÀÃÂÃËËÙÓ

ÑÎ¾ÀËÃËÆÇ ÑÏÐ¾ËÌÀÉÃËÙ ÅË¾ÕÃËÆÝ Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾ À ÊÃÐ¾ÉÉÃ Æ ÖÉ¾ÈÃ� ¾ Ð¾ÈÄÃ ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ Î¾ÏÍÎÃÂÃÉÃËÆÝ

¾ÅÌÐ¾ ÊÃÄÂÑ ÖÉ¾ÈÌÊ Æ ÊÃÐ¾ÉÉÌÊ�

&DOFXODWLRQ HTXDWLRQV DUH JLYHQ IRU GHWHUPLQDWLRQ RI QLWURJHQ VROXELOLW\ LQPHWDO DQG VODJPHOWV� 7KHUPRG\QDPLF SURSHUWLHV

RI VODJ PHOWV RI &D2�6L2
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�
V\VWHP DUH FRQVLGHUHG� 8VLQJ WKH JLYHQ HTXDWLRQV WKH YDOXHV RI QLWURJHQ VROXELOLW\ LQ

PHWDO DQG VODJ� DQG DOVR WKH FRHIILFLHQW RI QLWURJHQ GLVWULEXWLRQ EHWZHHQ WKH VODJ DQG PHWDO DUH HVWDEOLVKHG�

¨ÉÜÕ ÃÀÙ Ã Ï É ÌÀ¾ � Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÚ ¾ÅÌÐ¾� ÈÌÛÒÒÆÔÆ�

ÃËÐ Î¾ÏÍÎÃÂÃÉÃËÆÝ� ¾ÈÐÆÀËÌÏÐÚ ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÀ� ÏÌÏÐ¾À ÊÃÐ¾É�

É¾ Æ ÖÉ¾È¾

¨ Ë¾ÏÐÌÝ×ÃÊÑ ÀÎÃÊÃËÆ ÃÏÐÚ ÊËÌÁÌ ÛÈÏÍÃÎÆÊÃËÐ¾ÉÚ�

ËÙÓ Â¾ËËÙÓ Ì Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾ À ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÌÇ

Ò¾ÅÃ Æ ÏÑ×ÃÏÐÀÃËËÌ ÊÃËÚÖÃ x À ÖÉ¾È¾Ó� ÓÌÐÝ ÂÉÝ

ÌÍÎÃÂÃÉÃËÆÝ ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐÌÀ Î¾ÏÍÎÃÂÃÉÃËÆÝ ¾ÅÌÐ¾

Ë¾ÂÌ ÆÊÃÐÚ Â¾ËËÙÃ Ì ÃÁÌ Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÆ À Ì¿ÃÆÓÒ¾Å¾Ó�

  Ë¾ÏÐÌÝ×ÃÇ Î¾¿ÌÐÃ ÍÎÆÀÃÂÃËÙ Î¾ÏÕÃÐËÙÃ ÑÎ¾À�

ËÃËÆÝ Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾ À ÊÃÐ¾ÉÉÃ Æ ÖÉ¾ÈÃ Æ

ÌÍÎÃÂÃÉÃËÌ ÀÉÆÝËÆÃ Î¾ÅËÙÓ Ò¾ÈÐÌÎÌÀ Ë¾ ÆÅÊÃËÃËÆÃ

ÏÌÂÃÎÄ¾ËÆÝ ¾ÅÌÐ¾ À ÛÐÆÓ Î¾ÏÍÉ¾À¾Ó�

®¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÚ ¾ÅÌÐ¾ À ÊÃÐ¾ÉÉÃ Ë¾ ÌÏËÌÀÃ ÄÃÉÃÅ¾

Î¾ËÃÃ ÆÅÑÕÃË¾ À Î¾¿ÌÐÃ >�@� ¯ÌÂÃÎÄ¾ËÆÃ ¾ÅÌÐ¾ À Î¾Å�

ËÙÓ ÏÌÏÐ¾À¾Ó Î¾ÏÍÉ¾À¾ )Hw&w6Lw3 ÊÌÄËÌ ÌÍÎÃ�

ÂÃÉÆÐÚ ÆÅ ÑÎ¾ÀËÃËÆÝ
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�
x Í¾ÎÔÆ¾ÉÚËÌÃ Â¾ÀÉÃËÆÃ ¾ÅÌÐ¾ À Á¾ÅÌÀÌÇ

Ò¾ÅÃ� [ x ¾ÐÌÊË¾Ý ÂÌÉÝ ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÀ� ° x ¾¿ÏÌ�

ÉÜÐË¾Ý ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎ¾�

¢ÉÝ ¿ÌÉÃÃ ÍÌÉËÌÇ Ó¾Î¾ÈÐÃÎÆÏÐÆÈÆ ÍÌÀÃÂÃËÆÝ

¾ÅÌÐ¾ À ÊÃÐ¾ÉÉÃ À¾ÄËÌ ÅË¾ÐÚ ÃÁÌ Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÚ À

ÖÉ¾È¾Ó�  ÙÀÌÂ ÑÎ¾ÀËÃËÆÇ ÌÏËÌÀÙÀ¾ÃÐÏÝ Ë¾ ÐÃÌÎÆÆ

ËÃÊÃÐ¾ÉÉÌÀ� Î¾ÏÐÀÌÎÃËËÙÓ À ÏÊÃÖ¾ËËÙÓ Î¾ÏÐÀÌÎÆ�

ÐÃÉÝÓ >�@� ¯ ÑÕÃÐÌÊ ÈÌËÔÃËÐÎ¾ÔÆÌËËÌÇ Å¾ÀÆÏÆÊÌÏÐÆ

ÛËÃÎÁÆÆ ÀÅ¾ÆÊÌÂÃÇÏÐÀÆÝ ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ ¾ÈÐÆÀËÌÏÐÆ

I� ÀÃ×ÃÏÐÀ¾ � À Î¾ÏÐÀÌÎÃ ÆÅ ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÀ � Æ � ÌÍÎÃ�

ÂÃÉÝÃÐÏÝ ÑÎ¾ÀËÃËÆÃÊ
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(�)
x ÛËÃÎÁÆÝÀÅ¾ÆÊÌÂÃÇÏÐÀÆÝÊÃÄÂÑ

Õ¾ÏÐÆÔ¾ÊÆ Î¾ÏÐÀÌÎÝÃÊÌÁÌ ÀÃ×ÃÏÐÀ¾� À ÕÆÏÐÌÊ Î¾ÏÐ�

ÀÌÎÆÐÃÉÃ � Æ ÍÎÆ ÂÌ¿¾ÀÉÃËÆÆ ÈÌÊÍÌËÃËÐ¾ � ÏÌÌÐÀÃÐ�

ÏÐÀÃËËÌ�

[� [�

[� + [�

ϕ��

(�) = ∆*ÆÅ¿

x ÆÅ¿ÙÐÌÕË¾Ý ÊÌÉÝÎË¾Ý

ÛËÃÎÁÆÝ ¡Æ¿¿Ï¾ ÂÉÝ Î¾ÏÐÀÌÎ¾ ÆÅ ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÀ � Æ ��

£ÏÉÆ Î¾ÏÐÀÌÎ Ë¾ÏÙ×ÃË ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÊ � Æ

Ë¾ÓÌÂÆÐÏÝ À Î¾ÀËÌÀÃÏÆÆ Ï ÕÆÏÐÙÊ ÀÃ×ÃÏÐÀÌÊ ��

ÆÊÃÜ×ÆÊ ¾ÈÐÆÀËÌÏÐÚ� Î¾ÀËÑÜ ÃÂÆËÆÔÃ� ÐÌ

OQ [� = w OQ I�� ���

¾ ÆÅ ÀÙÎ¾ÄÃËÆÇ ��� Æ ��� Ë¾ÓÌÂÆÊ Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÚ
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ÌÂÏÐ¾ÀÉÝÝ [�  � ÆÉÆ [�  �� ÍÌÉÑÕ¾ÃÊ Î¾ÏÐ�
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ÎÆ Ê¾ÉÌÊ ÈÌÉÆÕÃÏÐÀÃ Î¾ÏÐÀÌÎÃËËÌÁÌ ÀÃ×ÃÏÐÀ¾ �
ÅË¾ÕÃËÆÃÊ ÊÌÉÚËÌÇ ÂÌÉÆ À ÅË¾ÊÃË¾ÐÃÉÃ ÊÌÄËÌ ÍÎÃ�
ËÃ¿ÎÃÕÚ ÍÌ ÏÎ¾ÀËÃËÆÜ Ï ÃÂÆËÆÔÃÇ�  ÙÀÃÂÃËËÙÃ
ÑÎ¾ÀËÃËÆÝ ÉÃÁÈÌ Ì¿Ì¿×¾ÜÐÏÝ ÂÉÝ ÏÆÏÐÃÊ� ÏÌÂÃÎ�
Ä¾×ÆÓ Q ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÀ Î¾ÏÐÀÌÎÆÐÃÉÝ L� À ÈÌÐÌÎÌÊ
Î¾ÏÐÀÌÎÃËÌ ÀÃ×ÃÏÐÀÌ M�

57 OQ [L = ∑
L = �

Q

[L 57 OQ [M
(L) + ∆* � ���

°¾ÈÆÊ Ì¿Î¾ÅÌÊ� ÂÉÝ Î¾ÏÕÃÐ¾ Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾
À ÏÉÌÄËÙÓ ÏÆÏÐÃÊ¾Ó Ë¾ÂÌ ÅË¾ÐÚ ÅË¾ÕÃËÆÝ ÃÁÌ Î¾ÏÐ�
ÀÌÎÆÊÌÏÐÆ À ÕÆÏÐÙÓ ÈÌÊÍÌËÃËÐ¾Ó� ¾ Ð¾ÈÄÃ ÐÃÎ�
ÊÌÂÆË¾ÊÆÕÃÏÈÆÃ ÏÀÌÇÏÐÀ¾ Î¾ÏÐÀÌÎ¾� Ì¿Î¾ÅÌÀ¾ËËÌÁÌ
ÛÐÆÊÆ ÈÌÊÍÌËÃËÐ¾ÊÆ�

¦Å¿ÙÐÌÕË¾Ý ÛËÃÎÁÆÝ ¡Æ¿¿Ï¾ ÐÎÌÇËÌÁÌ Î¾ÏÐÀÌÎ¾
ÌÍÎÃÂÃÉÝÃÐÏÝ ÑÎ¾ÀËÃËÆÃÊ

∆*ÆÅ¿ = 57 ([
�
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�
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�
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) = 57∑

L = �

Q

[L OQ IL � ���

ÁÂÃ IL x ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ ¾ÈÐÆÀËÌÏÐÆ ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÀ L�
Q x ÕÆÏÉÌ ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÀ Î¾ÏÐÀÌÎÆÐÃÉÝ�

¦Å ÀÙÎ¾ÄÃËÆÝ ��� ÏÉÃÂÑÃÐ� ÕÐÌ ÂÉÝ ÖÉ¾ÈÌÀ
ÏÆÏÐÃÊÙ ¯¾¬w6L2�w�O�¬� ËÃÌ¿ÓÌÂÆÊÌ ÅË¾ÐÚ ÈÌÛÒÒÆ�
ÔÆÃËÐÙ ¾ÈÐÆÀËÌÏÐÆ ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÀ� ®ÃÅÑÉÚÐ¾ÐÙ Î¾Ï�
ÕÃÐ¾ ÂÉÝ ÏÆÏÐÃÊÙ¯¾¬w6L2� ÍÎÆÀÃÂÃËÙ À Î¾¿ÌÐÃ >�@�
�ÈÐÆÀËÌÏÐÆ À Î¾ÏÍÉ¾À¾Ó ¯¾¬w�O�¬� Æ À ÐÎÌÇËÌÇ
ÏÆÏÐÃÊÃ ¯¾¬w6L2�w$O�2� ÌÍÎÃÂÃÉÃËÙ ÛÈÏÍÃÎÆÊÃË�
Ð¾ÉÚËÌ Î¾ÅËÙÊÆ ÊÃÐÌÂ¾ÊÆ� Ì¿ÅÌÎ ÈÌÐÌÎÙÓ ÍÎÆÀÃÂÃË
À Î¾¿ÌÐÃ >�@�

¢ÉÝ ÍÌÉÑÕÃËÆÝ ÆËÐÃÎÍÌÉÝÔÆÌËËÙÓ ÒÌÎÊÑÉ ÈÌË�
ÔÃËÐÎ¾ÔÆÌËËÌÇ Å¾ÀÆÏÆÊÌÏÐÆ ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐÌÀ ¾ÈÐÆÀ�
ËÌÏÐÆ ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÀ À ¿ÆË¾ÎËÙÓ Î¾ÏÍÉ¾À¾Ó¯¾¬w�O�2�

Æ 6L2�w�O�¬� ÀÌÏÍÌÉÚÅÑÃÊÏÝ ÀÙÎ¾ÄÃËÆÃÊ

57 OQ IL = (� w [L)
(�)
4LM + .� ����

ÁÂÃ ÓLx ÆÌËË¾Ý ÂÌÉÝ ÈÌÊÍÌËÃËÐ¾ L� 4LMx ÛËÃÎÁÆÝ
ÏÊÃÖÃËÆÝ ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÀ L Æ M� ¨ x ÍÌÏÐÌÝËË¾Ý� ÈÌ�
ÐÌÎ¾Ý Å¾ÀÆÏÆÐ ÌÐ ÀÙ¿ÌÎ¾ ÏÐ¾ËÂ¾ÎÐËÌÁÌ ÏÌÏÐÌÝËÆÝ
ÈÌÊÍÌËÃËÐ¾ L�

¥Ë¾ÕÃËÆÝ4LM ÍÎÆÀÃÂÃËÙ À Î¾¿ÌÐ¾Ó >�w�@� ¦Å Î¾Å�
ËÙÓÌÍÙÐËÙÓÂ¾ËËÙÓÍÌÉÑÕ¾ÃÊ4�� w���È¢Ä�ÊÌÉÚ�
4��  w ��� È¢Ä�ÊÌÉÚ Æ 4��  w ��� È¢Ä�ÊÌÉÚ�
  Â¾ÉÚËÃÇÖÆÓ Î¾ÏÕÃÐ¾Ó ÍÎÆËÆÊ¾ÃÊ ÏÎÃÂËÃÃ ÅË¾�
ÕÃËÆÃ 4��  w ��� È¢Ä�ÊÌÉÚ�

ªÌÉÝÎË¾Ý ÛËÃÎÁÆÝ ¡Æ¿¿Ï¾ ÐÎÌÇËÌÁÌ Î¾ÏÍÉ¾À¾
ÊÌÄÃÐ ¿ÙÐÚ ÌÍÎÃÂÃÉÃË¾ ÏÌÁÉ¾ÏËÌ Î¾¿ÌÐÃ >�@ ÍÌ
ÑÎ¾ÀËÃËÆÜ

* = [�*� + [�*� + [�*� +

+ 57 ([� OQ [� + [� OQ [� + [� OQ [�) +

+ [�[�4�� + [�[�4�� + [�[�4�� + T[�(�[� w �)� � ����

¦Å ÛÐÌÁÌ ÀÙÎ¾ÄÃËÆÝ ÊÌÄËÌ ÍÌÉÑÕÆÐÚ ÅË¾ÕÃËÆÝ
ÓÆÊÆÕÃÏÈÆÓ ÍÌÐÃËÔÆ¾ÉÌÀ ÈÌÊÍÌËÃËÐÌÀ Î¾ÏÐÀÌÎÆÐÃÉÝ

µL =
∂* ([� + [� + [�)

∂[L
�

����

¾ Ð¾È È¾È

µL = *L + 57 OQ [L + 57 OQ IL � ����

ÐÌ ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐÙ ¾ÈÐÆÀËÌÏÐÆ ÌÈÏÆÂÌÀ ÈÎÃÊËÆÝ �,9�
Æ ¾ÉÜÊÆËÆÝ �,,,� ÌÍÎÃÂÃÉÝÜÐÏÝ ÑÎ¾ÀËÃËÆÝÊÆ�

57 OQ I� = >4�� + �T (�[� w �)@ [�(� w [�) w

w [�[�4�� + [� (� w [�) 4�� �
����

57 OQ I� = >w 4�� w �T (�[� w �)@ [�[� +

+ [� (� w [�) 4�� + [�(� w [�) 4�� �
����

¥Ë¾ÕÃËÆÃ4��  w �� È¢Ä�ÊÌÉÚ ÌÍÎÃÂÃÉÆÉÆ ÆÅ ÀÙ�
Î¾ÄÃËÆÝ����ÏÑÕÃÐÌÊÅË¾ÕÃËÆÇ4�� w���È¢Ä�ÊÌÉÚ�
T  ���� È¢Ä�ÊÌÉÚ Æ 4��  w ��� È¢Ä�ÊÌÉÚ ÍÌ
ÌÍÙÐËÙÊ Â¾ËËÙÊ ¾ÈÐÆÀËÌÏÐÆ ÈÎÃÊËÃÅÃÊ¾ À ÖÉ¾È¾Ó
Ï ÏÌÂÃÎÄ¾ËÆÃÊ ÁÉÆËÌÅÃÊ¾ ÂÌ �� � Ê¾Ï À ÆËÐÃÎÀ¾ÉÃ
ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎ ����… ���� ¨�

ÌÉÑÕÃËËÙÃ ÅË¾ÕÃËÆÝ 4LM ÍÎÌÀÃÎÝÉÆ ÍÑÐÃÊ ÏÌ�
ÍÌÏÐ¾ÀÉÃËÆÝ ÎÃÅÑÉÚÐ¾ÐÌÀ Î¾ÏÕÃÐ¾ ÍÌ ÑÎ¾ÀËÃËÆÝÊ
���� Æ ���� Ï ÌÍÙÐËÙÊÆ Â¾ËËÙÊÆ ÆÅÊÃÎÃËÆÇ
¾ÈÐÆÀËÌÏÐÆ ÌÈÏÆÂ¾ ÈÎÃÊËÆÝ �,9� Æ ÌÈÏÆÂ¾
¾ÉÜÊÆËÆÝ �,,,� À ÐÎÌÇËÙÓ Î¾ÏÍÉ¾À¾Ó &D2w6L¬�w
$O�2� ÊÃÐÌÂÌÊ »¢¯ ÍÎÆ ���� ¨�

¯ ÑÕÃÐÌÊ ÀÙÎ¾ÄÃËÆÇ ��� Æ ���� ÂÉÝ ÆÅ¿ÙÐÌÕËÌÇ
ÛËÃÎÁÆÆ ¡Æ¿¿Ï¾ ÐÎÌÇËÌÁÌ Î¾ÏÍÉ¾À¾&D2w6L¬�w�O�¬�

ÍÌÉÑÕÆÊ

∆*ÆÅ¿ = w ���[�[� w ���[�[� w

w ��[�[� + ����[�(�[� w �)� � ����

¦Å ÑÎ¾ÀËÃËÆÇ ��� Æ ���� Ï ÑÕÃÐÌÊ ÌÍÙÐËÙÓ Â¾Ë�
ËÙÓ >�@ Ë¾ÓÌÂÆÊ� ÕÐÌ ÉÌÁ¾ÎÆÒÊÎ¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾
À ÁÆÍÌÐÃÐÆÕÃÏÈÆ ÕÆÏÐÙÓ &D2� 6L2� Æ �O�¬� ÏÌÏÐ¾À�
ÉÝÃÐ ÌÈÌÉÌ ��� � w ��� Æ ���� »ÐÆ ÅË¾ÕÃËÆÝ ÍÌÂÐÀÃÎÄ�
Â¾ÜÐÏÝ ÛÈÏÍÃÎÆÊÃËÐ¾ÉÚËÙÊÆ Â¾ËËÙÊÆ Ì Î¾ÏÐ�

ÀÌÎÆÊÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾ À ÌÏËÌ′ÀËÙÓ Æ ÈÆÏÉÙÓ ÖÉ¾È¾Ó�
¬¿ÙÕËÌ ÏÌÂÃÎÄ¾ËÆÃ ¾ÅÌÐ¾ À ¿ÃÉÙÓ ÖÉ¾È¾Ó ÀÌÏÏÐ¾�
ËÌÀÆÐÃÉÚËÌÁÌ ÍÃÎÆÌÂ¾ ÍÎÃÀÙÖ¾ÃÐ Ð¾ÈÌÀÌÃ À ÖÉ¾È¾Ó
ÌÈÆÏÉÆÐÃÉÚËÌÁÌ ÍÃÎÆÌÂ¾ ÍÎÆ ÍÎÌÆÅÀÌÂÏÐÀÃ ÏÐ¾ÉÆ
À ÂÑÁÌÀÙÓ ÛÉÃÈÐÎÌÍÃÕ¾Ó�

®¾ÏÕÃÐËÌÃ ÑÎ¾ÀËÃËÆÃ ��� Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾ À
ÖÉ¾È¾Ó ÍÎÆ ���� ¨ Æ 31
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ÍÎÆÊÃÐ ÀÆÂ

OJ >�1@ = ���&D2 w ���[6L2
�

+ ���[$O
�
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�

+ ∆*ÆÅ¿

����� 7
�����

¯Î¾ÀËÃËÆÃ ÎÃÅÑÉÚÐ¾ÐÌÀ Î¾ÏÕÃÐ¾ Ï ÌÍÙÐËÙÊÆ >�@
ÍÌÈ¾Å¾ËÌ À Ð¾¿ÉÆÔÃ� ¬ÖÆ¿È¾ À ÌÍÎÃÂÃÉÃËÆÆ Î¾ÏÐ�
ÀÌÎÆÊÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾ À ÖÉ¾È¾Ó Î¾ÅËÌÁÌ ÏÌÏÐ¾À¾ À ÏÎÃÂËÃÊ
ÏÌÏÐ¾ÀÉÝÃÐ ÌÈÌÉÌ �� � ÌÐ ÆÅÊÃÎÝÃÊÌÇ ÀÃÉÆÕÆËÙ� ÕÐÌ
Ë¾ÓÌÂÆÐÏÝ ËÃÏÈÌÉÚÈÌ ÀÙÖÃ ÍÎÃÂÃÉÌÀ ÐÌÕËÌÏÐÆ ÛÈÏ�
ÍÃÎÆÊÃËÐ¾ÉÚËÙÓ ÌÍÎÃÂÃÉÃËÆÇ� �ÌÉÚÖÌÃ Î¾ÏÓÌÄ�
ÂÃËÆÃ À ÍÎÃÂÍÌÏÉÃÂËÆÓ ÅË¾ÕÃËÆÝÓ ÌÍÙÐËÌÁÌ Æ Î¾Ï�
ÕÃÐËÌÁÌ ÏÌÂÃÎÄ¾ËÆÝ ¾ÅÌÐ¾� ÀÆÂÆÊÌ� Ì¿ØÝÏËÝÃÐÏÝ
Ë¾ÉÆÕÆÃÊ ¿ÌÉÚÖÌÁÌ ÈÌÉÆÕÃÏÐÀ¾ È¾Î¿ÆÂ¾ È¾ÉÚÔÆÝ À
ÛÐÌÊ ÖÉ¾ÈÃ� ÈÌÐÌÎÙÇ ÑÀÃÉÆÕÆÀ¾ÃÐ Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÚ
¾ÅÌÐ¾� ¨ÎÌÊÃ ÐÌÁÌ� ÆÅ Ð¾¿ÉÆÔÙ ÏÉÃÂÑÃÐ� ÕÐÌ Î¾ÏÕÃÐ�
ËÙÃ ÅË¾ÕÃËÆÝ Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾ ËÆÄÃ ÂÉÝ ÀÙÏÌ�
ÈÌÌÏËÌÀËÙÓ ÖÉ¾ÈÌÀ� À ÈÌÐÌÎÙÓ ÍÎÆÏÑÐÏÐÀÑÃÐ &D&��

��



ËÃ ÑÕÐÃËËÙÇ À ÌÍÙÐ¾Ó >�@ Æ Î¾ÏÕÃÐËÌÇÒÌÎÊÑÉÃ �����
»ÐÌ ÍÌÅÀÌÉÝÃÐ ÏÕÆÐ¾ÐÚ� ÕÐÌ ÀÙÎ¾ÄÃËÆÃ ���� Â¾ÏÐ
ÓÌÎÌÖÆÃ ÎÃÅÑÉÚÐ¾ÐÙ ÍÎÆ Î¾ÏÕÃÐÃ Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾
À Î¾ÅÉÆÕËÙÓ ÖÉ¾È¾Ó ÏÀ¾ÎÌÕËÌÁÌ ÍÎÌÆÅÀÌÂÏÐÀ¾�

 ÙÍÌÉËÃËËÙÃ Î¾ÏÕÃÐÙ ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐÌÀ Î¾ÏÍÎÃ�
ÂÃÉÃËÆÝ ¾ÅÌÐ¾ ÊÃÄÂÑ ÖÉ¾ÈÌÀÌÇ Æ ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÌÇ
Ò¾Å¾ÊÆ ÍÌÈ¾Å¾ÉÆ� ÕÐÌ Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÚ ¾ÅÌÐ¾ À ÖÉ¾È¾Ó
ËÃ Å¾ÀÆÏÆÐ ÌÐ Ê¾ÎÈÆ ÊÃÐ¾ÉÉ¾� ËÌ Å¾ÀÆÏÆÐ ÌÐ ÌÏËÌÀ�
ËÌÏÐÆ ÖÉ¾È¾� ÎÃÂÃÉÚËÌÃ ÏÌÂÃÎÄ¾ËÆÃ ¾ÅÌÐ¾ À ÊÃ�
Ð¾ÉÉÆÕÃÏÈÌÇ Ò¾ÅÃ ËÃ Å¾ÀÆÏÆÐ ÌÐ ÏÌÏÐ¾À¾ ÖÉ¾È¾� ËÌ
ÏÑ×ÃÏÐÀÃËËÌ ÌÐÉÆÕ¾ÃÐÏÝ À Å¾ÀÆÏÆÊÌÏÐÆ ÌÐ ÏÌÏÐ¾À¾
ÊÃÐ¾ÉÉ¾� ÕÐÌ Ì¿ÑÏÉÌÀÉÃËÌ Î¾ÅÉÆÕËÙÊ ÀÉÆÝËÆÃÊ
ÉÃÁÆÎÑÜ×ÆÓ ÛÉÃÊÃËÐÌÀ Ë¾ Î¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÚ ¾ÅÌÐ¾� ¦ÅÀÃ�
ÏÐËÌ>�@�ÕÐÌÊ¾ÎÁ¾ËÃÔÆÓÎÌÊÍÌÀÙÖ¾ÜÐÎ¾ÏÐÀÌÎÆÊÌÏÐÚ�
¾ ÑÁÉÃÎÌÂ� ÈÎÃÊËÆÇ� ÒÌÏÒÌÎ Æ ËÆÈÃÉÚ x ÑÊÃËÚÖ¾ÜÐ�
ÌÛÐÌÊÑ ÈÌËÃÕËÌÃ ÏÌÂÃÎÄ¾ËÆÃ ¾ÅÌÐ¾ ÌÍÎÃÂÃÉÝÃÐÏÝ
ÈÌÉÆÕÃÏÐÀÌÊ ÉÃÁÆÎÑÜ×ÆÓ ÛÉÃÊÃËÐÌÀ� ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎÌÇ
Æ Í¾ÎÔÆ¾ÉÚËÙÊ Â¾ÀÉÃËÆÃÊ ¾ÅÌÐ¾ À Á¾ÅÌÀÌÇ Ò¾ÅÃ�

¨ÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ Î¾ÏÍÎÃÂÃÉÃËÆÝ ¾ÅÌÐ¾ ÊÃÄÂÑ ÖÉ¾�
ÈÌÊ Æ ÊÃÐ¾ÉÉÌÊ

/ = (� 1)
>� 1@

����

ÌÍÎÃÂÃÉÝÃÐÏÝ À ÍÃÎÀÑÜ ÌÕÃÎÃÂÚ ÏÌÏÐ¾ÀÌÊ ÈÌË�
Ð¾ÈÐÆÎÑÜ×ÆÓ ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÌÇ Æ ÖÉ¾ÈÌÀÌÇ Ò¾Å�

¨ÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ Î¾ÏÍÎÃÂÃÉÃËÆÝ ÊÌÄËÌ ÌÍÎÃ�
ÂÃÉÆÐÚ� ÅË¾Ý ÅË¾ÕÃËÆÝ ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐÌÀ ¾ÈÐÆÀËÌÏÐÆ
¾ÅÌÐ¾ À ÖÉ¾ÈÃ Æ ÊÃÐ¾ÉÉÃ�

/ =
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=
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ÖÉ
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¨ÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ ¾ÈÐÆÀËÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾ À ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÌÇ
Ò¾ÅÃ ÊÌÄËÌ Î¾ÏÏÕÆÐ¾ÐÚ ÍÌ ÑÎ¾ÀËÃËÆÝÊ� ÍÌÂÌ¿ËÙÊ
ÍÎÆÀÃÂÃËËÙÊ À Î¾¿ÌÐÃ >�@� ¾ ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ
¾ÈÐÆÀËÌÏÐÆ ¾ÅÌÐ¾ À ÖÉ¾È¾Ó ÖÆÎÌÈÌÁÌ ÂÆ¾Í¾ÅÌË¾ ÏÌÏ�
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I1 = ���� w OJ
[&D + [0J

[6L
w OJ .1 � ����

£ÏÉÆ Å¾ ÏÐ¾ËÂ¾ÎÐËÌÃ ÏÌÏÐÌÝËÆÃ ¾ÅÌÐ¾ ÍÎÆÊÃÊ ÃÁÌ
ÏÌÏÐÌÝËÆÃ À ÖÉ¾ÈÃ Ï ÌÏËÌÀËÌÏÐÚÜ� Î¾ÀËÌÇ ÃÂÆËÆÔÃ�

ÐÌ À ÛÐÌÊ ÏÉÑÕ¾Ã I 1
ÖÉ  � Æ OJ .  �����

¯ ÑÕÃÐÌÊ ÛÐÆÓ ÀÙÎ¾ÄÃËÆÇ ÈÌÛÒÒÆÔÆÃËÐ Î¾ÏÍÎÃ�
ÂÃÉÃËÆÝ ¾ÅÌÐ¾ ÊÃÄÂÑ ÖÉ¾ÈÌÊ Æ ÊÃÐ¾ÉÉÌÊ ÆÅ ÑÎ¾À�
ËÃËÆÝ ���� ÏÌÏÐ¾ÀÆÐ /  �� ¬Ë Å¾ÀÆÏÆÐ ÐÌÉÚÈÌ ÌÐ
ÐÃÊÍÃÎ¾ÐÑÎÙ Æ ËÃ ÆÅÊÃËÝÃÐÏÝ Ï ÆÅÊÃËÃËÆÃÊ ÏÌÏÐ¾À¾
ÊÃÐ¾ÉÉ¾ Æ ÖÉ¾È¾ À ÖÆÎÌÈÌÊ ÆËÐÃÎÀ¾ÉÃ ÈÌËÔÃËÐ�
Î¾ÔÆÇ� ¥¾ÐÎÌËÑÐ¾Ý ÍÎÌ¿ÉÃÊ¾ Ë¾ÏÙ×ÃËÆÝ Ë¾ÍÉ¾ÀÉÃË�
ËÌÁÌ ÊÃÐ¾ÉÉ¾ ¾ÅÌÐÌÊ ÆÅ ÖÉ¾ÈÌÀÌÁÌ Î¾ÏÍÉ¾À¾ ¾ÈÐÑ�
¾ÉÚË¾ Æ ÃÃ ÎÃÖÃËÆÃ ÍÌÅÀÌÉÆÐ ÎÃÁÑÉÆÎÌÀ¾ÐÚ ÈÌÉÆÕÃÏ�
ÐÀÌ ¾ÅÌÐ¾ À ÊÃÐ¾ÉÉÃ ÍÑÐÃÊ ÆÅÊÃËÃËÆÝ ÏÌÏÐ¾À¾ ÖÉ¾�
ÈÌÀÌÁÌ Î¾ÏÍÉ¾À¾�

�� �ÑÎÙÉÃÀ �� � ¬ Á¾ÅÌË¾ÏÙ×ÃËËÌÏÐÆ ÕÑÁÑËÌÀ �� ¦ÅÀ� �«
¯¯¯®� ªÃÐ¾ÉÉÑÎÁÆÝ Æ ÁÌÎËÌÃ ÂÃÉÌ� x ����� x � �� x
¯� ���w����

�� �ÑÎÙÉÃÀ �� � ¨ ÐÃÌÎÆÆ Î¾ÏÐÀÌÎÌÀ ËÃÊÃÐ¾ÉÉÌÀ À ÏÊÃÖ¾Ë�
ËÙÓ Î¾ÏÐÀÌÎÆÐÃÉÝÓ �� ¤ÑÎË� ÒÆÅ� ÓÆÊÆÆ� x ����� x
��� � �� x ¯ ����w�����

�� ¨ÌÄÃÑÎÌÀ  � �� °ÃÎÊÌÂÆË¾ÊÆÈ¾ ÊÃÐ¾ÉÉÑÎÁÆÕÃÏÈÆÓ ÖÉ¾�
ÈÌÀ� x ¯ÀÃÎÂÉÌÀÏÈ� ªÃÐ¾ÉÉÑÎÁÆÅÂ¾Ð� ����� x ��� Ï�

�� �ÑÎÙÉÃÀ �� �� ¯ÎÙÀ¾ÉÆË ¦� °�� ¨ÌÎÍ¾ÕÃÀ  � ¡�
ÎÆÊÃËÃËÆÃ ÍÎÆ¿ÉÆÄÃËËÙÓ ÊÃÐÌÂÌÀ ÂÉÝ Î¾ÏÕÃÐ¾ ÐÃÎ�
ÊÌÂÆË¾ÊÆÕÃÏÈÆÓ ÏÀÌÇÏÐÀ ÌÈÏÆÂËÙÓ Æ ÊÃÐ¾ÉÉÆÕÃÏÈÆÓ
ÏÆÏÐÃÊ� x ¨Î¾ÏËÌÂ¾Î� ����� x ��� Ï� ¢ÃÍ� � ����ÓÍ���
ÌÐ �������� Á�

�� ªÌÇÏÌÀ ©� �� �ÑÎÙÉÃÀ �� � ²ÆÅÆÈÌ�ÓÆÊÆÕÃÏÈÆÃ ÌÏËÌÀÙ
ÏÌÅÂ¾ËÆÝ ËÌÀÙÓ ÏÀ¾ÎÌÕËÙÓ Ê¾ÐÃÎÆ¾ÉÌÀ� x ®ÌÏÐÌÀ�Ë¾�
¢ÌËÑ� ¦ÅÂ�ÀÌ ®ÌÏÐÌÀÏÈÌÁÌ ÑËÆÀÃÎÏÆÐÃÐ¾� ����� x �� Ï�

�� ¨¾ÊÙÖÌÀ  � ª�� £ÏÆË ¬� ��� µÑÕÊ¾ÎÃÀ ¯� ¨� ®¾ÏÐ�
ÀÌÎÆÊÌÏÐÚ ¾ÅÌÐ¾ À ¿ÃÅÄÃÉÃÅÆÏÐÙÓ ÖÉ¾È¾Ó �� ¦ÅÀ� ÀÑÅÌÀ�
µÃÎË¾Ý ÊÃÐ¾ÉÉÑÎÁÆÝ� x ����� x � �� x ¯� ��w���

¬�¬ «¦¦ªÌËÐ¾Ä� ¨Î¾ÏËÌÂ¾Î

ÌÏÐÑÍÆÉ¾ ����������
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