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Квантово-механiчний рух електрона в паралельних
магнiтному та електричному полях

Розв’язується квантово-механiчна задача про рух електрона в зовнiшнiх колiнеарних
електричному та магнiтному полях. Показано, що розв’язок цiєї задачi зводиться до
розв’язання системи двох незалежних диференцiальних рiвнянь, якi описують поздов-
жнiй та поперечний рух електрона. Розв’язок отриманих рiвнянь виражається через
вiдомi спецiальнi функцiї Ермiта та Ейрi. Цей результат теоретично доводить спра-
ведливiсть припущення Blatt F. J. [1] про незалежнiсть коефiцiєнта проходження по-
тенцiального бар’єра електроном металу вiд магнiтного поля у випадку колiнеарностi
електричного та магнiтного полiв при обчисленнi густини струму польової емiсiї.

У роботах [1–8] дослiджується вплив зовнiшнього магнiтного однорiдного поля на густину
струму польової емiсiї електронiв з металу та напiвпровiдникiв. При виведеннi виразу емi-
сiйного струму автор [1] виходить iз припущення, що ймовiрнiсть проходження електроном
металу потенцiального бар’єра не залежить явно вiд величини зовнiшнього магнiтного по-
ля в розглянутому випадку колiнеарностi електричного та магнiтного полiв. Також автор
стверджує, що це припущення не можна обгрунтовувати нi теоретично, нi експериментально
за браком даних. Висловлюється думка про те, що коефiцiєнт проходження потенцiального
бар’єра також може залежати i вiд магнiтного поля, а це може суттєво змiнити вираз для
густини струму польової емiсiї.

У данiй роботi робиться спроба дати вiдповiдь на виниклi питання вiдносно впливу
зовнiшнього магнiтного поля на явище польової емiсiї електронiв.

Рух електрона в паралельних електричному та магнiтному полях. Отже, роз-
глянемо рух електрона в паралельних електричному та магнiтному полях, декартовi ком-
поненти яких мають такi значення:

~E0 = (0, E0, 0),

~H0 = (0,H0, 0),

~A = (0, 0,−H0x).

(1)
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Тут ~E0 — напруженiсть електричного поля; ~H0 — напруженiсть магнiтного поля; ~A — век-
торний потенцiал магнiтного поля, так що rot ~A = ~H.

Вихiдним рiвнянням для поставленої задачi є рiвняння Шредiнгера для хвильової функ-
цiї електрона в таких полях Ψ(x, y, z):

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ, (2)

де гамiльтонiан Ĥ має вiдомий вигляд у [9]

Ĥ =
1

2m

(
~̂p+

e

c
~A

)2

+ U, (3)

~̂p =

(
−i~ ∂

∂x
,−i~ ∂

∂y
,−i~ ∂

∂z

)
; U = eE0y; ~ — постiйна Планка; −e — заряд електрона; m —

маса електрона; c — швидкiсть свiтла.
Оскiльки ми маємо стацiонарний випадок (гамiльтонiан системи не залежить явно вiд

часу), то хвильова функцiя електрона має вигляд:

Ψ(x, y, z, t) = Ψ(x, y, z) exp

(
− iε

~
t

)
. (4)

Враховуючи формули (1)–(3), рiвняння Шредiнгера для хвильової функцiї можна за-
писати в такому виглядi:
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2m

[
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2 ∂
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∂x2
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∂y2
+
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−i~ ∂
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− eH0

c
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)2]
+ eE0y

}
Ψ = εΨ. (5)

Як видно з (5), гамiльтонiан електрона, що рухається в заданiй конфiгурацiї полiв, явно
залежить тiльки вiд двох координат x та y i не залежить вiд координати z.

Використовуючи це, ми отримуємо, що оператор z-ї проекцiї iмпульсу електрона комутує
з оператором гамiльтонiану.

{Ĥ, p̂z} ≡ Ĥp̂z − p̂zĤ = 0, p̂z = −i~ ∂
∂z
, (6)

Звiдси випливає, що проекцiя iмпульсу електрона pz є iнтеграл руху.
Завдяки цьому просторову складову хвильової функцiї електрона шукаємо у виглядi

Ψ(x, y, z) = exp

(
ipzz

~

)
Ψ̃(x, y). (7)

Пiдставляючи (7) в (5), для Ψ̃(x, y) отримуємо таке диференцiальне рiвняння в частин-
них похiдних для Ψ̃(x, y):

{
1

2m

[
−~

2 ∂
2

∂x2
− ~

2 ∂
2

∂y2
+

(
pz −

eH0

c
x

)2]
+ eE0y

}
Ψ̃ = εΨ̃. (8)

Зважаючи на адитивний вигляд вiльного члена диференцiального оператора (8) та вiд-
ношення до координат x та y, хвильову функцiю електрона Ψ̃(x, y) шукаємо у виглядi
добутку двох функцiй, якi залежать окремо вiд однiєї координати x або y:

Ψ̃(x, y) = X(x)Y (y). (9)
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Пiсля пiдстановки (9) в (8) отримуємо рiвняння

f1(x) + f2(y) = ε, x ∈ (−∞,+∞), y ∈ (−∞,+∞), (10)

де введенi такi позначення:

f1(x) = − ~
2

2m

1

X

d2X

dx2
+

(
pz −

eH0x

c

)2

2m
,

f2(y) = − ~
2

2m

1

Y

d2Y

dy2
+ eE0y.

(11)

Оскiльки рiвнiсть (10) повинна мати мiсце на всiй площинi (x, y), випливає, що функцiї
f1(x) та f2(x) можуть бути лише постiйними величинами:

f1(x) = εx,

f2(y) = εy,

εx + εy = ε.

(12)

Таким чином, розв’язок диференцiального рiвняння в частинних похiдних (8) зводиться
до розв’язання системи двох незалежних диференцiальних рiвнянь у звичайних похiдних:

d2X

dx2
+

[
2mεx
~2

−

(
pz − eH0x

c

)2

~2

]
X = 0, (13)

d2Y

dy2
+

[
2mεy
~2

− 2meE0

~2
y

]
Y = 0. (14)

Шляхом введення нових незалежних змiнних

x′ = x− cpz
eH0

, y′ = y − εy
eE0

(15)

рiвняння (13), (14) можуть набути вигляду:

d2X

dx′2
+

[
2mεx
~2

− e2H0
2

~2
x′2
]
X = 0, (16)

d2Y

dy′2
− 2meE0

~2
y′Y = 0. (17)

Пiсля введення безрозмiрних незалежних координат ξ, η вiдповiдно у спiввiдношення

aξ = x′, ξ =

(
x− cpz

eH0

)(
eH0

~c

)1/2

,

bη = y′, b =

(
~
2

2meE0

)1/3
(18)

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №9 63



рiвняння (13), (14) матимуть вигляд

d2X

dξ2
+

(
2εx
~ωH

− ξ2
)
X = 0, ωH =

eH0

mc
, (19)

d2Y

dη2
− ηY = 0. (20)

Рiвняння (19) являє собою вiдоме рiвняння для функцiй Ермiта i має обмежений розв’я-
зок тiльки при виконаннi умови [10]:

2εx
~ωH

= 2n+ 1, εx =

(
n+

1

2

)
~ωH , n = 0, 1, 2, . . . . (21)

Розв’язком рiвняння (20) є функцiї Ейрi [11].
Розглянемо вiдношення результатiв нашої роботи до питання автора [1] щодо залежнос-

тi коефiцiєнта проходження потенцiального бар’єра електроном в металi вiд паралельного
поля. Як видно з методу розв’язання рiвняння Шредiнгера для хвильової функцiї, наведе-
ного вище, зведення загального рiвняння Шредiнгера до двох незалежних диференцiаль-
них рiвняннь має мiсце i в тому випадку, коли електричне поле може бути неоднорiдним
E = E(y) = −∂Ψ/∂y, але залежати тiльки вiд однiєї нормальної до поверхнi металу коорди-
нати. Таким чином, у цьому конкретному випадку колiнеарних електричного i магнiтного
полiв має мiсце розщеплення загального рiвняння на два не пов’язаних мiж собою рiвнян-
ня. Звiдси випливає, що коефiцiєнт проходження потенцiального бар’єра при польовiй емiсiї
електронiв в металi у випадку паралельностi електричного i магнiтного полiв не залежить
вiд магнiтного поля. Магнiтне поле у цiй конфiгурацiї зовнiшнiх полiв лише змiнює густину
квантових станiв електрона в металi i тiльки внаслiдок цього впливає на густину струму
польової емiсiї електронiв.

Зауважимо також, що результат про незалежнiсть коефiцiєнта проникнення потенцi-
ального бар’єра електроном в металi вiд магнiтного поля стосується виключно випадку
колiнеарностi магнiтного та електричного полiв.

Дана робота виконана при фiнансовiй пiдтримцi НАН України в рамках цiльової програми спiв-
робiтництва НАН України з Європейським центром ядерних дослiджень (ЦЕРН) та Об’єднаним
iнститутом ядерних дослiджень (ОIЯД) “Перспективнi фундаментальнi дослiдження з фiзики
високих енергiй та ядерної фiзики”.
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Квантово-механическое движение электрона в параллельных
магнитном и электрическом полях

Рассматривается квантово-механическая задача о движении электрона во внешних кол-
линеарных электрическом и магнитном полях. Показано, что решение поставленной зада-
чи сводится к решению системы двух независимых дифференциальных уравнений, которые
описывают продольное и поперечное движение электрона. Решение полученных уравнений
выражается через известные специальные функции Эрмита и Эйри. Этот результат яв-
ляется теоретическим доказательством справедливости предположения F. J. Blatt [1] о не-
зависимости коэффициента прохождения потенциального барьера электроном металла от
магнитного поля в случае коллинеарности электрического и магнитного полей при вычис-
лении плотности тока полевой эмиссии.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine V. I. Miroshnichenko,
S.O. Lebedynskyi

The quantum-mechanical movement of an electron in parallel magnetic
and electric fields

The quantum mechanical problem of the electron movement in external electric and magnetic fields
is considered. It is shown that this problem can be transformed to the solution of two independent
differential equations describing the electron longitudinal and transverse movements. These soluti-
ons of the obtained differential equations are expressed with the special Hermite and Airy functions
of order 1/3. This result is the theoretical approvement of Blatt’s assumption on the independence
of the penetrating coefficient through a potential barrier on the magnetic field by metal electron in
the collinear electric and magnetic fields at the calculation of the field emission current density.
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