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Метод допустимих базисних матриць

(Представлено академiком НАН України Я.М. Григоренком)

Запропоновано метод аналiзу та оптимiзацiї лiнiйної системи — метод допустимих
базисних матриць (МДБМ). Метод (зокрема, розв’язання задачi лiнiйного програмуван-
ня) грунтується на концепцiї базисних матриць. У роботi наведено всi необхiднi теоре-
тичнi обгрунтування для побудови алгоритмiчних схем. Встановлено умови єдиностi
та неєдиностi оптимальних розв’язкiв. Метод направлений на розв’язання задач вели-
кої розмiрностi, iдентифiкацiї пасивних обмежень моделi в ходi iтерацiйного процесу.

Загальна теорiя двоїстостi Дж. Неймана [1] знайшла своє пiдтвердження в рядi симп-
лекс-методiв, що були розробленi багатьма авторами [1–5] як для прямої (канонiчної), так
i для двоїстої задачi. Для подальших застосувань стала важливою “здатнiсть” методу знахо-
дити оптимальнi розв’язки, а також проводити аналiз властивостей системи на рiзних ста-
дiях обчислень. У данiй роботi розглядається метод допустимих базисних матриць (МДБМ)
для проведення аналiзу лiнiйних систем, зокрема, задач лiнiйного програмування.

Положення методу допустимих базисних матриць. Основою запропонованого ме-
тоду є iдея порядкової базисної матрицi. Базиснi матрицi в ходi iтерацiй послiдовно змi-
нюються вводом–виводом iз неї рядкiв-нормалей обмежень. Збiжнiсть до оптимального
розв’язку “iде” за допустимими базисними вершинами багатогранної множини.

Розглянемо задачу лiнiйного програмування вигляду

maxBu, (1)

Au 6 C, (2)

де B = (b1, b2, . . . , bm), C = (c1, c2, . . . , cn)
T , u = (u1, u2, . . . , um)

T , aj = (aj1, aj2, . . . , ajm),
j = 1, n, — рядки матрицi A; T — знак транспонування. Будемо вважати, що n > m, а мно-
жина допустимих розв’язкiв задачi обмежена. Модель (1), (2) дослiджується в просторi Em.

Означення 1. Пiдматрицю Aб матрицi A, складену iз m лiнiйно незалежних рядкiв,
називатимемо допустимою базисною, а розв’язок u0 системи рiвнянь Aбu = C0, де C0 =
= (ci1 , ci2 , . . . , cim)

T ⊂ C — (пiдвектор), що задовольняє (2), — допустимим базисним.
Базисний розв’язок u0 вважатимемо виродженим, якщо вiн є розв’язком перевизначеної

системи лiнiйних рiвнянь (перетин бiльш, нiж m гiперплощин у вершинi u0).
Означення 2. Двi базиснi матрицi, в яких вiдмiнний один, наприклад, k-й рядок, на-

зиватимемо сумiжними.
Нехай eri — елементи матрицi A−1

б , оберненої до Aб; u0 = (u01, u02, . . . , u0m)
T — базисний

розв’язок; αr = (αr1, αr2, . . . , αrm) — вектор розкладення нормалi обмеження aru0 6 cr за
рядками базисної матрицi Aб, тобто ar = αrAб; α0 = (α01, α02, . . . , α0m) — вектор розкладен-
ня вектора-градiєнта цiльової функцiї (1) за рядками базисної матрицi Aб, який визначаєть-
ся, як розв’язок системи рiвнянь B = α0Aб; ∆r = aru0 − cr — нев’язка r-го обмеження (1)
у вершинi u0; Jб, JH

(
J = Jб

⋃
JH
)

— множини iндексiв вiдповiдно базисних i небазисних
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обмежень (2). Введенi величини (елементи методу) в новiй базиснiй матрицi Aб, яка утво-
рюється замiною рядка ak на al, що не входить в базисну матрицю Aб, будемо позначати
рискою зверху, тобто αr, ∆k, eri, α0.

Теорема 1. Мiж коефiцiєнтами розвинення нормалей обмежень (2), цiльової функ-
цiї (1) за рядками базисної матрицi, елементами обернених матриць, базисними розв’яз-
ками, нев’язками обмежень (2), значеннями цiльової функцiї в двох сумiжних базисних
матрицях мають мiсце такi спiввiдношення:

αrk =
αrk
αlk

, αri = αri −
αrk
αlk

αli, r = 0, n; i = 1,m; i 6= k; (3)

erk =
erk
αlk

, eri = eri −
erk
αlk

αli, r = 1,m; i = 1,m; i 6= k; (4)

u0j = u0j −
ejk
αlk

∆l, j = 1,m; (5)

∆k = −∆l

αlk
, ∆r = ∆r −

αrk
αlk

∆l, r = 1, n; r 6= k; (6)

Bu0 = Bu0 −
α0k

αlk
∆l, (7)

причому умовою опорностi базисної матрицi при вводi вектора нормалi al обмеження
alu 6 cl k-м рядком базисної матрицi Aб є виконання умови αlk 6= 0, умовою допустимостi
опорного базисного розв’язку є — αlk < 0, зростання цiльової функцiї — α0k < 0, спадання
цiльової функцiї — α0k > 0 та незмiнностi значень цiльової функцiї — α0k = 0.

Доведення наведено в [3].
Нехай u0 — допустимий базисний розв’язок задачi, тобто iснує базисна матриця Aб

така, що Aбu0 = C0 i ∆r 6 0, r = 1,m.
Теорема 2. Для того щоб Bu0 > Bu0 i новий розв’язок u0 зберiгався допустимим

базисним для задачi (1), (2), необхiдно i достатньо, щоб iснували такi номери k та l, для
яких α0k < 0, αlk < 0 i ∆r/∆l > αrk/αlk, r = 1, n.

Означення 3. Допустимий базисний розв’язок u0 оптимальний, якщо Bu0 > Bu для
всiх u, що задовольняють (2).

Наслiдок 1. Для того щоб Bu0 < Bu0, а новий розв’язок u0 зберiгався допустимим
базисним для задачi (1), (2), необхiдно i достатньо, щоб iснували такi номери k та l, для
яких α0k > 0, αlk < 0, ∆r/∆l > αrk/αlk, r = 1, n.

Теорема 3. Для оптимальностi базисного розв’язку u0 необхiдно i достатньо, щоб
α0k > 0 для k = 1,m.

Наслiдок 2. Для оптимальностi базисного розв’язку u0 та базисної матрицi Aб для
задачi max(−Bu), u ∈ U необхiдно i достатньо, щоб α0k 6 0, k = 1,m.

Теорема 4. Якщо ∃ iндекс k такий, що α0k < 0 i αrk > 0, для r /∈ Jб, то цiльова
функцiя задачi необмежена на множинi допустимих розв’язкiв.

Теорема 5. Якщо α0k < 0 i
∆l

αlk
= min

r,
αrk<0

∆r

αrk
, то Bu0 > Bu0 i u0 — допустимий

базисний розв’язок.
Доведення теорем 2–5 є в [4].
Дослiдження пасивностi та неактивностi обмежень моделi. Розглянемо застосу-

вання МДБМ для аналiзу (1), (2), зокрема, для виявлення пасивних обмежень.
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Нехай U = {u/aju 6 cj , j ∈ J}, Ur = {u/aju 6 cj , j ∈ J, j 6= r}, U0 = {u0/Bu0 =
= max

u∈U
Bu, u ∈ U}, U0

r = {u0/Bu0 = max
u∈Ur

Bu, u ∈ Ur}.
Означення 4. Обмеження aru 6 cr пасивне (несуттєве, надлишкове), якщо U = Ur.
Означення 5. Обмеження aru 6 cr неактивне, якщо U0 = U0

r .
Означимо через A0

б(k) матрицю, яка отримується iз базисної матрицi Aб замiною k-го
рядка вектором B.

Означення 6. Матрицю B0
k називатимемо оптимально базисною, якщо iснує обернена

до неї (A0
б(k))

−1, A0
б(k)u0 = d0, де d0 = (c01, . . . , ck−1,−Bu0, c0k+1, . . . , c

0
m)

T .
Теорема 6. Для того щоб обмеження aru 6 cr було пасивним, необхiдно i достатньо

iснування Aб, вiдносно якої αrk > 0 для k = 1,m.
Теорема 7. Для того щоб aru 6 cr обмеження було неактивним для (2), необхiдно

i достатньо, щоб iснувала оптимально базисна матриця A0
б(k), k = 1,m, вiдносно якої

αri > 0 для всiх i = 1,m.
Наслiдок 3. Для несумiсностi множини U , утвореної перетином
Ur = {u/aju 6 cj , j ∈ J, j 6= r} та Π(+)

r = {u/aru 6 cr, r ∈ J}, тобто U = Ur
⋂

П(+)
r = ∅,

необхiдно i достатньо iснування базисної матрицi Aб, опорної вершини u0, що виконується
при αri 6 0, i = 1,m, та ∆r = aru0 − cr > 0. Доведення теорем 6, 7 наведено в [4].

Виродженiсть базисного розв’язку задачi лiнiйного програмування. Розгляне-
мо таку ε-задачу:

max
u∈U

m∑

i=1

biui, (8)

де U визначається системою нерiвностей

m∑

i=1

ajiui 6 cj + ενj(0)εn+1−j = cj(ε), (9)

ν(0) = (ν1(0), ν2(0), . . . , νj(0), . . . , νn(0)) — n-вимiрний вектор, компоненти якого визначаються
спiввiдношеннями

νj(0) =

{
0, j ∈ Jб,
j0, j0 < j −m− 1, j /∈ Jб,

ε > 0, j ∈ J. (10)

Задачу (1), (2) будемо називати породжуючою, а (8)–(10) — “збуреною”.
Теорема 8. Якщо u0 — базисний розв’язок задачi (1), (2), то iснує ε1 > 0 таке, що для

0 < ε < ε1 вiдповiдний базисний розв’язок задачi (8)–(10) буде невироджений.
Теорема 9. Iснує ε2 > 0 таке, що для iнтервалу 0 < ε < ε2 ε-задача буде невирод-

женою.
Теорема 10. Довiльний опорний базисний розв’язок ε-задачi буде опорним базисним

розв’язком (1), (2), тобто породжуючої задачi. Оптимальному базисному розв’язку остан-
ньої задачi вiдповiдає оптимальний базисний розв’язок “збуреної” задачi при ε = 0.

Теореми 8–10 обгрунтованi в [4].
Положення теорем 8–10 вказують на iснування малих збурень для виродженої зада-

чi (1), (2) у виглядi (8)–(10) — невиродженої задачi.
Наведенi положення теорем охоплюють всi випадки для органiзацiї розширеного аналiзу

лiнiйної системи на основi методу базисних матриць.
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1. Якщо iснує базисна матриця Aб така, що α0k > 0, k = 1,m, то базисна матриця
i вiдповiдний їй розв’язок u0 оптимальний, причому при α0k > 0, k = 1,m, розв’язок єдиний,
якщо ∃ i0 таке, що α0i0 = 0 — розв’язок неєдиний.

2. Якщо iснує k таке, що α0k < 0, αrk > 0 для всiх r ∈ JH , то цiльова функцiя задачi
необмежена зверху, а при α0k > 0 та αrk > 0 для всiх r ∈ JH — необмежена знизу на
множинi допустимих розв’язкiв.

3. Якщо iснує базисна матриця Aб та розв’язок u0 такий, що αrk 6 0, k = 1,m, ∆r > 0,
то система нерозв’язна за несумiснiстю обмежень.

4. Якщо iснує k таке, що αrk < 0, то за допомогою перетворень (3)–(7) можна перейти
до нової базисної матрицi та розв’язку з бiльшим значенням цiльової функцiї при α0k < 0,
зменшенням цiльової функцiї при α0k > 0 та незмiнностi значень при α0k = 0.

5. Якщо iснує базисна матриця Aб та розв’язок u0 такi, що αrk > 0, k = 1,m, ∆r 6 0,
то обмеження aru 6 cr пасивне.

6. Якщо iснує на деякiй iтерацiї оптимально-базисна матриця Aб, вiдносно якої αrk > 0,
k = 1,m, ∆r 6 0, то обмеження aru 6 cr неактивне.

Таким чином, на основi наведених вище положень теорем можна побудувати рiзноманiт-
нi алгоритмiчнi схеми аналiзу моделi лiнiйного програмування методом базисних матриць.
Цi положення методу (теореми та наслiдки) можуть бути заcтоcованi, зокрема, для побудо-
ви процедур аналiзу моделi на cтадiї дооптимiзацiї: уточнення меж змiнних та оптимального
розв’язку (1), (2), iдентифiкацiї пасивних обмежень, локалiзацiї облаcтi оптимуму, знаход-
ження наближеного розв’язку, побудови агрегуючих множин для U , «видiлення» фунда-
ментальної cиcтеми обмежень, тобто обмежень (2), що утворюють U .
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В.И. Кудин

Метод допустимых базисных матриц

Предложен метод анализа и оптимизации линейной системы — метод допустимых ба-
зисных матриц (МДБМ). Метод (в частности, решения задачи линейного программирова-
ния) основывается на концепции базисных матриц. В работе приведены все необходимые
теоретические обоснования для построения алгоритмических схем. Установлены условия
единственности и неединcтвенности оптимальных решений. Метод направлен на решение
задач большой размерности, идентификации пассивных ограничений модели в ходе итера-
ционного процесса.
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V. I. Kudin

The method of permissible basis matrices

A method of analysis and optimization of a linear system, namely the method of permissible basis
matrices, is proposed. The method (e. g., solving the linear programming problems) is based on
the concept of basis matrices. This paper provides the necessary theoretical justification for the
construction of algorithmic schemes. The conditions of uniqueness and nonuniqueness of optimal
solutions are established. The method aims to solve the problems of large dimension and to identify
the passive constraints of a model in the iterative process.
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