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Про ймовiрнiсть банкрутства в моделi ризику
зi змiнною iнтенсивнiстю надходження премiй

Розглянуто узагальнення класичної моделi ризику, коли iнтенсивнiсть надходження
премiй залежить вiд капiталу страхової компанiї, який iнвестується в ризиковий ак-
тив. Дослiджено питання щодо ймовiрностi вибуху процесу ризику мiж моментами
надходження вимог. Побудовано експоненцiальну оцiнку для ймовiрностi банкрутства
в цiй моделi.

Розглядається модель ризику, яка узагальнює класичну, коли iнтенсивнiсть надходження
премiй залежить вiд капiталу страхової компанiї. При цьому припускається, що весь ка-
пiтал компанiї iнвестується в ризиковий актив, цiна якого моделюється за допомогою гео-
метричного броунiвського руху. Вiдомо, що в класичнiй моделi ризику за певних умов для
ймовiрностi банкрутства страхової компанiї на нескiнченному промiжку часу справедлива
експоненцiальна оцiнка (див., наприклад, [1–3]). У статтi [4] розглянута класична модель
ризику за додаткової умови, що весь капiтал компанiї iнвестується в ризиковий актив, i по-
казано, що таке iнвестування виявляється небезпечним: у цьому разi або банкрутство вiд-
бувається з iмовiрнiстю 1, або ймовiрнiсть банкрутства спадає зi степеневою швидкiстю.
Цi результати узагальненi в роботi [5] на випадок, коли iнтенсивнiсть надходження премiй
є обмеженою невiд’ємною випадковою функцiєю.

Мета цiєї роботи — показати, що при досить швидкому зростаннi iнтенсивностi надход-
ження премiй зi збiльшенням капiталу експоненцiальна оцiнка є справедливою за певних
умов навiть при iнвестуваннi всього капiталу в ризиковий актив. Для цього ми, зокрема,
детально дослiджуємо питання щодо ймовiрностi вибуху процесу ризику мiж моментами
надходження вимог.

1. Основнi позначення й припущення моделi. Нехай усi об’єкти, що використо-
вуються далi, визначенi на ймовiрнiсному просторi (Ω,F,P). Припустимо, що страхова ком-
панiя має невiд’ємний початковий капiтал x, i позначимо через Xt(x) ї ї капiтал у момент
часу t > 0. Для спрощення позначень далi iнодi будемо опускати залежнiсть вiд x i пи-
сати Xt замiсть Xt(x). Нехай c : R → R+ \ {0} — вимiрна функцiя така, що c(u) = c(0)
для всiх u < 0, а iнтенсивнiсть надходження премiй c(Xt) залежить вiд розмiру капiталу
компанiї в момент часу t.

Розмiри вимог, що надходять до компанiї, утворюють послiдовнiсть (Yi)i>1 невiд’ємних
незалежних однаково розподiлених випадкових величин iз середнiми µ. Позначимо через τi
момент надходження i-ї вимоги. Покладемо τ0 = 0.

Нехай h : R+ → R+ — зсунена моментна функцiя випадкових величин Yi така, що
h(0) = 0, тобто h(r) = E[erYi ] − 1. Щодо функцiї h(r) робимо таке класичне припущен-
ня: iснує r∞ ∈ (0,+∞] таке, що h(r) < +∞ для всiх r ∈ [0, r∞) i lim

r↑r∞
h(r) = +∞ (див. [2,

с. 2]). Неважко перевiрити, що функцiя h(r) є зростаючою, опуклою вниз i неперервною
на промiжку [0, r∞).
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Кiлькiсть вимог, що надiйшли на промiжку часу [0, t], моделюється пуассонiвським про-
цесом (Nt)t>0 зi сталою iнтенсивнiстю λ > 0. Отже, сума всiх вимог, що надiйшли на про-

мiжку часу [0, t], дорiвнює
Nt∑
i=1

Yi. Якщо Nt = 0, то покладаємо
0∑
i=1

Yi = 0.

Крiм того, припускаємо, що весь свiй капiтал компанiя iнвестує в ризиковий актив, цiна
якого в момент часу t дорiвнює St. Процес (St)t>0 моделюємо за допомогою геометричного
броунiвського руху, тобто

dSt = St(adt+ bdWt), (1)

де a ∈ R, b > 0, (Wt)t>0 — вiнерiвський процес. Припускаємо, що випадковi величини
(Yi)i>1 та процеси (Nt)t>0 i (Wt)t>0 є незалежними.

Нехай (Ft)t>0 — фiльтрацiя, породжена послiдовнiстю (Yi)i>1 та процесами (Nt)t>0

i (Wt)t>0, тобто Ft = σ((Ns)06s6t, (Ws)06s6t, Y1, Y2, . . . , YNt).
За зроблених вище припущень процес (Xt)t>0 описується рiвнянням

Xt = x+

t∫

0

c(Xs) ds +

t∫

0

Xs

Ss
dSs −

Nt∑

i=1

Yi, t > 0. (2)

Пiдставивши (1) у рiвняння (2), отримаємо

Xt = x+

t∫

0

c(Xs) ds + a

t∫

0

Xs ds+ b

t∫

0

Xs dWs −
Nt∑

i=1

Yi, t > 0. (3)

Момент банкрутства страхової компанiї визначається як τ(x) = inf{t > 0: Xt(x) < 0}.
Якщо Xt(x) > 0 для всiх t > 0, то вважаємо, що τ(x) = ∞. Iмовiрнiсть банкрутства на

нескiнченному промiжку часу визначається як ψ(x) = P

[
inf
t>0

Xt(x) < 0
]
, що еквiвалентно

ψ(x) = P[τ(x) < ∞].
2. Допомiжнi результати. Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

Xt = x+

t∫

0

p(Xs) ds + b

t∫

0

Xs dWs, t > 0, (4)

де x > 0, b > 0, (Wt)t>0 — вiнерiвський процес, функцiя p : R → R+ задовольняє локальну
умову Лiпшиця на R, строго зростає на R+ i p(u) = p(0) для всiх u < 0. Таким рiвнян-
ням описується еволюцiя капiталу мiж двома послiдовними стрибками (Nt)t>0 до момен-
ту першого виходу (Xt)t>0 з [0,+∞), якщо накласти вiдповiднi умови на c(u), покласти
p(u) = c(u)+au при u > 0, а замiсть x взяти значення капiталу в момент останнього стриб-
ка (Nt)t>0. Наведемо результати, якi свiдчать, що за деяких умов (Xt)t>0 прямує до +∞
з iмовiрнiстю 1 або з додатною ймовiрнiстю, меншою 1.

Нехай t∗ — момент можливого вибуху процесу (Xt)t>0, тобто t∗ = inf{t > 0: Xt 6∈
6∈ (−∞,+∞)}. Крiм того, позначимо через t∗(0,+∞) момент першого виходу процесу (Xt)t>0

з iнтервалу (0,+∞), тобто t∗(0,+∞) = inf{t > 0: Xt /∈ (0,+∞)}. Внаслiдок теореми 3.1 [6,
с. 169] рiвняння (4) має єдиний сильний розв’язок до моменту вибуху t∗. Зауважимо, що
тут i далi ми маємо на увазi тiльки потраєкторну єдинiсть.
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Покладемо

I1 =

+∞∫

x

exp

{
− 2

b2

v∫

x

p(u)

u2
du

}
dv i I2 = −

x∫

0

exp

{
2

b2

x∫

v

p(u)

u2
du

}
dv.

Лема 1. Якщо

lim
v→+∞

(
(1 + ε) ln v − 2

b2

v∫

x

p(u)

u2
du

)
< +∞ для деякого ε > 0, (5)

то I1 < +∞.
Лема 2. Якщо p(0) > 0, то I2 = −∞.

Теорема 1. Якщо p(0) > 0 i виконується умова (5), то P

[
lim

t ↑ t∗
(0,+∞)

Xt = +∞
]
= 1.

Зауваження 1. Якщо p(0) = 0, то I2 може бути скiнченним. З огляду на теорему 3.1 [6,
с. 351–352], якщо I1 < +∞ i I2 > −∞, то lim

t ↑ t∗
(0,+∞)

Xt iснує м. н., 0 < P[ lim
t ↑ t∗

(0,+∞)

Xt = +∞] < 1

i P[ lim
t ↑ t∗

(0,+∞)

Xt = 0] = 1 − P[ lim
t ↑ t∗

(0,+∞)

Xt = +∞].

Зауваження 2. У теоремi 1 вiдкритим залишається питання щодо скiнченностi моменту
t∗(0,+∞).

Приклад 1. Нехай

p(u) =

{
p2u

2 + p1u+ p0, якщо u > 0,
p0, якщо u < 0.

(6)

Якщо p0 > 0, p1 > 0 i p2 > 0, то функцiя p(u) задовольняє наведенi вище умови.
Для всiх ε > 0 маємо

lim
v→+∞

(
(1 + ε) ln v − 2

b2

v∫

x

p2u
2 + p1u+ p0

u2
du

)
6 lim

v→+∞

(
(1 + ε) ln v − 2p2(v − x)

b2

)
=

= −∞.

Отже, I1 < +∞ внаслiдок леми 1.
Якщо p0 > 0, то за теоремою 1 отримуємо P[ lim

t ↑ t∗
(0,+∞)

Xt = +∞] = 1.

У випадку, коли p0 = 0, маємо

I2 = −
x∫

0

exp

{
2

b2

x∫

v

p2u
2 + p1u

u2
du

}
dv = −

x∫

0

(
x

v

)2p1/b2

exp

{
2p2(x− v)

b2

}
dv.

Звiдси випливає, що I2 > −∞ при 2p1 < b2 та I2 = −∞ при 2p1 > b2. Отже, якщо 2p1 < b2, то
lim

t ↑ t∗
(0,+∞)

Xt iснує м. н., 0 < P[ lim
t ↑ t∗

(0,+∞)

Xt = +∞] < 1 i P[ lim
t ↑ t∗

(0,+∞)

Xt = 0] = 1− P[ lim
t ↑ t∗

(0,+∞)

Xt =

= +∞]; якщо 2p1 > b2, то P[ lim
t ↑ t∗

(0,+∞)

Xt = +∞] = 1.
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Дослiдимо тепер питання щодо ймовiрностi виходу процесу (Xt)t>0 на +∞ за скiнченний
час в умовах прикладу 1.

Теорема 2. Нехай процес (Xt)t>0 є сильним розв’язком рiвняння (4), а функцiя p(u)
визначена рiвнiстю (6), де p0 > 0, p1 > 0 i p2 > 0. Тодi якщо p0 = 0 i 2p1/b

2 < 1, то

P[t∗(0,+∞) <∞, lim
t ↑ t∗

(0,+∞)

Xt = +∞] =

x∫

0

v−2p1/b2 exp

{
−2p2v

b2

}
dv

+∞∫

0

v−2p1/b2 exp

{
−2p2v

b2

}
dv

; (7)

якщо або p0 = 0 i 2p1/b
2
> 1, або p0 > 0, то

P[t∗(0,+∞) <∞, lim
t ↑ t∗

(0,+∞)

Xt = +∞] = 1. (8)

Доведення. Покладемо n0 = min{n ∈ N : 1/n < x}. Для всiх цiлих n таких, що n > n0,
позначимо через t∗(1/n,+∞) момент першого виходу процесу Xt з iнтервалу (1/n,+∞), тобто
t∗(1/n,+∞) = inf{t > 0: Xt /∈ (1/n,+∞)}. Зауважимо, що послiдовнiсть подiй

({ω ∈ Ω: t∗(1/n,+∞)(ω) <∞, lim
t ↑ t∗

(1/n,+∞)

Xt(ω) = +∞})n>n0

є монотонно неспадною, тому

lim
n→∞

{ω ∈ Ω: t∗(1/n,+∞)(ω) <∞, lim
t ↑ t∗

(1/n,+∞)

Xt(ω) = +∞} =

=

∞⋃

n=n0

{ω ∈ Ω: t∗(1/n,+∞)(ω) <∞, lim
t ↑ t∗

(1/n,+∞)

Xt(ω) = +∞}.

Крiм того, маємо

∞⋃

n=n0

{ω ∈ Ω: t∗(1/n,+∞)(ω) <∞, lim
t ↑ t∗

(1/n,+∞)

Xt(ω) = +∞} =

= {ω ∈ Ω: t∗(0,+∞)(ω) <∞, lim
t ↑ t∗

(0,+∞)

Xt(ω) = +∞}.

Отже, з огляду на неперервнiсть iмовiрнiсної мiри отримаємо

P
[
t∗(0,+∞) <∞, lim

t ↑ t∗
(0,+∞)

Xt = +∞
]
= lim

n→∞
P
[
t∗(1/n,+∞) <∞, lim

t ↑ t∗
(1/n,+∞)

Xt = +∞
]
. (9)

Беручи до уваги результати [7, с. 499–500] (див. також [8, с. 110–111; 9, с. 343–344]), для
всiх n > n0 маємо E[t∗(1/n,+∞)] = Mn(x), де функцiя Mn(x) є розв’язком крайової задачi

1

2
b2x2M ′′

n(x) + (p2x
2 + p1x+ p0)M

′
n(x) = −1, Mn

(
1

n

)
= 0, Mn(+∞) = 0, (10)
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яка розв’язується вiдомими методами [10, 11]. Тут i далi пiд значенням функцiї в точцi +∞
ми розумiємо її границю при прямуваннi значення аргументу до +∞.

Єдиним розв’язком крайової задачi (10) є функцiя

Mn(x) =
2mn(x)

b2mn(+∞)

+∞∫

1/n

mn(+∞)−mn(z)

z2m′
n(z)

dz − 2

b2

x∫

1/n

mn(x)−mn(z)

z2m′
n(z)

dz,

де

mn(x) =

x∫

1/n

exp

{
− 2

b2

v∫

1/n

p2u
2 + p1u+ p0

u2
du

}
dv.

Зауважимо, що mn(+∞) < +∞. Крiм того,

+∞∫

1/n

mn(+∞)−mn(z)

z2m′
n(z)

dz < +∞,

оскiльки

lim
z→+∞

mn(+∞)−mn(z)

m′
n(z)

= lim
z→+∞

+∞∫

z

exp

{
− 2

b2

v∫

1/n

p2u
2 + p1u+ p0

u2
du

}
dv

exp

{
− 2

b2

z∫

1/n

p2u
2 + p1u+ p0

u2
du

} =
b2

2p2
< +∞

(тут ми використали правило Лопiталя) i

+∞∫

1/n

1

z2
dz < +∞.

Отже, E[t∗(1/n,+∞)] < ∞ для всiх n > n0. Звiдси випливає, що P[t∗(1/n,+∞) < ∞] = 1 для
всiх n > n0. Крiм того, внаслiдок [7, с. 499–500] маємо

P
[

lim
t ↑ t∗

(1/n,+∞)

Xt = +∞
]
=

x∫

1/n

v−2p1/b2 exp

{
2p0
b2v

− 2p2v

b2

}
dv

+∞∫

1/n

v−2p1/b2 exp

{
2p0
b2v

− 2p2v

b2

}
dv

. (11)

Отже, з (9) i (11) випливає, що

P
[
t∗(0,+∞) <∞, lim

t ↑ t∗
(0,+∞)

Xt = +∞
]
= lim

n→∞

x∫

1/n

v−2p1/b2 exp

{
2p0
b2v

− 2p2v

b2

}
dv

+∞∫

1/n

v−2p1/b2 exp

{
2p0
b2v

− 2p2v

b2

}
dv

. (12)
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Розглянемо два випадки.
1. Якщо p0 = 0 i 2p1/b

2 < 1, то обидва iнтеграли в правiй частинi рiвностi (12) є збiж-
ними при n → ∞. Звiдси отримаємо (7). Зауважимо, що в цьому разi 0 < P[t∗(0,+∞) <
< ∞, lim

t ↑ t∗
(0,+∞)

Xt = +∞] < 1.

2. Якщо або p0 = 0 i 2p1/b
2
> 1, або p0 > 0, то обидва iнтеграли в правiй частинi

рiвностi (12) є розбiжними при n→ ∞. Використовуючи правило Лопiталя, отримаємо (8).
Теорему доведено.
Зауважимо, що оскiльки за припущенням функцiя c(u) є додатною, то принаймнi у ви-

падку квадратичної iнтенсивностi надходження премiй капiтал компанiї стає нескiнченно
великим за скiнченний час з iмовiрнiстю 1 за вiдсутностi надходження вимог. Оскiльки
промiжок часу мiж двома послiдовними вимогами може бути скiльки завгодно великим
з додатною ймовiрнiстю, то процес (Xt(x))t>0, який описується рiвнянням (3) i моделює
еволюцiю капiталу компанiї, прямує до +∞ з додатною ймовiрнiстю. Зрозумiло, що в цьо-
му разi банкрутство не вiдбувається. Отже, саме тому далi розглядаємо процес ризику до
мiнiмуму з моментiв банкрутства i його можливого вибуху.

3. Основнi результати. Позначимо через t∗(x) момент можливого вибуху процесу
(Xt(x))t>0, тобто t∗(x) = inf{t > 0: Xt(x) 6∈ (−∞,+∞)}.

Теорема 3. Якщо функцiя c(u) задовольняє локальну умову Лiпшиця на R, то рiвнян-
ня (3) має єдиний сильний розв’язок до моменту τ(x) ∧ t∗(x).

Зауваження 3. Якщо t∗(x) < ∞, то покладемо Xt∗(x) = +∞ i рiвнiсть у (3) формально
виконується й при t = t∗(x): у цьому разi обидвi її частини дорiвнюють +∞. Крiм того,
якщо τ(x) < ∞, то покладаємо Xτ(x) = Xτi− − Yi, де i — номер вимоги, що призвела до
банкрутства. Тодi рiвнiсть у (3) також виконується при t = τ(x).

Визначимо зупинений процес (X̃t(x))t>0 рiвнiстю X̃t(x) = Xt∧τ(x)∧t∗(x)(x). Зауважимо,

що якщо процес (Xt(x))06t<τ(x)∧t∗(x) є розв’язком рiвняння (3), то процес (X̃t(x))t>0 також
є розв’язком цього рiвняння.

Для всiх r > 0 введемо процес (Vt(x, r))t>0 таким чином: Vt(x, r) = e−rX̃t(x).
Теорема 4. Нехай рiвняння (3) має єдиний сильний розв’язок до моменту τ(x) ∧ t∗(x)

та iснує таке r̂ ∈ (0, r∞), що для всiх u > 0 виконується нерiвнiсть

r̂2b2

2
u2 − r̂(c(u) + au) + λh(r̂) 6 0.

Тодi процес (Vt(x, r))t>0 є (Ft)-супермартингалом.
Теорема 4 дає можливiсть отримати за певних умов експоненцiальну оцiнку для ймо-

вiрностi банкрутства. Розглянемо випадок, коли iнтенсивнiсть надходження премiй c(u)
є квадратичною функцiєю при u > 0, тобто

c(u) =

{
c2u

2 + c1u+ c0, якщо u > 0,
c0, якщо u < 0,

(13)

де c2 6= 0. Ця функцiя є строго зростаючою та додатною на [0,+∞) тодi й тiльки тодi, коли
c0 > 0, c1 > 0 i c2 > 0. В основi такої моделi лежить розумiння того, що з ростом капiталу
компанiї iнтенсивнiсть надходження премiй швидко збiльшується.

Теорема 5. Нехай процес (Xt(x))t>0 описується рiвнянням (3) за зроблених вище при-
пущень, iнтенсивнiсть надходження премiй c(u) визначається рiвнiстю (13), де c0 > 0,
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c1 > 0 i c2 > 0. Крiм того, нехай a + c1 > 0 та виконується принаймнi одна з таких
двох умов:

1)
2c2
b2

< r∞ i h
(
2c2
b2

)
6

2c0c2
b2λ

;

2) λµ < c0.
Тодi для всiх x > 0 справедлива оцiнка

ψ(x) 6 e−r̂x,

де r̂ = 2c2/b
2, якщо виконується умова 1, i r̂ = min{r0, 2c2/b2}, якщо виконується умова 2.

Тут r0 — єдиний додатний розв’язок рiвняння

h(r) =
c0r

λ
.

Отже, у випадку квадратичної iнтенсивностi надходження премiй за певних умов спра-
ведлива експоненцiальна оцiнка для ймовiрностi банкрутства страхової компанiї навiть при
iнвестуваннi всього капiталу в ризиковий актив.
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Академик НАН Украины Н.А. Перестюк, Ю.С. Мишура, Е. Ю. Рагулина

О вероятности разорения в модели риска с переменной
интенсивностью поступления премий

Рассмотрено обобщение классической модели риска, когда интенсивность поступления пре-
мий зависит от капитала страховой компании, который инвестируется в рисковый актив.
Исследован вопрос о вероятности взрыва процесса риска между моментами поступлений
требований. Построена экспоненциальная оценка для вероятности разорения в этой мо-
дели.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №9 31



Аcademician of the NAS of Ukraine M. О. Perestyuk, Yu. S. Mishura,
О.Yu. Ragulina

On the ruin probability in a risk model with a variable premium
intensity

A generalization of the classical risk model is considered, when the premium intensity depends on
the surplus of an insurance company, which is invested in the risky asset. The question concerning
the probability of explosion of the risk process between claim arrivals is investigated. An exponen-
tial bound for the ruin probability is obtained.
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