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Розглядається лiнiйно-квадратична задача оптимального керування процесом нагрiван-

ня тонкого стержня. Припускається одночасне використання розподiлених i граничних

керувань. Для цiєї задачi пропонується метод множникiв Лагранжа, причому функ-

цiя Лагранжа включає в себе не тiльки рiвняння з частинними похiдними, але i крайовi

умови. Для розглядуваної задачi оптимiзацiї отримано необхiднi умови оптимальностi.

Аналiз цих умов дав можливiсть вивести iнтегро-диференцiальне рiвняння Рiккатi.

Задачi оптимального керування процесами, що описуються рiвняннями з частинними по-
хiдними, є досить актуальними. Їх дослiдженню присвячена значна кiлькiсть робiт. Особ-
ливе мiсце серед цих задач займає лiнiйно-квадратична задача, тобто коли процес опи-
сується лiнiйним диференцiальним рiвнянням з частинними похiдними i цiльовий функцiо-
нал є квадратичним. У теорiї оптимального керування лiнiйно-квадратична задача вiдiграє
важливу роль. Вона виникає при побудовi оптимального керування за принципом оберне-
ного зв’язку [1, 2], в деяких задачах теорiї диференцiальних iгор [3]. Робота присвячена лi-
нiйно-квадратичнiй задачi оптимального керування процесом нагрiвання тонкого стержня.
Для отримання необхiдних умов оптимальностi в данiй роботi застосовано метод множникiв
Лагранжа. Встановлено умови, що забезпечують єдинiсть оптимального керування. Вперше
для такої задачi iз застосуванням дельта-функцiї Дiрака отримано iнтегро-диференцiальне
рiвняння Рiккатi.

Постановка задачi. Нехай керований процес описується таким рiвнянням з частин-
ними похiдними:

∂z(t, x)

∂t
= a

∂2z(t, x)

∂x2
+ u(t, x), (1)

t0 6 t 6 t1, 0 6 x 6 l, (2)
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де дiйснi числа a, l > 0, t0 > 0, t1 > 0 вiдомi. Для рiвняння (1) задано початкову умову

z(t0, x) = f(x) (3)

та крайовi умови

∂z(t, 0)

∂x
− h1z(t, l) = 0,

∂z(t, l)

∂x
+ h2z(t, l) = 0, (4)

де ∂z(t, 0)/∂x та ∂z(t, l)/∂x — значення частинної похiдної ∂z(t, x)/∂x при x = 0 i x = l
вiдповiдно, дiйснi числа h1 > 0, h2 > 0 i функцiя f(x) ∈ L2(0, l) заданi. Функцiя u(t, x)
називається допустимим керуванням, якщо u(t, x) ∈ L2(Ω), де множина Ω задана так:

Ω = {(t, x) : t0 6 t 6 t1, 0 6 x 6 l}.

Для фiксованого допустимого керування u(t, x) розв’язком z(t, x) задачi (1)–(3) вважається
узагальнений розв’язок z(t, x) ∈ L2(Ω). Рiвняння (1) — це диференцiальне рiвняння з час-
тинними похiдними параболiчного типу. Вiдомо, що рiвняння (1) описує процес поширення
тепла в тонкому стержнi [4, с. 178].

Далi розглянемо такий критерiй оптимальностi:

I(u, z) =
1

2

l
∫

0

z2(t1, x)dx +
1

2

t1
∫

t0

l
∫

0

[z2(t, x) + u2(t, x)] dxdt. (5)

Задача оптимiзацiї (1)–(4) полягає у знаходженнi допустимого керування u(t, x), на яко-
му функцiонал (4) досягає свого найменш можливого значення. Якщо таке допустиме ке-
рування u(t, x) iснує, то його називають оптимальним керуванням.

Необхiднi умови оптимальностi. Необхiднi умови оптимальностi для сформульова-
ної вище задачi оптимiзацiї можна знайти за допомогою методу множникiв Лагранжа [5,
с. 31]. З цiєю метою розглянемо допомiжний функцiонал

J(p, u, z) =
1

2

l
∫

0

z2(t1, x)dx+
1

2

t1
∫

t0

l
∫

0

[z2(t, x) + u2(t, x)]dxdt +

+

t1
∫

t0

l
∫

0

p(t, x)

[

a
∂2z(t, x)

∂x2
+ u(t, x)−

∂z(t, x)

∂t

]

dxdt−

−

t1
∫

t0

ap(t, 0)

[

∂z(t, 0)

∂x
− h1z(t, 0)

]

dt−

t1
∫

t0

a+ p(t, l)

[

∂z(t, l)

∂x
+ h2z(t, l)

]

dt, (6)

де функцiя p(t, x) — множник Лагранжа. В такий спосiб задача (1)–(4) на умовний екстре-
мум функцiонала (4) зводиться до задачi мiнiмiзацiї функцiонала (5) iз урахуванням умо-
ви (2). Далi, користуючись стандартним способом варiацiйного числення, знайдемо прирiст
△J функцiонала (5)

△J = J(p+ εδp, u + εδu, z + εδz) − J(p, u, z).
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Пiсля очевидних спрощень (розкриття дужок, зведення подiбних членiв та iнтегрування
частинами) отримаємо таке спiввiдношення:

△J = ε

l
∫

0

[z(t1, x)− p(t1, x)]δz(t1, x)dx +

+ ε

t1
∫

t0

l
∫

0

[[

z(t, x) + a
∂2p(t, x)

∂x2
+

∂p(t, x)

∂t
]δz(t, x) + [u(t, x) + p(t, x)

]

δu(t, x)

]

dxdt−

− ε

t1
∫

t0

a

[

∂p(t, 0)

∂x
− h1p(t, 0)

]

δz(t, 0)dt − ε

t1
∫

t0

a

[

∂p(t, l)

∂x
+ h2p(t, l)

]

δz(t, l)dt +

+ ε

t1
∫

t0

l
∫

0

δp(t, x)

[

a
∂2z(t, x)

∂x2
+ u(t, x)−

∂z(t, x)

∂t

]

dxdt+

+ ε

t1
∫

t0

aδp(t, 0)

[

∂z(t, 0)

∂x
− h1z(t, 0)

]

dt− ε

t1
∫

t0

aδp(t, l)]

[

∂z(t, l)

∂x
+ h2z(t, l)

]

dt−

−
ε2

2

[ l
∫

0

[δz(t1, x)]
2dx+

t1
∫

t0

l
∫

0

[[δz(t, x)]2 + [δu(t, x)]2]dxdt. (7)

Беручи до уваги рiвнiсть (6), приходимо до такого висновку.
Теорема 1. Оптимальне керування в задачi (1)–(4) єдине i визначається iз спiввiд-

ношень

∂z(t, x)

∂t
= a

∂2z(t, x)

∂x2
+ u(t, x), (7а)

z(t0, x) = f(x),
∂z(t, 0)

∂x
− h1z(t, 0) = 0,

∂z(t, l)

∂x
+ h2z(t, l) = 0, (7б)

∂p(t, x)

∂t
= −a

∂2p(t, x)

∂x2
− z(t, x), (7в)

p(t1, x) = z(t1, x),
∂p(t, 0)

∂x
− h1z(t, 0) = 0,

∂p(t, l)

∂x
+ h2z(t, l) = 0, (7г)

u(t, x) + p(t, x) = 0. (7д)

Iнтегро-диференцiального рiвняння Рiккатi. Рiвнiсть p(t1, x) = z(t1, x) дає пiдста-
ви вважати, що мiж функцiями p(t, x) i z(t, x), якi задовольняють спiввiдношення (7a)–(7д),
iснує певна залежнiсть. Шукатимемо цю залежнiсть у виглядi

p(t, x) =

l
∫

0

R(t, x, y)z(t, y) dy. (8)
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Враховуючи спiввiдношення (7д), (8), (1) та використовуючи iнтегрування частинами,
одержуємо таку рiвнiсть:

∂p(t, x)

∂t
=

l
∫

0

[

∂R(t, x, y)

∂t
+ a

∂2R(t, x, y)

∂y2
−

l
∫

0

R(t, x, s)R(t, s, y)ds

]

z(t, y)dy +

+ a

[

∂R(t, x, 0)

∂y
− h1R(t, x, 0)

]

z(t, 0) − a

[

∂R(t, x, l)

∂y
+ h2R(t, x, l)

]

z(t, l). (9)

З iншого боку, на пiдставi рiвностей (7в) та (8) знаходимо

∂p(t, x)

∂t
= −

l
∫

0

[

a
∂2R(t, x, y)

∂x2
+ δ(x − y)

]

z(t, y) dy, (10)

де δ(x) — дельта-функцiя Дiрака. В результатi порiвняння спiввiдношень (9) та (10) при-
ходимо до таких рiвностей:

∂R(t, x, y)

∂t
+ a

[

∂2R(t, x, s)

∂x2
+

∂2R(t, x, y)

∂y2

]

−

l
∫

0

R(t, x, s)R(t, s, y) ds + δ(x− y) = 0, (11)

∂R(t, x, 0)

∂y
− h1R(t, x, 0) = 0,

∂R(t, x, l)

∂y
+ h2R(t, x, l) = 0. (12)

Крiм того, рiвнiсть p(t1, x) = z(t1, x) приводить до спiввiдношення

R(t1, x, y) = δ(x − y). (13)

В результатi можна сформулювати таке твердження.
Теорема 2. Функцiя R(t, x, y) — це розв’язок iнтегро-диференцiального рiвняння (11),

задовольняє крайовi умови (12) та додаткову умову (13). Якщо вiдома функцiя R(t, x, y),
то оптимальне керування u(t, x) має вигляд

u(t, x) = −

l
∫

0

R(t, x, y)z(t, y) dy,

де функцiя z(t, y) є розв’язком iнтегро-диференцiального рiвняння

∂z(t, y)

∂t
= a

∂2z(t, y)

∂y2
−

l
∫

0

R(t, y, s)z(t, s) ds,

задовольняє початкову умову

z(t0, y) = f(y)

та крайовi умови

∂z(t, 0)

∂y
− h1z(t, 0) = 0,

∂z(t, l)

∂y
+ h2z(t, l) = 0.
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Таким чином, у роботi розглядається лiнiйно-квадратична задача оптимального керу-
вання процесом нагрiвання тонкого стержня. За допомогою методу множникiв Лагранжа
отримано необхiднi умови оптимальностi. Встановлено умови, що забезпечують єдинiсть
оптимального керування. Вперше для такої задачi з використанням дельта-функцiї Дiрака
одержано iнтегро-диференцiальне рiвняння Рiккатi.
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М.М. Копец

Оптимальное управление процессом нагревання тонкого стержня

Рссматривается линейно-квадратическая задача оптимального управления процессом на-

гревания тонкого стержня. Предполагается одновременное использование распределенных

и граничных управлений. Для этой цели предлагается метод множителей Лагранжа, при-

чем функция Лагранжа включает в себя не только уравнение с частными производными,

но и краевые условия. Для рассматриваемой задачи оптимизации получены необходимые

условия оптимальности. Анализ этих условий дал возможность вывести интегро-диффе-

ренциальное уравнение Риккати.

M.M. Kopets

Optimal control over the process of heating of a thin core

The paper is devoted to the linear-quadratic optimal control problem for the process of heating of

a thin core. The simultaneous use of distributed and boundary controls is supposed. A method of

Lagrange multipliers is proposed, and the Lagrange function includes not only a partial differential

equation, but also boundary conditions. For the considered optimization problem, the necessary

conditions of optimality are obtained. Their analysis has given chance to deduce the Riccati integro-

differential equation.
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