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Abstract. The mathematical model of a pendulum with moving foundation is con-
structed in the form of Takagi – Sugeno impulsive fuzzy system. This fuzzy model permits 
to consider the wheel motion in the rough surface. The sufficient conditions of asymptotic 
stability of the upper position of the pendulum in hand are obtained. 
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Введение. 
Общим проблемам управления и стабилизации в механических системах и, в ча-

стности, проблеме управления маятником и стабилизации его в верхнем неустойчи-
вом положении равновесия посвящены работы [1, 2, 11, 12, 17, 18]. Рассматриваемые 
задачи, кроме важного теоретического значения, имеют и некоторые приложения, 
например, проблемы управления моноциклом [6]. Управление движением такой ме-
ханической системы изучено в [10]. При этом рассмотрено движение маятника при 
условии, что колесо, на котором закреплено основание маятника, движется по ровной 
поверхности. 

В настоящей работе предложена математическая модель маятника при учете не-
ровности поверхности, которую предполагается моделировать периодическими им-
пульсными воздействиями. 

Известно, что существуют механические системы, регулирование которыми по-
средством непрерывных управляющих воздействий является нецелесообразным (или 
невозможным). При этом импульсное управление, которое «мгновенно» изменяет 
состояния системы, является эффективным способом решения проблемы устойчи-
вости для такого типа систем. Дифференциальные уравнения с импульсным воздей-
ствием являются адекватными моделями виброударных и робототехнических механи-
ческих систем. Поэтому теория дифференциальных уравнений с импульсным воздей-
ствием является предметом многих исследований [7, 8, 16, 17, 19 и др.]. Чтобы учесть 
различные виды неровностей поверхности, по которой движется колесо, для рассмат-
риваемой механической системы с ударными воздействиями построена нечеткая мо-
дель Такаги – Сугено (Т – С) с импульсным управлением, асимптотическая устойчи-
вость которой исследована на основе [15, теорема 2]. 

Нечеткие системы Такаги – Сугено [20] позволяют описать динамику широкого 
класса нелинейных систем в терминах правила «если – то», для которых исходными 
являются локально-линейные модели. Недавние результаты и обзор состояния по 
этому направлению даны в [3 – 5, 13 – 15 и др.]. 

Такаги и Сугено [20] предложили использовать набор нечетких предикатных пра-
вил в следующем виде (импульсный аналог) [3, 14]: 
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где iR  – i -тое нечеткое предикатное правило; r  – число нечетких правил; nx  – 

вектор состояния; iA , iB  – постоянные n n - матрицы; ( 0)x t   – значение функции 

справа; кроме того, предполагается, что 
0
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Нечеткие множества ijM  определяются функциями принадлежности  

 : [0,1] = 1, , = 1, .ijM i r j n  

После приведения к четкости центроидным методом, получаем полную динамику 
нечеткой модели в виде нелинейной системы дифференциальных уравнений вида  
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x M x  – так называемая весовая функция или «сила срабатывания каж-
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Обозначим 
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x x x    – нормированные функции принадлежности. 

Очевидно, что 
=1

( ) = 1
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i
i

x  и предполагается, что ( ) 0i x  , = 1,i r . 

Тогда полная динамика нечеткой импульсной Т – С системы описывается локаль-
но-линейной системой дифференциальных уравнений возмущенного движения с им-
пульсным воздействием вида 
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Локально-линейные системы уравнений возмущенного движения с импульсным 
воздействием (1) являются адекватными моделями механических и другой природы 
систем, которые подвержены импульсным управлениям. К такого рода системам от-
носятся механические системы с ударами, робототехнические системы, модели ис-
кусственных биологических сообществ и другие. Основные результаты по исследова-
нию устойчивости нулевого состояния равновесия импульсных систем (1) получены в 
работах [3, 4, 14, 15], при этом во многих случаях задача устойчивости сведена к про-
блеме совместности некоторых систем матричных неравенств в классе положительно 
определенных матриц. 

§1. Постановка задачи. 
Рассмотрим математический маятник [10], точка подвеса которого находится в 

центре колеса (рис. 1). Симметричное относительно своей оси колесо может катиться 
без проскальзывания по ровной горизонтальной поверхности вдоль прямой линии. 
Пусть M  – масса колеса; R  – радиус колеса;   – радиус инерции относительно цен-
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тра колеса O ;   – угол поворота против часовой стрелки фиксированного радиуса, 

который в начале движения ориентирован вдоль горизонтальной оси OX ; 0x   – пе-

ремещение центра масс колеса O  вдоль горизонтальной прямой так, что 0 =x R   . 

Пусть   – угол отклонения математического маятника от вертикали; m  – его масса; 

r  – расстояние от точки подвеса O  до его центра масс. Между колесом и подвесом 
маятника есть сила сопротивления, момент которой, действующий на маятник, равен 

= ( )L     , < 0 . В качестве обобщенных координат выберем углы  ,  . 

 
Рис. 1 

 
Уравнения движения рассматриваемой механической системы получим в предпо-

ложении, что к концу стержня, образующего математический маятник, в фиксирован-
ные моменты времени прилагаются постоянные импульсные нагрузки, действующие 
параллельно вертикальной оси симметрии колеса в ее положительном направлении. 

Вычислим сначала кинетическую энергию mE  маятника. Если 0 0( , )x y  – коорди-

наты центра масс O  колеса, а ( , )c cx y  – координаты центра масс C  маятника, то 

0= sincx x r  , 0= coscy y r  . Отсюда = coscx R r     , = sincy r   . Следо-

вательно,  2 2 2 2 2 2= 0,5 ( ) ( ) = ( ) 2 cos ( )m c cE m x y mR mRr mr         . 

Определим кинетическую энергию kE  колеса. Пусть ( , )x y  – координаты произ-

вольной точки колеса; r  и   – полярные координаты системы координат, жестко 

связанной с колесом. Тогда 0= cosx x r  , 0= siny y r  , = sinx R r     , 

= cosy r   , а   22 2 2 2= ( ) ( ) = ( 2 sin )( ) .k

D D

E dm x y dm R r Rr         

Предполагая, что плотность диска колеса зависит лишь от расстояния r  (диск об-

ладает радиальной симметрией), можно утверждать, что sin = 0
D

dmRr  , поэтому 

 2 2 2= ( )kE M R    , а кинетическая энергия описанной системы двух тел имеет вид 

 2 2
11 12 22

1
= = 2 cos
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Все коэффициенты (2) – положительны. Потенциальная энергия и виртуальная 
работа имеют вид  

= cos ; = ( ) , > 0.mgr W L L         

Рассматриваемая механическая система имеет две степени свободы и уравнения 
Лагранжа второго рода имеют вид  
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где = ( , , )t q qL L  – функция Лагранжа системы; iQ  – обобщенные силы; ikp  – обоб-

щенные импульсы ударных сил;   – дельта-функция; k  – моменты импульсных воз-

действий. 
Предположим, что 1 = ,k k k      . Уравнения (3) на интервалах времени 

1( , )k k   представим в виде 
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d
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Уравнения движения системы в момент времени = kt   имеет вид  

 = 0 = = = 1, , .t t ikk k
i i
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                         (5) 

Следовательно, движение механической системы с импульсным воздействием 
описываем уравнениями (4) – (5). 

Функцию Лагранжа L  и обобщенные силы представляем так: 

2 2
11 12 22

1
= ( 2 cos ) cos ; = ; = .

2
a a a mgr Q L Q L             L  

Для обобщенных импульсов получаем выражения: 0= sin ;kp p r   =kp 0   ,k  где 

0p  – постоянная нагрузка (импульсная нагрузка). 

Введем безразмерное время   по формуле  2= = / .t T T r g  

Предположим, что внешний момент отсутствует и не учитываем трение в шарни-
рах соединения маятника и колеса ( = 0 ). Тогда уравнения движения системы двух 

тел с учетом сил сопротивления между маятником и колесом, а также импульсных 
воздействий имеют вид (штрихом обозначено дифференцирование по безразмерному 
времени  ) 
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Заметим, что система (6) содержит только два безразмерных параметра d  и  . 
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Полученная система уравнений движений имеет два многообразия состояний 
равновесий вида = 0, = 0, = 0     и = , = 0, = 0     . Для учета различных 

видов неровностей поверхности, по которой движется колесо, рассматриваемую ме-
ханическую систему с ударными воздействиями запишем в виде нечеткой модели 
Такаги – Сугено с импульсным управлением и исследуем механизмы стабилизации 
верхнего положения равновесия (многообразия = 0, = 0, = 0    ) с помощью им-

пульсных ударных воздействий. 

§2. Основные результаты. 
Определим переменные возмущенного движения 1 2 3= , = , =x x x    . Линеа-

ризированная система уравнений этого движения имеет вид   
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при этом 2= 1/ (1 )d  , 2
1 = 1  , 2 2

2 = ( / ) 1d  . 

Исследуем возможность стабилизации многообразия = 0, = 0, = 0     при 

помощи нечеткого импульсного управления, которое задается нечеткими правилами: 
если 1 1( )x t M , то 0 1=p p ; если 1 2( )x t M , то 0 2=p p , где 1M  – нечеткое множество 

« 1x  в окрестности 1 »; 2M  – нечеткое множество « 1x  в окрестности ( 1 )»; 1  – 

некоторый фиксированный (малый)  угол отклонения маятника от верхнего положе-
ния равновесия; 1 2,p p  – фиксированные импульсные нагрузки (импульсное управ-

ление). 
Тогда результирующее управление принимает вид 0 1 1 2 2= ( ) ( ) ,p p p     где 

1 2( ), ( )     – функции принадлежностей нечетких множеств 1M  и 2M , соответст-

венно. 
Для системы (7) нечеткие Т – С правила определим в виде , = 1, 2 :iR i  если  
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где 1 2 3= ( , , )Tx x x x  – вектор переменных возмущенного движения; 1M  и 2M  – нечет-

кие множества « 1x  в окрестности 1 » и « 1x  в окрестности ( 1 )», соответственно, а 

структурные матрицы A , 1B  и 2B  имеют вид  
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    
   

    
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Рассмотрим задачу об устойчивости нулевого решения нечеткой импульсной мо-
дели Т – С, применяя теорему 2 из [15], результаты которой установлены на основе 
общих подходов, разработанных в [9]. Известно, что величина коэффициента сопро-

тивления является малой величиной, поэтому   предположим малым параметром. 
Характеристический многочлен матрицы A  имеет вид 

4 2
3 2 2 2

2 1 2

(1 )
( ) = 0.

d

d


       

       

Нетрудно определить, что 
4 2

1 2

(1 )
= ;

d

d



   

4
2 22 2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 3
= ( 1) ( 1) 2 ( 1) 1 ( );

2 2 4
o

d

 
         

 
   

         

4
2 22 2 2 2 2 2 2

3 2

1 1 3
= ( 1) ( 1) 2 ( 1) 1 ( ).

2 2 4
o

d

 
          

 
   

         

Тогда собственные векторы, соответствующие этим собственным значениям, име-
ют вид  

2

1

0 1

= 0 0 ( );

1 0

e o

  
      

      


      

2 2
2

2 22

2
2 2 2

1 11 ( 1)
2

1 1= ( );(1 ) 1

1 0

d

e o
d

              
               
  
       





 


 


 

2 2
2

2 2
2

2 2

3 2 2 2

1 11 ( 1)
2

1 (1 )= ( ).1

1 0

d

e o
d

                                      




 


  
 

 

Из элементов собственных векторов составим матрицу 0 1= ( ),S S S o    где 

2 2

0 2 2

1 1
0

1 1
= 0 ;

1 1 1

S

  
 
 

  
 
 
 
 

  

 
 

2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2

2 2
1 2 2

1 1 1 1
1 ( 1) ( 1)

2 2

1 1
= 0 (1 ) 1 (1 ) 1 .

0 0 0

d d

S
d d

     
          

    
                
 
 
 
 

 

     
 

   
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Определим разложение матрицы 1S   по степеням  . 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0= ( ) = ( ) = ( ) ( ) = ( ).S S S I S S S I S S S o S S S S o                     

Выполним замену переменных в системе (7) по формуле 1=y S x . Тогда струк-

турные матрицы 1 2, ,A B B  модели Т – С примут вид 1 2, ,A B B , соответственно, где 

0 1= ( );A A A o    
4 2

2

2 2
0 1

2 2

(1 )
0 0

0 0 0
1

= 0 0 ; = 0 ( 1) 0 .
2

0 0 1
0 0 ( 1)

2

d

d

A A

 
 

   
      
       

 



 










 

1 1
02

= = =
(1 )

i
i i

p
B S B S I S B S

d m gr
 


 

 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 02

= ( ( ) ( )) = 1, 2 ;
(1 )

ip
I S B S S B S S S S B S o i

d m gr
      


   

1
0 0 0 0 0

2

0 0 0
0 0 0

1 1ˆ= 1 0 0 ; = = 0 ;
2 2

0 0
1 1

0
2 2

B B S B S

 
 
  
     

      
 

 

 

 


 

1 1 1
1 0 0 1 0 1 0 0 0

ˆ = =B S B S S S S B S    

2
2 2 4 2

2

2
2 2 4 2

2

0 0 0

1 1
= (1 ) 0 ( 1) (1 ) .

2 2

1 1
(1 ) ( 1) (1 ) 0

2 2

d

d

 
 
 
      
 
      
 

   

   

 

Для получения достаточных условий асимптотической устойчивости нулевого 
решения системы (7) используем утверждение теоремы 2 [15]. Неравенство (4) (см. 
[15]) принимает вид 

 0 1 0 1 0 1 0 12

21 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= 2 ( ) ( ) ( ) ( )
2

i j i jT T
ij

p p p p
Q X B B X X B B B B X B B

 
        

 
   

 
 

 ( ) , = 1, 2 ,A Ae Xe I o i j         где   2= (1 )d m gr .                      (8) 

Обозначив  = / = 1, 2iip p i , определим условия, при которых блочная матри-

ца вида 
1

= ,
Tw

X
w Z

 
 
 

 где 1 2= ( , )Tw w w , а Z  – 2 2 – симметричная положительно 

определенная матрица, удовлетворяющая следующему линейному матричному урав-
нению 
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 
2

0 0 0 0 0 0

( )
= ( ) = 0 , = 1,2 ,

2 4

T Ti j i j
ij

p p p p
Q Z B Z ZB B ZB A ZA i j

 
                (9) 

где 

0 0

1 1 0
= ; =

1 1 0

e
B A

e

          









 

удовлетворяют систему линейных матричных неравенств (8) с точностью до ( )o  . 

Вектор w  подберем так, чтобы левая часть неравенства (8) имела следующую 
блочную структуру: 

4 2
2 2 1 2

1 22

(1 )
2 (1 ) ( ) 0

= .2

0
ij

ij ij

p pd
w w

Q d

Q G

 
   

 
  





   


 

Для проверки отрицательной определенности матрицы ijQ  воспользуемся крите-

рием Шура отрицательной определенности блочной матрицы  

4 2
2 2 1 2

1 22

(1 )
(1 ) ( ) < 0;

4

p pd
w w

d


  

       ( ) < 0ij ijQ G o    ; 

ijG  – некоторая симметричная 2 2-матрица, при этом 12 = 0Q , 11 2 1( )Q p p  , 

22 2 1( )Q p p  (   – символ пропорциональности). 

Первое неравенство выполняется всегда при достаточно малых | |  вследствие 

того, что < 0  и, как нетрудно показать, w  , а второе неравенство выполняется 

при достаточно малых | | , если дополнительно предположить 2 1 = ( )p p o   . 

Тогда имеем  

11 0 0 0 02 1

1
= ( ( ) ) ( );

2

T T
Q B Z ZB p p B ZB o            

22 0 0 0 02 1

1
= ( ( ) ) ( ).

2

T T
Q B Z ZB p p B ZB o           

Условия устойчивости в этом случае сводятся к системе трех неравенств  

12 (1) > 0;G o  

0 0 0 0 112 1

1
( ( ) ) (1) > 0;

2

T T
B Z ZB p p B ZB G o                                (10) 

0 0 0 0 222 1

1
( ( ) ) (1) > 0.

2

T T
B Z ZB p p B ZB G o         

Вследствие того, что 22 12G G  , 11 12G G  , неравенства (10) можно при-

вести к виду (здесь 12=G G ) 

(1) > 0;G o  

0 0 0 02 1

1
( ( ) ) (1) > 0;

2

T T
B Z ZB p p B ZB G o          
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0 0 0 02 1

1
( ( ) ) (1) > 0.

2

T T
B Z ZB p p B ZB G o         

Видно, что первое неравенство является следствием второго и третьего. Таким 
образом, условия устойчивости нулевого решения исходной системы (7) сводятся к 
выполнению трех матричных неравенств 

1 1
> 0; (1) > 0; (1) > 0

2 2
X F G o F G o                                  (11) 

и решению линейного матричного уравнения (9) в классе положительно определен-

ных матриц (здесь 0 0 0 02 1= ( )
T T

F B Z ZB p p B ZB      ). 

Обозначив  1 2 / 2 = ,p p a  определим в явном виде элементы матриц Z , G , F . 

Решение системы (9) представим в виде 

2

2

2

2
1

1 (1 )= .
2

1
1 (1 )

ae

a e aZ
a

a e a

 
 
   
 
     













 

Нетрудно убедиться, что матрица Z  положительно определенная при выполне-
нии неравенства 

2

1 2 | |
< arcth ( < 0).

1

a
a

a
 
  

                                        (12) 

Это условие гарантирует положительную определенность матрицы X  при доста-

точно малых абсолютных значениях параметра  . Действительно, вследствие крите-

рия Шура, неравенство > TZ ww  гарантирует положительную определенность матри-

цы X . Это неравенство выполняется с точностью ( )o   вследствие того, что w  . 

Компоненты матриц 11 12 11 12

21 22 21 22

= , =
g g f f

G F
g g f f

   
   
   

 представляются в виде 

2 2 2 2
4 2

11 2 2 2

2 2 ( 1)
= 2 1 2 ( 1) 1 ;

1 (1 ) 1 (1 )

a a
g a a

d a e a a e a

   
                 

 




       

2 2 2 2 2 2
4 2

22 2 2 2

2 2 ( 1)
= 2 1 2 ( 1) 1 ;

1 (1 ) 1 (1 )

a e a e
g a a

d a e a a e a

                    

 

 




        

2 2
2 4 2 2 2

12 21 2 2

(1 ) 1
= = 2 1 2 ( 1) ( 1) ;

1 (1 )

e a a
g g a

d a e a

                 




 

     

   2 22 2

11 22
2 2

2 3 ( 1) 12 3 ( 1) 1
= ; = ;

1 (1 ) 1 (1 )

a e ea e e
f f

a e a a e a

    

     

  

 

  

    

 2

12 21 2

6 1
= = .

1 (1 )

a e
f f

a e a

 

  







  
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Определители матриц F  и G  имеют такой вид: 

2 2 2

22 2

4( 1) 4(th( ))
det = = < 0;

(th( ) )( 1 (1 ))

e
F

aa e a

 


  














 

2

2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

(1 )th( ) 2
det = th( )

(th( ) )

2 2
2 (1 )(1 ) (1 ) 2 (1 )(1 ) (1 ) .

a a
G

a

a a
d d

 


        






   

 




  
            
  

 

Выполнение условий (12) и условия положительной определенности матрицы G  

являются необходимыми и достаточными для совместности системы неравенств (11), 
при этом имеем 

2
2 2 2

2

th( ) 2 th( )(1 ) (1 th( ))
| |< 2 1 1 (1 ) ;

th( )(3 1) th( ) th( )

a a a a
a

da a a

     
              

  
 

  
      

  
 

2| | det det | |
| |< 2 ,

det

K F G K

F

 
  

где введено обозначение 

2 2
2 2 2 2

22

8 (th( ))
= 2 (1 ) 1 2 (1 ) .

(th( ) )

a
K a

da

  
           


 


    


 

Из условий положительности detG  следует неравенство  

2
2

2

2

1 2
> 2 | | .

(1 )
da

 

 

 



 

Покажем, что это условие гарантирует выполнения неравенства 11 > 0g . Действи-

тельно, 

2 2 2
2 2

11 2

th( )(1 ) (1 th( )) (1 )
= 2 (1 ) 1 2 1

th( ) th( )

a a a
g a

d a a

     
           

  


 
     

 
 

2
2 2

2

th( )(1 ) (1 th( ))
2 (1 ) 1 2 1 =

th( ) th( )

a a a
a

d a a

    
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a
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
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
 

Таким образом, система неравенств (11) совместна, если и только если для перио-
да импульсного воздействия выполняется двустороннее неравенство 

2
2

2

22

2 | | 1 2
1 2 | |

< < arcth .
1(1 )

a
d a
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 
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  
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 



                            (13) 

Рассмотрим функцию 
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 2 2 2

2 2

2 1 2( )2
( ) = arcth

1 (1 )

a da
a

a

 




      
. 

Определим все значения a , при которых функция ( )a  принимает положительные 
значения. 

Для этой функции (0) = 0 , ( 1) =  , ( ) < 0  и  

 2 2 2

2 2

2 1 2( )2
( ) =

(1 ) (1 )

d
a

a

 




 
  

 
;   

2 2

2

4 (1 )
(0) = > 0.

d

d

   

Таким образом, при уменьшении a  от нуля график функции будет монотонно 
убывать, пока не достигнет минимального значения, потом начнет монотонно возрас-
тать, пересекая в некоторой точке maxa  ось Oa . Далее, при стремлении a  к 1  справа 

значение функции   стремится к   (прямая = 1a   является асимптотой графика 

функции ( )a ). При стремлении a  к ( 1)  слева значение функции   изменяется от 

  к  , пересекая, таким образом, ось Oa  в некоторой точке mina . 

Следовательно, функция ( )a  принимает положительные значения при всех 

( , )min maxa a a . Числа mina  и maxa  являются корнями трансцендентного уравнения  

 2 2 2

2 2

2 1 2( )2
arcth = 0.

1 (1 )

a da

a

 



      
 

Таким образом, условия асимптотической устойчивости верхнего положения рав-
новесия однозвенного маятника на подвижном основании при импульсном воздейст-
вии имеют вид  

2
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  
 

2| | det det | |
| |< 2 ;

det

K F G K

F

 
  

 2 2 2

22

2 | | 1 2( ) 1 2 | |
< < arcth .

1(1 )

a d a

a

 


 

   
   

                         (14) 

На рис. 2 показана область асимптотической устойчивости в пространстве пара-
метров ( , )a   при значениях параметров 2 = 1  и 2 = 0,5d . 

Таким образом, нечеткая импульсная стабилизация верхнего положения равнове-
сия математического маятника на подвижном основании возможна при всех значени-

ях параметров маятника и подвижного 
основания (колеса). Такая стабилизация 
возможна при условии, что частота им-
пульсного воздействия принадлежит не-
которой полосе частот, а абсолютная 
величина импульса изменяется в некото-
рых пределах от минимального значения, 
отличного от нуля, до максимального 
значения. 

Условия устойчивости (14) являются 
более грубыми, чем условия устойчиво-
сти при действии обычного (четкого) 
импульсного управления. Это связано с 
тем, что полученные условия устойчиво-
сти (14) не зависят от функций принад-
лежностей нечетких множеств.  

Рис. 2 
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Заключение.  
В работе на основе подхода нечетких систем Такаги – Сугено построена матема-

тическая модель маятника на подвижном основании. Это позволило рассматривать 
движение колеса по неровной поверхности, при этом неровности поверхности моде-
лируются нечеткими импульсными воздействиями. 

Полученные в аналитическом виде условия устойчивости (14) обеспечивают ус-
тойчивость движения рассматриваемой механической системы при различных видах 
неровности поверхности. 

 
 
Р Е ЗЮМ Е . Побудовано математичну модель маятника на рухомій основі у вигляді нечіткої 

імпульсної системи Такагі – Сугено, що дозволило розглядати рух колеса по нерівній поверхні. От-
римано достатні умови асимптотичної стійкості верхнього положення рівноваги вказаного матема-
тичного маятника. 
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