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ЗАСТОСУВАННЯ СПЛАЙН-ФУНКЦІЙ ДЛЯ АПРОКСИМАЦІЇ 
РОЗВ’ЯЗКІВ ЛІНІЙНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ІЗ ЗАПІЗНЕННЯМ 

Досліджуються крайові задачі для лінійних диференціаль-
них рівнянь із змінним запізненням. Запропоновано та обґрун-
товано схему наближеного розв’язання крайової задачі за до-
помогою кубічних сплайнів дефекту два. 

Ключові слова: крайова задача, запізнення, сплайн-функції, 
ітераційний процес. 

Вступ. Диференціальні рівняння із запізненням виникають у ба-
гатьох областях математичного моделювання. Врахування запізнення 
дозволяє описати багато нових ефектів і явищ у біології, екології, 
імунології та інших науках. У зв’язку з відсутністю ефективних алго-
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ритмів інтегрування диференціальних рівнянь із запізненням у явно-
му вигляді важливого значення набувають дослідження наближених 
методів їх інтегрування. 

У цій статті досліджується наближений метод розв’язання крайової 
задачі для лінійних диференціальних рівнянь зі змінним запізненням, що 
базується на апроксимації розв’язку кубічними сплайнами дефекту два. 

Питання існування та єдиності розв’язків крайових задач із запіз-
ненням у різних функціональних просторах вивчались у [1–3] та інших. 
Зведення лінійної крайової задачі із запізненням до інтегрального рів-
няння і застосування до його розв’язання проекційно-ітераційних мето-
дів розглянуто в [4]. Застосування методу сплайн-апроксимацій до ди-
ференціально-різницевих рівнянь досліджувалось у працях [5–7]. 

Позначення та постановка задачі. Розглянемо крайову задачу 

 
              

        
1 1 2

2 , ; , 

y x p x y x q x y x p x y x x

q x y x x f x x a b





    

   

  
 (1) 

          *, 0,1, ; , , j jy x x j x a a y b        (2) 

де    , , 1, 2i ip x q x i   — неперервні на  ;a b  функції,  x  — 

задана на *;a a 
   неперервно-диференційовна функція, ,R   

 
  *

;
min

x a b
a x x


  .  

Нехай запізнення   0x   — така неперервна на  ;a b  функція, 

що існує скінченна множина точок 

    ; , , 1,i i iE x a b x x a i l     . 

Введемо позначення    1 1 2 1 2 1, , , , , ,l la x x x x b           та 

визначимо множину функцій 

        
1

2

1

* 1 * 1: , , [ ], .
l

j
j

V y x y x C a b C a a C b Ca 




          


 
 
 
   (3) 

Розв’язком крайової задачі (1)–(2) будемо вважати функцію 

 y y x , яка задовольняє рівняння (1) (за можливим винятком точок 

, 1,ix i l ) та крайові умови (2). В подальшому будемо припускати, 

що існує розв’язок задачі (1)–(2), який належить .V  
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Обчислювальна схема. Задамо на  ,a b  сітку 0 1: a x x     

nx b   так, щоб E   . Будемо шукати наближений розв’язок 

задачі (1)–(2) у вигляді інтерполяційного кубічного сплайну  ,S y x  

дефекту 2 на сітці  , що належить простору функцій .V  
Введемо позначення 1, 1, , , j j jh x x j n     

   , 0 , 0, , 1, , 0 , 1, , .j j j jM S y x j n M S y x j n            

Для сплайна  ,S y x  нескладно одержати зображення: 

 
     

 

3 3

1 1
1 1

1 1

,
6 6 6

, , , 1, , . 
6

j j j j
j j j j

j j j

j j
j j j j

j

x x x x y h
S y x M M M x x

h h h

y h
M x x x x x j n

h

   
 


 

   
       

 
 

          
 

 (4) 

Враховуючи неперервність похідної сплайна  ,S y x  у внутріш-

ніх вузлах сітки   та крайові умови (2), одержуємо систему лінійних 

рівнянь, яку задовольняють величини jM   і jM  : 

  
 

1
1 1 1 1 1

1 1 0

(
6

2 2 ), 1, , 1, , .

j j
j j j j j j j j j

j j j j j j n

h h
h y h h y h y h M

h M h M h M j n y a y 

 
    

  
 


    

       

  (5) 

Із означення множини функцій V  дістаємо, що j jM M   для 

.jx E  

Наведемо властивості матриці A , що визначається коефіцієнта-
ми в лівій частині системи (5). 

Лема. Справджуються співвідношення 

      1
2 3 1det 1 ,

n
nA h h h b a


     (6) 

  
21

21 1
3

1

max
8

,
n

ij
i j

K
A a b a

h


 



    (7) 

   2 21 1
1 1 1

1,2 21 21 1

, 1, 1, max ,
2 2

n n

ij i j ij
i nj j

K b a K b a
a i n a a

h h

 
  


   

 
        (8) 

де 1
ija  — елементи матриці 1, , min , maxj j

j j

H
A K h h H h

h
    . 

Розглянемо тепер ітераційну схему знаходження наближеного роз-
в’язку крайової задачі (1)–(2) у вигляді кубічних сплайнів дефекту два (4). 
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1. Вибираємо кубічний сплайн   0 ,S y x  довільним чином, щоб 

задовольнялись крайові умови (2) (наприклад,   0 ,S y x   

     
a

x a a
b a

 



  


). 

2. Використовуючи вихідне рівняння (1) та сплайн   0 ,S y x , зна-

ходимо множини для 0,1,k    

           1
1 1, 0 , 0

k k k
j j j j jM p x S y x q x S y x
        

                2 2, 0 , 0k k
j j j j j j j jt p x S y x x q x S y x x f x          

            2 21 , 0, 1,j j j j j j jt p x x x q x x x j n           

           1
1 1, 0 , 0

k k k
j j j j jM p x S y x q x S y x
        

              2 2, 0 , 0k k
j j j j j j jt p x S y x x q x S y x x         

              2 21 , 1, ,j j j j j j j jf x t p x x x q x x x j n           

де 
 
 

0,  ,

1,  .

j j

j

j j

x x a
t

x x a





   
 

 

3. Розв’язуючи систему рівнянь (5), знаходимо  1 , 0,k
jy j n  . 

4. За множинами       1
,   ,   

k
j j jy M M
    будуємо сплайн   1 ,kS y x , 

який виступає в якості наступного наближення. 
5. Продовжуючи ітераційний процес, одержуємо послідовність 

сплайнів   , , 0,1,kS y x k   . Якщо ця послідовність збігається 

до розв’язку задачі (1)–(2), то при достатньо великому k  сплайн 
  ,kS y x  буде апроксимацією шуканого розв’язку. 

Збіжність ітераційного процесу. Введемо позначення 

 
      

    1 1 2 2 1 2
, ,

max , max ,
x a b x a b

L q x q x L p x p x
 

     
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   52 5
2

2 1
2 1

, , 5 1 .
8 8 3 2 2

K b aH K H
u b a v L H L H

          
 

 

Теорема. Нехай розв’язок крайової задачі (1)–(2) існує і нале-
жить простору .V  Тоді при виконанні нерівності 
 1 2 1uL vL      (9) 

існує * 0H  , що для всіх *H H  послідовність   , ,kS y x  0,1,k    

рівномірно збігається на  ,a b  і справджуються співвідношення 

           lim , , , 0,1,p k p
p

k
S y x y x R y x H p


    

де  y x  — розв’язок задачі (1)–(2), 
2

0 1
5

, 5
1 2 1

u H v
R R H

 
 

   
 

, 

     
1

, max , ,r
r l

y x H y x H 
 


 

  ,r y x H   — модуль неперервності  y x  на r . 

Доведення. Згідно (6), побудова послідовності   ,kS y x  мож-

лива. Запишемо ітераційний алгоритм у матричній формі: 

             
               

1
1

1 1

1
2 2

( , ,
6

, , ) ,

k k k

k k

A B
y x P x S y x Q x S y x

P x S y x x Q x S y x x F x A d 






  





    
 (10) 

де 1 1 2 2, , ,P Q P Q  — діагональні матриці з елементами    1 1, ,p x q x  

   2 2,p x q x  на діагоналі, F  — вектор-стовпчик, d  — сталий век-

тор, що залежить тільки від крайових умов (2). 

Нехай 1 ,j jx x x    , тоді, згідно (10), маємо 

 

         
     

1 11
1

1
2

1
, ,

6

, , .

k k k k
j j

k k

y y A B L S y x S y x

L S y x S y x

 



   


  


 (11) 

Із рівності (4), враховуючи (11) та лему, дістаємо 

 

           
     

1 1
1

1
2

, , , ,

, , ,

k k k k

k k

S y x S y x u L S y x S y x

L S y x S y x

 


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


 


 (12) 
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           
     

1 1
1

1
2

, , , ,

, , .

k k k k

k k

S y x S y x v L S y x S y x

L S y x S y x

 



   


 

   


 (13) 

Введемо позначення 
           1 0 1 0

1 2, , , , .L S y x S y x L S y x S y x       

Ітеруючи нерівності (12) та (13), одержуємо 

 

     
     

1

11 1

, ,

, , , .

k k

k kk k

S y x S y x

u S y x S y x v   



  

 

 
 (14) 

Співвідношення (14) при виконанні нерівності (9) забезпечують 

збіжність послідовностей      , , 0,1, , 0,1.p kS y x k p    Позначимо 

        lim , , , 0,1.p k p

k
S y x S y x p


   

Якщо  ,S y x  — кубічний сплайн дефекту 2, що інтерполює на сітці 

  розв’язок  y x  крайової задачі (1)–(2), тоді 

 

               
       

, , ,

, , 0,1.

p p p p

p p

S y x y x S y x S y x

S y x y x p

   

  
 (15) 

Для другого доданку в правій частині (15) справедлива оцінка [8] 

          2
0

5
, , , 0,1,2, ,

2
p p p

pS y x y x K H y x H p K      

 1 2 5.K K    (16) 

Для оцінки перших доданків у (15) знайдемо допоміжні нерівності 

       1 1| , 0 , 0j j j j jM p x S y x q x S y x       

           2 2, 0 , 0 |j j j j j j jp x S y x x q x S y x x f x          

          1, 0 0 , 0 0j j j j jS y x y x p x S y x y x           

       1 , 0 0j j jq x S y x y x      (17) 

       2 , 0 0j j j jp x S y x x y x        



Математичне та комп’ютерне моделювання 

86 

       2 , 0 0j j j jq x S y x x y x       

   2
1 2

5
5 5 , , , 0, 1.

2
L H L H y H y H j n      





     

Аналогічно одержуємо 

       
           

 

1 1

2 2

| , 0 , 0

, 0 , 0 |

, , 1, .

j j j j j

j j j j j j j

M p x S y x q x S y x

p x S y x x q x S y x x f x

y H j n

 



     

       

 







 (18) 

Позначимо        max , , , 0,1.p p
p

a x b
S y x S y x p

 
    

Враховуючи, що для сплайна  ,S y x  має місце зображення ви-

гляду (4), , j jM M   задовольняють співвідношення (5) та нерівності 

(17)–(18), нескладно дістати систему нерівностей 

 
  
  

0 1 0 2 1

1 1 0 2 1

, ,

, .

u L L y H

v L L y H

   

   

   


  




 (19) 

Розв’язуючи систему нерівностей (19), маємо 

 
 

 
 

 0 1
1 2 1 2

, ,
, .

1 1

u y H v y H

L u L v L u L v

 
  

   

 
  (20) 

Нерівності (20) разом із оцінками (9) та (16) забезпечують потрі-
бні співвідношення 

     25
, , ,

1 2

u
S y x y x H y H

 


    



 

     , 5 , .
1

v
S y x y x H y H

 


       
 

Теорему доведено. 

Приклад. Розглянемо крайову задачу 

     24 4 8 0, 1;2 ,
2

x
y y x y x xy x x x

         
 

   

      22 , 0,5;1 , 2 5 2.y x x x y e     

Точний розв’язок крайової задачі, знайдений методом кроків 

 2 2 3 2.xy e x    
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Наближений розв’язок крайової задачі згідно дослідженої в ро-
боті ітераційної схеми знайдено за допомогою прикладної програми, 
розробленої в середовищі MS Visual Studio 2010. 

Результати обчислень наведено в таблиці 1, де y  — точний роз-

в’язок, z  — наближений розв’язок, знайдений при 0.025h   на 9-й іте-
рації,   — похибка. Порівнюючи точний і наближений розв’язки, оде-
ржуємо, що відносна похибка не перевищує 0.1%, а абсолютна — 0.01. 

Таблиця 1 
x  y z    

1.0 2.0 2.0 0.0 
1.2 4.2693 4.2657 0.0036 
1.4 7.8 7.7924 0.0076 
1.6 13.2827 13.273 0.0097 
1.8 21.7811 21.7746 0.0065 
2.0 34.9453 34.9453 0.0 

Висновки. Апарат сплайн-функцій дозволяє побудувати ефек-
тивні обчислювальні алгоритми розв’язання крайових задач із запіз-
ненням. Одержані достатні умови збіжності ітераційної схеми є кое-
фіцієнтними, простими для перевірки. Числові експерименти підтве-
рджують одержані теоретичні результати. 
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ПОВНЕ АНАЛІТИЧНЕ ОПИСАННЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО 
РОЗВ'ЯЗКУ ОДНОГО ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ  

ЗІ ЗРОСТАЮЧИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 

Розглядається параболічне за Петровським рівняння дові-
льного порядку у випадку, коли рівняння містить члени з по-
хідними першого порядку за просторовими змінними і коефі-
цієнтами, які лінійно зростають на нескінченності як функції 
цих змінних, а інші коефіцієнти не залежать від просторових 
змінних. Для такого рівняння дається повне аналітичне опи-
сання фундаментального розв'язку задачі Коші. 

Ключові слова: параболічне рівняння зі зростаючими кое-
фіцієнтами, фундаментальний розв'язок, задача Коші, повне 
аналітичне описання. 

Вступ. При математичному моделюванні деяких реальних про-
цесів виникають параболічні рівняння з різними особливостями і ви-
родженнями, зокрема рівняння зі зростаючими на нескінченності кое-
фіцієнтами. Так, наприклад, для нормальних марковських процесів 
рівняннями Фоккера-Планка-Колмогорова є параболічні рівняння 
другого порядку, в яких коефіцієнти при похідних першого порядку 
за просторовими змінними є лінійними функціями цих змінних, а 
інші коефіцієнти сталі [1, c.177–179]. 

Важливим поняттям для таких рівнянь і, взагалі, для всіх парабо-
лічних рівнянь є фундаментальний розв'язок задачі Коші (ФРЗК), точна 
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