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СТІЙКІСТЬ ЗА ПЕРШИМ НАБЛИЖЕННЯМ СТОХАСТИЧНИХ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІТО-СКОРОХОДА  

У ГІЛЬБЕРТОВИХ ПРОСТОРАХ 

Отримано достатні умови стійкості та нестійкості за пер-
шим наближенням розв’язків стохастичних диференціальних 
рівнянь з випадковими збуреннями вінерового та пуассоново-
го типів у гільбертових просторах. 

Ключові слова: гільбертовий простір, стійкість за пер-
шим наближенням, твірний оператор, марковський процес. 

Вступ. Твердження про стійкість чи нестійкість за першим на-
ближенням формулюються таким чином: якщо розв’язок лінійного 
рівняння, побудованого за вихідним, стійкий чи нестійкий, то і 
розв’язок вихідного рівняння також буде відповідно стійким чи не-
стійким. Таке твердження справджуватиметься при певних припу-
щеннях, які наведено і обґрунтовано у роботі. Аналізу поведінки 
розв’язків стохастичних диференціальних рівнянь Іто-Скорохода 
присвячені ряд робіт, зокрема [1–6].  

Постановка задачі. Нехай X  — сепарабельний гільбертовий про-
стір зі скалярним добутком ( , )x y  та нормою | |x . Розглянемо однорід-

ний марківський процес ( )x t  зі значеннями в X , заданий на імовірніс-

ному базисі ( , , , )t P    стохастичним диференціальним рівнянням  

      
1

( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( , ) ,k k k k
k U

dx t a x t dt b x t dW t c u x t dt du




 
   

  
    (1) 

де ( , )U   — деякий вимірний простір, зліченний набір незалежних 

вінерових процесів { ( ), 1,2,...}kW t k   та центрованих пуассонових 

мір { ( , ), 1, 2,...}k dt du k   з незалежними значеннями на вимірному 

просторі ( ; )U B
   ,  ( , ) ( , ) ( , )k k kdt du dt du M dt du    , ( )a x , 

( ) :kb x X X , ( , ) :kc x u X U X  , 1, 2,...k  , U   . 

Позначимо через tx  траєкторії ( )x t , xM  і xP  — математичне 
сподівання та ймовірність, якщо початкове положення процесу x , 
A  — його твірний оператор. 

Означення 1. Точка x  називається стаціонарною, якщо A ( ) 0x   
для всіх AD  , AD  — область визначення твірного оператора. 
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Точка буде стаціонарною, якщо { } 1x tP x x   для всіх 0t  . 

Для процесів, заданих рівнянням (1), точка буде стаціонарною, якщо 
( ) 0a x  , ( ) 0kb x  , ( , ) 0kc x u  , 1, 2,...k   . 

Означення 2. Стаціонарна точка x  називається стійкою, якщо 
для будь-яких 0   і 0   існує таке 0  , що 

| |
sup {sup | | } .x t

x x t
P x x


 

 
    

Означення 3. Стаціонарна точка x  називається асимптотично 
стійкою, якщо для будь-яких 0   існує таке 0  , що 

 
| |
sup lim | | 0 1x t

tx x
P x x




 
    . 

Означення 4. Стаціонарна точка x  називається асимптотично 
стійкою в цілому, якщо для будь-яких x X  

 lim | | 0 1x t
t

P x x


   . 

Покладемо, що нуль є стаціонарною точкою для рівняння (1), 
тобто (0) 0a  , 1(0) 0b  , 2 (0) 0b  , …, 1(0, ) 0c u  , 2 (0, ) 0c u  , … . 

Якщо коефіцієнти рівняння диференційовані за Гато в точці 
нуль (це лінійні оператори), то  

0( ) ( )a x Ax a x  , 0( ) ( )k k kb x B x b x  , 0( , ) ( ) ( , )k k kc x u C u x c x u  , (2) 

де 0 ( )a x , 0 ( )kb x , 0 ( , )kc x u , 1, 2,...,k   малі порівняно з | |x  в околі 

точки 0 . В околі точки 0  природно виділити «головну» частину рів-
няння — лінійне рівняння  

 
1

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )]k k k k
k U

dx t Ax t dt B x t dW t C u x t dt du



     . (3) 

Означення 5. Розв’язок рівняння (3) називається першим на-
ближенням. 

Основний результат. 

Теорема 1. Нехай виконуються наступні умови: 
1. Функції ( )a x , ( )kb x , ( , )kc x u , 1, 2,...,k   задовольняють умову 

Ліпшиця  

22

1

( ) ( ) ( ) ( )k k
k

a x a y b x b y




     

2 2( , ) ( , ) ( ) | |k k k
U

c x u c y u du l x y


    


 . 
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2. Справедливими є представлення (2), де  

20 0
0

1

0 2

( ) | ( ) | ( , ) ( )

sup ( , ) | | | | ,

k k k
k U

k
u

a x b x c x u du

c x u x x





 
    
 
 

  

 
 

  — досить мале. 
3. sup || ( ) || 1k

u
c u  . 

4. Позначимо однорідний марковський процес на сфері 
1

( )
| ( ) |

y t
x t

 . 

Цей процес має єдиний ергодичний розподіл ( )dz .  

5. Якщо 1( ) ( )c q z dz  , де 

 2
1

1 1

1
( ) ( , ) ( , ) | |

2k k
k k

q y y Ay y B y B y
 

 
      

 ln ( ) , ( ) ( )k k k
U

y C u y y C u y du


       


 , 

то 0c  . 
Тоді існує таке 0 0  , яке залежить тільки від A , kB , ( )kC u  та 

( )k du , 1, 2,...k  , що при 0   розв’язок рівняння (1) буде стій-
ким, якщо стійкий за імовірністю розв’язок (3), і нестійким, якщо 
нестійкий розв’язок (3). 

Доведення. Розглянемо спочатку випадок 0c  . Тоді розв’язок 
(3) буде стійким ([1]). 

Отже, на підставі теореми про зв’язок між різними видами стій-
кості [1], існує таке 0p  , що ( )x t  буде асимптотично p -стійким, 
тобто для деякого 0   

| |
| ( ) |

p
p t

x
x

M x t e 


 . 

Для представлення | ( ) |x t  скористаємось формулою  

   
10 0

( ) (0)exp ( ) ( ) ( )
t t

k k
k

r t r g y s ds y s dW s




   
 

   

{|| || }
0

ln ( , ) ( ) )
t

k U c
U

y Uy ds du I du ds 

     
  

   . 
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З цієї формули випливає, що для всіх дійсних   існує таке 

c   , що  

 ( ) exp{ }xM x t x c t
 

 . (4) 

Для цього досить показати, що 
2

0

exp ( ) ( ) exp
2

t

k
k

M g s dW s t
         

     
 , 

і  

 2
0

exp ( , ) ( , ) exp{ }
t

M s u ds du c t 
    
  
  , (5) 

якщо ( , )s k   , 
2

( , ) ( )
U

s du k     для всіх s , причому стала 2c  

залежить тільки від k . Достатньо встановити (5) для ступінчатих 
функцій ( , )s  . Однак,  

1

exp ( , ) ( , ) /
i

i

i

t

i t
t

M t u ds du 
          
    

 ( , )
1exp ( ) 1 ( , ) ( )it u

i i it t e t u du 
         

2
1 2 1

1 1
exp ( ) ( , ) ( ) exp ( )

2 2
k k

i i ie t t t u du ke t t
          
    . 

Ми скористались тим, що міра ( , )ds du  не залежить від   та 

нерівністю 21
1

2
ke e      при | | k  . Звідси випливає, що для 

ступінчатих функцій виконується нерівність (5) при 2
1

2
kc ke . Отже, 

вона справедлива і для всіх функцій ( , )s u . 

Позначимо 0
tU  розв’язок операторного стохастичного диферен-

ціального рівняння  

 0 0 0 0

1

( ) ( ) ( , )t t k t k k t k
k U

dU AU dt B U dW t C u U du dt




 
   

  
   , 0

0U I . (6) 

Тоді 0( ) (0)tx t U x . Покладемо для деякого 0 0t   

 
0 0

0

0 0

( ) ( )
t t

pp
x sv x M x s ds M U x ds   . (7) 
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Звідси  
0 20 0

0

( )
t

p

s sv x M p U x U xds


   , 

0 2 40 0 0 0 0

0

( ) ( 2)
t

p p

s s s s sv x M p U x U p p U x U x U x ds
      

   . 

На підставі оцінки (4) похідні v  і v  визначені при | | 0x   і ви-

конуються наступні нерівності: 

 1 2| | ( ) | |p pk x v x k x  , 1
3 0| ( ) | ( ) | |pv x k t x   , (8) 

2
4 0|| ( ) || ( ) | |pv x k t x   . 

Можна покласти 2 2

1
k


 ,  3 0 1 0

1

( ) exp p
p

p
k t c t

c 


 , 4 0( )k t   

 
2

2 0
2

exp p
p

p
c t

c 


  (для оцінок похідних скористаємось (4)) , сталу 

1k  визначимо наступним чином 

0

0
1

| | 1
0

inf | |
t

p
s

y
k M U y ds


  , 

її додатність випливає з додатності при | | 0x   та неперервності фун-

кції 0

0

| |
t

p
sM U x ds . Розглянемо інтегро-диференціальні оператори 

   
1

1
( ) , ( ) ( ) ,

2 k k
k

L x Ax x x B x B x  




     

   ( ( ) ( ) ( ), ( ) ) ( )k k k
U

x C u x x x C u x du  


     


 , 

0( ) ( ) ( )L x L x L x    , 

   0 0
0 0

1

1
( ) , ( ) ( ) ,

2 k k
k

L x a x x x b x b x  




     

    0 0( , ) ( ) ( ), ( , ) ( )k k k
U

x c x u x x c x u du  


     


 . 

Оператор L  є твірним на двічі неперервно-диференційовних фун-
кціях для процесу ( )x t , а оператор L  — твірний оператор на двічі не-
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перервно-диференційовних функціях для процесу ( )x t . Якщо 2
dC   , 

то, позначивши tT


 напівгрупу, що відповідає процесу ( )x t , матимемо 
0 0

0

0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
t t

s t s tLM U x ds L T x ds T x x      
 

. 

Застосувавши операцію граничного переходу, отримуємо формулу 

0

0

0 1
( ) | | | | 1

p tp p
tLv x M U x x x e 


      

 
. 

Виберемо 0t  таким, щоб 
1

( ) | |
2

pLv x x  . Можна записати  

   0 0
0 0

1

1
( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( )

2 k k
k

L v x a x x v x b x b x




   
  

    0 0( , ) ( ) ( ), ( , ) ( )k k k
U

v x c x u v x v x c x u du     . 

Використаємо умову 2: 

   22 2
0| ( ) | | | | | | ( ) | | | | | || ( ) ||L v x x x v x x x v x        

   23 0 4 0| | | | ( ) | | | | ( )p px x k t x x k t      

(на підставі оцінок (8) для похідних). Отже, 

 2 2
3 0 4 0 5

1
( ) | | ( ) ( ) | | | |

2
pLv x x k t k t k x x        
 

. 

Тут 5k  — деяка стала. Нехай 0  таке, що при 0   

2
3 0 4 0

1 1
( ) ( )

2 4
k t k t    . Тоді існує таке 0  , що при | |x   

1
( ) | |

4
pLv x x  . Тому для деякого k  ( ) ( )Lv x kv x   і асимптотичну 

стійкість точки 0 для процесу ( )x t  встановлено. 
Згідно відомого твердження [1] для всіх x  

 lim | ( ) | 1x
t

P x t


   . 

Отже, для деяких 0p   та 0   

| |
| ( ) | exp{ }

p
p

x
x

M x t t



   . 

Покладемо 
0 0

0

0 0

( ) | ( ) | | |
t t

p p
x sz x M x s ds M U x ds    . 
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Використавши міркування, які застосовувались для виведення 
оцінок (8), переконуємось, що існують такі 1l , 2l , 3 0( )l t , 4 0( )l t , що 

1 2| | | ( ) | | |p pl x z x l x   , 

 1
3 0| ( ) | ( ) | | pz x l t x    , 2

4 0|| ( ) || ( ) | | pz x l t x    . (9) 

Тому  
2

0 3 0 4 0| ( ) | ( | |) | | ( ) ( | |) | | ( )p pL z x x x l t x x l t      , 

0

0
0

1 1
( ) | | | | | | (1 exp{ }) | |

2
p p p p

tLz x x M U x x t x


             

(при умові, що   вибирається так, як і раніше). Тому так само можна 
вибрати 0  , що при | |x   

5( ) ( )Lz x l z x  , 5 0l  . 

Отже, при 50 l   ( )z x  є  -супермартингалом. Значить, існує 

скінченна границя  
lim ( ( ))exp{ ( )}U U
t

z x t t  


  , 

тобто 
{ } 1x UP      

для всіх x U , оскільки при Ut   | ( ) |x t  , а 1| ( ) | (1 )Ux c   , де 

1
| | ,
sup ( , )k
x u

c c x u


 , що і доводить нестійкість у точці 0.  

Висновки. Встановлено умови стійкості та нестійкості за пер-
шим наближенням розв’язків стохастичних диференціальних рівнянь 
Іто-Скорохода у гільбертових просторах. 
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Sufficient conditions for stability and instability after the first ap-
proaching of solutions of stochastic differential equations with winerian 
and poisson perturbations in Hilbert spaces are obtained.  

Key words: Hilbert space, stability after the first approaching, forma-
tive operator, Markov process. 
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ТОПОЛОГІЯ ЧИСЕЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ДВОВИМІРНОГО 
РІВНЯННЯ ПУАССОНА З НЕОДНОРІДНІСТЮ У ВИГЛЯДІ 

РЯДУ З УЗАГАЛЬНЕНИХ ФУНКЦІЙ  

Побудовано математичну модель топології розподілу 2D-
електростатичного поля в діоді Шотткі з вбудованим шаром кван-
тових точок, яка представляється у вигляді крайової задачі для 
двовимірного рівняння Пуассона з неоднорідністю у вигляді ряду 
з узагальнених функцій. Побудований чисельний алгоритм роз-
в’язування крайової задачі методом послідовних надрелаксцій. 

Ключові слова: математична модель, електростатичне 
поле, крайові задачі, рівняння Пуассона, узагальнені функції. 

Постановка проблеми. Інтенсивний розвиток нанотехнологій в 
останні роки привів до необхідності побудови математичних моде-
лей, які б описували фізико-механічні та електричні властивості на-
нооб’єктів (2D, 1D, 0D — наногетеросистем). Сучасні нанотехнології 
дозволяють вирощувати, як окремі квантові точки (КТ), так i цілі ма-
сиви когерентно-напружених КТ, на основі яких створюються нано- 
оптоелектроннi прилади (лазери, свiтло-діоди, діоди Шотткі) [1–6]. 
Побудова приладів з використанням масивів КТ (InAs/GaAs, 
CdTe/ZnTe) дозволяє ефективно керувати їхніми електричними та 
оптичними характеристиками, завдяки прогнозованому контролю 
технологічних параметрів таких як щільність, відстані від масиву КТ 
до контакту метал — напівпровідник, розміри, форма, спектр станів 
носіїв заряду. Зокрема, за наявності вбудованих в область просторо-
вого заряду КТ бар’єрної структури виду Шотткі за певних техноло-
гічних параметрів можливе виникнення S-подібних вольт-амперних 
характеристик діодів Шотткi, які можуть бути використані в високо-
частотній електроніці. 

© Р. M. Пелещак, М. В. Дорошенко, 2013 
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