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Висновки. Одержано узагальнення дискретної моделі Кокса-
Росса-Рубінштейна функціонування акцій та відповідний їй непере-
рвний аналаг. 
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ЗАДАЧА КОШІ ДЛЯ СИНГУЛЯРНИХ ЕВОЛЮЦІЙНИХ 
РІВНЯНЬ У ЗЛІЧЕННО-НОРМОВАНИХ ПРОСТОРАХ 
НЕСКІНЧЕННО ДИФЕРЕНЦІЙОВНИХ ФУНКЦІЙ. ІV 

У статті визначаються нові класи функцій-символів та нові 
класи псевдодиференціальних операторів, які будуються за таки-
ми символами за допомогою прямого та оберненого перетворення 
Бесселя. Встановлюється коректна розв’язність задачі Коші для 
еволюційних рівнянь з псевдо-Бесселевими операторами з почат-
ковими функціями з просторів типу розподілів Соболєва-Шварца.  

Ключові слова: перетворення Бесселя; простори основних 
функцій; простори узагальнених функцій, задача Коші, псевдо-
Бесселеві оператори, оператор узагальненого зсуву аргументу. 

Ця робота є продовженням одноіменних статей [1—3]. Тут дос-
ліджується структура та вивчаються властивості фундаментального 
розв’язку задачі Коші. Встановлюється коректна розв’язність задачі 
Коші у випадку, коли початкові дані є узагальненими функціями скін-
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ченного порядку типу ультрарозподілів, досліджується властивість 
локалізації (локального посилення збіжності) таких розв’язків. 

Властивості фундаментального розв’язку задачі Коші 

Нехай M ,  : [0, )   — функції, розглянуті в [1], 

(1, ) \{2,3,4, }     — фіксоване число, a : [0, )   — непе-

рервна, парна на   функція, однорідна порядку  , нескінченно ди-

ференційовна на \{0} , похідні якої задовольняють умову:  

> 0 \{0}: ( ) | ( ) | ( ),k k
k x kk b x M x D a x b x         

причому  

0 0 0 0> 0 > 0 : ( ) ( ) (1 ( )).c c x c x a x c x          

Безпосередньо переконуємося в тому, що функція a  є мультип-
лікатором у просторі ,M  . У зв’язку з цим розглянемо оператор A : 

, ,
 
     , який визначимо співвідношенням  

1
,= [ [ ]], .B BA F aF 

       

Із властивостей перетворення Бесселя (прямого і оберненого) 
випливає, що A  — лінійний і неперервний оператор, який, слідуючи 
[4], надалі називатимемо псевдо-Бесселевим. 

Розглянемо еволюційне рівняння з оператором A  вигляду  

 = 0, ( , ) (0, ] (0, ) .
u

Au t x T
t 


     


 (1) 

Під розв’язком рівняння (1) розумітимемо функцію 
1

,((0, ], )u C T 
   , яка задовольняє це рівняння. 

При дослідженні рівняння (1) важливу роль відіграють функції 

( , ) = exp{ ( )}Q t ta   та 1( , ) = [ ( , )]( )BG t x F Q t x . У подальшому нам 

потрібні будуть оцінки похідних функції ( , )Q t  . Має місце наступне 
твердження. 

Лема 1. Для похідних функції ( , )Q t  , 0  , правильними є 
оцінки:  

 0 ( )

=1

| ( , ) | ( ) ( ), 0, ,
s

c ts s m
a

m

D Q t c t M e s 
          (2) 

(0, ]t T  — фіксований параметр, > 0sc , 0 > 0c  — стала, не залежна 

від t , 
1, якщо 0 < 1,

=
, якщо > 1.

t

s t
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Зауважимо, що при кожному (0, ]t T  функція ( , )Q t  , як функ-

ція  , є елементом простору ,M  . 

Дослідимо властивості функції G . Оскільки  
1( , ) = [ ( , )] = [ ( , )],B BG t x F Q t c F Q t    

то при кожному (0, ]t T  функція ( , )G t  , як функція x , є елементом 

простору , ,= [ ]B MF
   . Виділимо в оцінках функції G  та її похід-

них (по x ) залежність від параметра t . 

Лема 2. Для функції G  та її похідних правильними є оцінки  

 
1

0( )[ [ ]]/ 1/| ( , ) | ( | |) , ,mm
x mD G t x t t x m   

  
    (3) 

1
0 0= [ [ ]]p   , 0 = 2 2p   , стала > 0m  не залежить від t . 

Доведення. Передусім розглянемо випадок = 0m . Урахувавши 
вигляд нормованої функції Бесселя 1/2 ,nj j   n  [5], подамо 

( , )G t x , 0x  , у наступному вигляді: 1 2( , ) = ( , ) ( , ),G t x t x t x   де  

( ) 1
1 1

=0 0

( , ) = sin( )
2

n
ta n kk

n n k
k

b n
t x c e x d

x
   


  

 
   

1,1
=0

( , ),
n

k
n kn k

k

b
c J t x

x  
   

( ) 1
1,

0

( , ) = sin ,
2

ta n k
k

n
J t x e x d   


     

   

1
( ) 1

2 1
=1 0

( , ) = cos
2

n
ta n kk

n n k
k

d n
t x c e x d

x
   


  

 
    
 

 
1

2,1
=1

( , ),
n

k
n kn k

k

d
c J t x

x



 
   

( ) 1
2,

0

( , ) = cos .
2

ta n k
k

n
J t x e x d   


     

   

Оцінимо 1, ( , )kJ t x . Здійснивши заміну змінної інтегрування 
1/= t    та врахувавши властивість однорідності функції a , знай-

демо, що  
( 2)/ 0

1, 1,( , ) = ( ),n k
k kJ t x t J z    

0 ( ) 1 1/
1,

0

( ) = sin , = .
2

a n k
k

n
J z e z d z t x   
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Далі здійснюємо оцінку 0
1, ( )kJ z  за схемою дослідження інтегра-

ла 1 ( )kJ  [2]. У результаті прийдемо до нерівності  
10 ( 2 [ [ ]])

1,| ( ) | | | , 0.n k
k kJ z z z 

       

Тоді  

( 1) ( 2)/ 0
1 1,

=0

| ( , ) | | | | ( ) |
n

n k n k
n k k

k

t x c b x t J z         

1( 1) ( 2 [ [ ]]) ( 2)/

=0

| | | |
n

n k n k n k
n k k

k

c b x x t  
            

1 1 1( 2 [ [ ]])/ [ [ ]]/ (2 3 [ [ ]])= | |n k nt t x       
         

1
0[ [ ]]/ | | , 0, > 0.t x x   

      

Аналогічно оцінюємо 2 ( , )t x . Таким чином, для 0x   прави-

льною є нерівність 
1

0[ [ ]]/| ( , ) | | | ,G t x t x   
   де стала > 0  не за-

лежить від t . 
З іншого боку, здійснивши заміну змінної інтегрування 

1/= t   , внаслідок однорідності функції a  прийдемо до співвід-

ношення (2 2)/ (2 3)/
0 0( , ) = ( ) ( ),nG t x t G z t G z       де  

( ) 2 1 1/
0

0

( ) = ( ) , = .aG z c e j z d z t x  
    


    

Із наведених вище результатів випливає, що для 0G  справд-
жується оцінка  

1
0

0 2 3 [ [ ]]
| ( ) | , 0.

| || | n

const const
G z z

zz   
    

Оскільки 0 ( )G z const  при 0z  , то для всіх z  дістаємо 

нерівність 0
0| ( ) | (1 | |)G z c z   , з якої випливає, що  

1(2 3)/ (2 3 [ [ ]])| ( , ) | (1 | |) =n nG t x ct z         
1

0[ [ ]]/ 1/= ( | |) , .ct t x x       

Якщо m , то  

1, 2,( , ) = ( , ) ( , ),m
x m mD G t x t x t x   

де  

( ) 1 ( 1)
1,

=0 0

( , ) = sin ,
2

n
ta n k m n k

m n k x
k

n
t x c b e D x x d   
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1
( ) 1 ( 1)

2,
=1 0

( , ) = cos .
2

n
ta n k m n k

m n k x
k

n
t x c d e D x x d   


          

  
   

Здійснюючи оцінку 1,| |m  та 2,| |m  (див. схему оцінювання 

1| ( ) |mD  , 2| ( ) |mD   у [2]), прийдемо до нерівностей (3). 

Твердження доведено. 

Функція ( , )G t   диференційовна по t  на проміжку (0, ]T . Справ-

ді, оскільки  

 ( ) 2 1

0

( , ) = ( ) ,taG t x c e j x d 
    


   (4) 

то, формально диференціюючи (4) по t  під знаком інтеграла, дістанемо 

функцію 2 1( ) { ( )} ( )a exp ta j x 
      , модуль якої для 0 > 0t t  оці-

нюється величиною  
2 1

0 02 exp{ ( ) ( )} ( )exp{ ( )} , 0 < < .A t a a a t
           

Оскільки  
2 1> 0 : ( ) exp{ ( )} ,d a a c     

      

то мажорантою є інтегровна функція exp{ ( )}a  . Отже, інтеграл від 

похідної (по t ) від підінтегральної функції в (4) збігається рівномір-
но на довільному проміжку 0[ , ] (0, ]t T T  і тому похідну по t  під 

знаком інтеграла в (4) можна застосовувати в кожній точці (0, ]t T . 

Цим доведено диференційовність по t  функції ( , )G t   на проміжку 

(0, ]T , при цьому  

( ) 2 1

0

( , ) = ( ) ( ) .taG t x c a e j x d
t

 
    


 


   

Наслідок 1. Правильною є нерівність  

 
1

0( )([ [ ]] )/ 1/( , ) ( | |) , ,mm
x mD G t x t t x m

t
    

  


      
  (5) 

стала > 0m  не залежить від t . 

Доведення нерівності (5) аналогічне доведенню нерівності (3); 

при цьому враховується вигляд функції ( , )G t
t





 та зміни, які вно-

сить у відповідну оцінку підінтегральний множник ( )a  . 

Оскільки (0) = 1j , (0) = 0a ,  
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( ) 2 1

0

= [ ( , )]( ) = ( , ) ( ) ,ta
Be F G t x G t x j x x dx 

 


   

то звідси дістаємо формулу  

2 1

0

( , ) = 1, (0, ].G t x x dx t T


    

Зазначимо, що функція G  є розв’язком рівняння (1). Справді,  

1 ( ) 1 ( )( , ) = [ ] = .ta ta
B BG t x F e F e

t t t
       

    
 

З іншої сторони,  

1 1 ( ) 1 ( )( , ) = [ ( ) [ ( , )]] = [ ( ) ] =ta ta
B B B BAG t x F a F G t F a e F e

t
           

. 

Звідси випливає, що функція G  задовольняє рівняння (1). 

Лема 3. Функція ( , )G t  , (0, ]t T , як абстрактна функція пара-

метра t  із значеннями в просторі ,

  , диференційовна по t . 

Доведення. Необхідно довести, що граничне співвідношення  

0

1
( ) : [ ( , ) ( , )] ( , )t

t
x G t t x G t x G t x

t t


 


    
 

 

виконується у розумінні збіжності в просторі ,

  , тобто 

1) 2m
x tD   рівномірно прямує до 2 ( , )m

xD G t
t

   
 при 0t  , 

m   , на кожному відрізку [ , ] [0, )a b   ; 2) p    > 0pc : 

t pp
c  , де стала pc  не залежить від t . 

Функція G  диференційовна по t  у звичайному розумінні, тому 

( ) = ( , ), 0 < < 1.t x G t t x
t

  


 


 

Отже, 2 ( ) ( ) 2 2 1

0

( ) = ( ) ( ) .m t t a m
x t xD x c a e D j x d  

     


   
    Крім 

того, 2 ( ) 2 2 1

0

( ( , )) = ( ) ( ) .m ta m
x xD G t x c a e D j x d

t
 

    


 


   

Тоді, урахувавши нерівності  
2 2| ( ) | 2 , , 0,m m
xD j x A x       
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умови, які задовольняє функція-символ a , а також функції   та M  

знайдемо, що  

2 ( ) ( )

0

( ( ) ( , )) ( ) | 1 |m ta ta
x tD x G t x c a e e

t
  

 


  



   
 

2 2 1 ( ) 2 2 2
0

0

( ) ( ) | |m ta md c a e a d t       


           

( ) 1 2 2 20 2
1

0

( ) ( ) | | | |,
2

t
a mc t

e M d t c t
     

    
         

0 < < , ,m     

де сталі 1c , 0c , 1 > 0c  не залежить від t ; тут ми скористалися тим, 

що в околі нуля 1( ) ( )M         , де > 0  ; на нескінченності 

функція 1( )M   обмежена, exp ( )
2

t
a    

 
0exp ( )
2

c t
  

 
 

, 

( ) ( )    . Звідси вже випливає, що  

2 2( ) ( ( , )), 0,m m
x t xD x D G t x t

t



  


 

рівномірно по [ , ] [0, )x a b   , що й потрібно було довести. 

Доведемо тепер, що умова 2) також виконується. Використовую-
чи оцінки функції G  по часовому параметру та по змінній x  знайде-
мо, що для досить малих значень параметра t  таких, що 

/ 2 2t t t T     справджуються нерівності  
1

0( )2 ([ [ ]] )/ 1/| ( ) | ( ) (( ) | |) mm
x t mD x t t t t x        

  
         

0

0

( )

( )/

( ) | | , | | 1,

( )( / 2) , | |< 1.

m
m

m
m

t x x

t t x



 





 

 

  





 

Тоді для довільного фіксованого p   маємо, що  

0 2 2

[0, ) =0

sup ( ( )) | ( ) | ,
p

m m
x t p

x m

x D x c 


 

    
  
   

де стала pc  не залежить від t . 

Твердження доведено. 

Лема 4. ( , )G t    при 0t    у просторі ,( )
    (тут   – де-

льта-функція Дірака). 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

130 

Доведення. Урахувавши, що 2 1

0

( , ) =1G t x x dx


 , (0, ]t T , для 

довільної функції ,

    маємо:  

2 1

0

| ( , ), , |= ( , ) ( ) (0) =G t G t x x x dx    


        

2 1 2 1

0 0

= ( , ) ( ) ( , ) (0)G t x x x dx G t x x dx  
 

     

2 1

0

| ( , ) | | ( ) (0) | ( ).G t x x x dx J t  


    

Для доведення твердження досить показати, що  

0 0 0> 0 = ( ) > 0 :0 < < ( ) < .t t t t t J t       

Оскільки ,

   , то застосувавши формулу про скінченні прирос-

ти знайдемо, що | ( ) (0) | | ( ) | | | | |x x L x        , де = sup | ( ) |
x

L x





. 

Візьмемо тепер   з проміжку (0, )T  і покладемо 0 =t  , 1/(2 )
0 0= t  . 

Тоді 1/(2 )| ( ) (0) |x L      , якщо тільки 1/(2 )
0| |<x t  . Отже,  

1/(2 )
0

1/(2 ) 2 1

0

( ) < | ( , ) |
t

J t L G t x x dx



      

1/(2 )
0

2 1 1/(2 )
1 2| ( , ) | | ( ) (0) | ( ) ( ).

t

G t x x x dx L J t J t


   


      

Оцінимо 1( )J t . Легко бачити, що 2 1
1

0

( ) | ( , ) | .J t G t x x dx


   

Поклавши 1/=x t y  знайдемо, що  

2 1 (2 2)/ 1/ 2 1

0 0

| ( , ) | = | ( , ) | .G t x x dx t G t t y y dy    
 

     

Але, внаслідок однорідності функції a  маємо, що  
1/

1/ ( ) 1/ 2 1

0

( , ) = ( )
t

taG t t y c e j t y d
     

    
     

(2 2)/ ( ) 2 1 (2 2)/
0

0

= ( ) = ( ),ac t e j y y dy t G y     
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де 1 ( )
0 ( ) = [ ]a

BG y F e y  , 0 ,G 
  . Отже,  

2 1
1 0

0

( ) | ( ) | = < , (0, ].J t G y y dy t T 


     

Далі, врахувавши обмеженість функції   на  , а також оцінку 

(3) при = 0m  для кожного t : 00 t t     прийдемо до нерівностей:  

11

1

[ [ ]]/(2 )[ [ ]]/ 0
2 0 011 [ [ ]]

1/(2 )
0

2
( ) 2 =

[ [ ]]| |
t

cdx
J t ct t

x

    
 






 









 

11 [ [ ]]/(2 )[ [ ]]/ 0
01

2
< , = max | ( ) | .

[ [ ]] x

c
t t c x     


 



 



 

Отже,  
11/(2 ) [ [ ]]/(2 )

0 1(0, ] = :0 < < ( ) < .T t t t J t L         


       

Аналогічна оцінка встановлюється для довільного T  ; при 
цьому за 0 0= ( )t t   можна взяти довільне фіксоване число з проміжку 

(0, )T . Цим доведено, що ( , ), ,G t         , 0t   , для довільної 

функції ,

   . 

Лема доведена. 

Символом , ,*( )
    позначимо сукупність узагальнених функцій 

з простору ,( )
   , які є згортувачами в просторі ,


  . 

Наслідок 2. Нехай , ,*( )f 
    . Тоді 

1) граничне співвідношення ( * )( , )f G t f  , 0t   , виконується в 

просторі ,( )
   ; 

2) правильною є формула  

( * ( , )) = * ( , ), (0, ].f G t f G t t T
t t

 
  

 
 

Функцію G  надалі називатимемо фундаментальним розв’язком 
(ФР) рівняння (1). 

Коректна розв’язність задачі Коші. Властивість локалізації 

Передусім знайдемо оператор *A , спряжений до оператора A , 

який діє в просторі ,( )
    за формулою  

*
, ,, = , , ( ) , .A g g A g  
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З'ясуємо, який вигляд має звуження оператора *A  на простір 

, ,( ) 
       , тобто в (5) вважаємо, що ,{ , }g 

    . Оскільки 

інтеграл 2 1

0

( )( )( )g x A x x dx


  є абсолютно збіжним для довільної 

основної функції ,g 
  , то внаслідок теореми Фубіні правильни-

ми є перетворення:  

2 1

0

, ( )( )( )g A g x A x x dx 


     

2 1 2 1

0 0

( )( ( ) [ ]( ) ( ) )Bc g x a F j x d x dx 
      
 

     

2 1 2 1

0 0

( ) ( ) ( ) [ ]( )Bc a g x j x x F dxd 
      


  

2 1

0

( ) [ ]( ) [ ]( )B Bc a F g F d
      


   

2 1 2 1

0 0

= ( ) [ ]( )( ( ) ( ) ) =Bc a F g x j x x dx d 
      
 

  

2 1 2 1

0 0

= ( )( ( ) [ ]( ) ( ) ) =Bx c a F g j x d x dx 
      

 
    

1 2 1

0

= ( ) [ ( ) [ ]( )]( )B Bx F a F g x x dx  


    

* 2 1 *
,

0

( )( ) ( ) = , , { , } .A g x x x dx A g g 
   


      

Отже,  
* 1

, : = [ [ ]],Bg A g F aF g
 

   

тобто звуження оператора *A  на ,

   збігається з оператором A . 

Для рівняння (1) задамо початкову умову  
 =0( , ) | = ,tu t f  (6) 

де , ,*( )f 
    . Під розв’язком задачі Коші (1), (6) розумітимемо 

розв’язок рівняння (1), який задовольняє початкову умову (6) в тому 
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сенсі, що ( , )u t f   при 0t    у просторі ,( )
   . Правильним є 

наступне твердження. 

Теорема 1. Задача Коші (1), (6) коректно розв’язна в класі уза-

гальнених функцій , ,*( )
   . Розв’язок подається у вигляді згортки:  

, ,*( , ) = ( * )( , ), ( ) , ( , ) ,u t x f G t x f t x
      

де G  — ФР рівняння (1). 
Доведення. Передусім переконаємося в тому, що функція 

( , )u t x  є розв’язком рівняння (1). Справді (див. наслідок 1)  

( , )
= ( * ( , )) = * ( , ),

u t x
f G t x f G t x

t t t

  
  

 

1( , ) = [ ( ) [ * ]].B BAu t x F a F f G  

Оскільки f  — згортувач у просторі ,

  , то  

( )[ * ] = [ ] [ ] = [ ] .ta
B B B BF f G F f F G F f e    

Отже,  
1 ( )( , ) = [ ( ) [ ]( )]( ) =ta

B BAu t x F a e F f x    

1 ( ) 1= [ ] ( ) = [ ] ( ) =ta
B B B B BF e F f x F F G F f x

t t
                   

1= * ( ) = * ( , ) .B BF F f G x f G t x
t t

                
 

Звідси дістаємо, що функція ( , )u t x , ( , )t x  , задовольняє рів-

няння (1). З наслідку 2 випливає, що ( , )u t f   при 0t    в прос-

торі ,( )
   , тобто u  — розв’язок задачі Коші (1), (6). Зазначимо 

також, що u  неперервно залежить від початкової функції f , оскіль-

ки операція згортки володіє властивістю неперервності. 
Залишається переконатися в тому, що задача (1), (6) має єдиний 

розв’язок. Для цього розглянемо задачу Коші  

 *
0 0= 0, ( , ) [0, ) (0, ) ,0 < ,

v
A v t x t t t T

t 


       


 (7) 

 
0= , ,*( , ) | = , ( ) ,t tv t g g 

      (8) 

де *=A A  — звуження спряженого оператора до оператора A  на 

простір , ,( ) 
       . Умова (8) розуміється в слабкому сенсі. Розг-

лянемо функцію 0( ) ( )1
0( , ) = [ ]( ).t t a

BG t t x F e x  
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Аналогічно тому, як це було зроблено у випадку задачі Коші (1), 

(6) доводимо, що G , як абстрактна функція параметра t  із значення-

ми в просторі ,

  , диференційовна по t ; розв’язок задачі Коші (7), 

(8) дається формулою  

0( , ) = ( * )( , ), ( , ) ,v t x g G t t x t x    

при цьому ,( , )v t 
    для кожного 0[0, )t t . 

Нехай 
0

t
tQ : , ,* ,( ) 

      — оператор, який зіставляє функ-

ціоналу , ,*( )g 
     розв’язок ,( , )v t 

    задачі (7), (8):  

0, ,* 0( ) : = ( * )( , ) ( , ), ( , ) .t
tg Q g g G t t x v t x t x

          

Оператор 
0

t
tQ  є лінійним і неперервним, оскільки такими влас-

тивостями володіє операція згортки. Він визначений для довільних t  
i 0t  таких, що 00 <t t T   і володіє властивостями:  

0

0 0
0

*
, ,*( ) : = 0, lim =

t
t t t

t t
t t

dQ g
g A Q g Q g g

dt

 


     

(границя розглядається в просторі ,( )
   ). 

Розглянемо тепер розв’язок ( , )u t x , ( , )t x  , задачі Коші (1), (6), 

який розумітимемо як функціонал з простору , ,* ,( ) 
      . Доведе-

мо, що задача Коші (1), (6) може мати лише єдиний розв'язок у просторі 

, ,*( )
   . Для цього досить довести, що єдиним розв'язком рівняння (1) 

при нульовій початковій умові може бути лише функціонал ( , ) 0u t x  . 

Зафіксуємо довільним чином (0, ]t T  і застосуємо функціонал 

( , )u t x  до функції 
0 , , ,*( )t

tQ g  
       , де g  — довільний елемент 

з простору , ,*( )
   , 00 < <t t T . Диференціюючи по t  і викорис-

товуючи рівняння (1) та (7) знаходимо, що  

0

0 0 0
( , ), = , , = ,

t
tt t t

t t t

Q gu
u t Q g Q g u Au Q g

t t t

 
   

  

0 0 0

*
, ,*, = , , = 0, ( ) .t t t

t t tu A Q g Au Q g Au Q g g 
        

Звідси випливає, що 
0

( , ), t
tu t Q g  є сталою величиною. Викорис-

товуючи початкову умову =0| = 0tu  та відповідне твердження про 
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абстрактні функції знаходимо, що ця величина дорівнює нулеві. Внас-
лідок відповідної леми про абстрактні функції дістаємо, що  

0

0

0 0( , ), ( , ), = 0, 0 < .t
t

t t
u t Q g u t g t T


      

Оскільки g  — довільний елемент з простору , ,*( )
   , то 

0( , )u t   — нульовий функціонал. Зауваживши, що 0t  вибране довільним 

чином з проміжку (0, ]T  твердимо, що ( , ) 0u t    для всіх (0, ]t T . 
Теорема доведена. 

Розв’язок задачі Коші (1), (6) при 0t    прямує до узагальне-
ної функції f  в слабкому розумінні збіжності. Однак f  може збіга-
тися на деякій відкритій множині з гладкою функцією. Чи буде тоді 
відбуватися локальне посилення збіжності вказаного розв’язку. Тут 
дається позитивна відповідь на це питання: виділяється такий клас 

,( )X 
     початкових функцій, що розв'язок задачі Коші для рів-

няння (1), побудований за функцією f X  , володіє властивістю 
локального посилення збіжності. 

Символом , ,0,*( ) : X
      позначимо сукупність усіх узагальне-

них функцій з простору ,( )
   , які є згортувачами в просторі , ,0


  . 

Теорема 2. Нехай f X  , ( , )u t x  — розв’язок задачі Коші для 

рівняння (1) з початковою функцією f . Якщо = 0f  на інтервалі 

( , )a a   , то ( , ) 0u t x   при 0t    рівномірно на довільному від-

різку [ , ] ( , )c c a a   . 

Доведення. Нехай [ , ] [ , ] ( , )c c b b a a     . Побудуємо функцію 

,

    таку, що ( , )supp a a   , 0 ( ) 1   , ( , )a a   , 

( ) = 1  , [ , ]b b    (така функція існує, бо ,( ) 
  

 D ). Оскіль-

ки при кожному (0, ]t T  і x  функції ( ) ( , )xT G t   , 

(1 ( )) ( , )xT G t    як функції   є елементами простору ,

  , то 

правильною є рівність  

( , ) = , ( ) ( , ) , ( ) ( , ) ,x xu t x f T G t f T G t              

де = 1  . Оскільки узагальнена функція f  дорівнює нулеві на 

інтервалі ( , )a a , а ( ( ) ( , )) ( , )supp xT G t a a     , то з останнього 

співвідношення дістаємо, що  

( , ) = , ( ) ( , ) ,xu t x t f t T G t 
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де > 0  — параметр, конкретне значення якого вкажемо пізніше. 
Кожна узагальнена функція , ,0( )f X 

      має нульовий поря-

док, тобто ,0 0
| ( , ) | ,t xu t x t f   де , ( ) = ( ) ( , )x

t x t T G t
    , 

0
f  — норма функціоналу f . Отже, для доведення того, що 

( , ) 0u t x   при 0t    рівномірно на відрізку [ , ] ( , )c c a a    досить 

встановити, що сукупність функцій ,t x  обмежена за нормою прос-

тору , ,0

  , тобто 0, 0t x

c  , причому стала 0 > 0c  не залежить від 

параметрів t  i x , які змінюються наступним чином: (0, ]t T , 

[ , ]x c c  . Оскільки , ( ) = 0t x   для [ , ]b b   , то оцінку 

, 00t x c   досить довести для \ [ , ]b b   . 

Функція , , ,
=0

= p
p

 
   



  , зокрема, , ,0

   . Отже,  

0
0 0| ( ) | / ( ( )) , | ( ) | , .c c            

Крім того,  

( ) 2 1

0

( , ) = ( ) =x x taT G t c T e j d 
      


 

 
  
 
  

 ( ) 2 2 2 1 2

0 0

= 2 cos sin .tac b e j x x d d


  
          


 

 
   

 
   

Введемо позначення: 2 2
, ( ) = 2 cosxr x x      ; тоді  

2

0

( , ) = ( ) sin ,xT G t c b J d



       

де  

( ) 2 1
,

0

( ) = ( ( )) .ta
xJ e j r d 

     


   

Оцінку інтеграла ( )J   здійснюємо за схемою оцінювання фун-

кції ( , )G t  . У результаті прийдемо до нерівності  
1

0[ [ ]]/ 1/
,| ( ) | ( ( )) .xJ t t r    
  

    

Оскільки , ( ) | |, 0, 0, [0, ],xr x x           то | ( , ) |xT G t   

оцінюється наступним чином:  
1

0[ [ ]]/ 1/

0

| ( , ) | | ( ) | ( | |) .xT G t J d t t x
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Якщо [ , ]x c c  , \ [ , ]b b   , то 0| | > 0x    , де 0 = b c  . 
Зазначимо також, що  

> 0 [ , ] \ [ , ] : ( )/ | | .L x c c b b x L             
Урахувавши ці зауваження знайдемо, що  

1
0 0 0[ [ ]]/

0( ) | ( ) | | ( , ) | ( ) | |xT G t c t x    
      

       
1

0[ [ ]]/
0 , = , \ [ , ], [ , ].c L t L L b b x c c   



         

Покладемо тепер 1= [ [ ]] /    . Тоді , 0t x d  , 0 0
=d c L f   , 

стала > 0d  не залежить від t  i x , а | ( , ) |u t x dt , [ , ]x c c   . Цим 

доведено, що ( , ) 0u t x   при 0t    рівномірно відносно [ , ]x c c  . 
Теорема доведена. 

Зауваження. Вказана властивість залишається правильною і у 
випадку, коли = 0f  на довільній відкритій множині Q   , симет-

ричній відносно точки 0  ( ( ) ( )x Q x Q    ). Якщо 0 Q , то 

( , ) 0u t x   при 0t    рівномірно відносно x  на довільній множині 

[ , ] [ , ]b a a b Q    ; якщо 0 Q , то ( , ) 0u t x   при 0t    рівномір-

но на довільній множині [ , ] [ , ]b a a b Q    , 0 [ , ] [ , ]b a a b     (ці 
властивості зумовлені властивістю парності основних функцій, а та-

кож парністю узагальнених функцій з простору ,( )
   ). 

Символом 
,

M 
   позначимо клас усіх мультиплікаторів у прос-

торі ,

  . 

Теорема 3. Нехай f X  , ( , )u t x  — розв’язок задачі Коші (1), 

(6), побудований за функцією f . Якщо узагальнена функція f  збі-

гається на відкритій множині Q    з функцією 
,

g M 
  , то 

( , ) ( )u t x g x  при 0t    на довільному відрізку [ , ]a b Q . 

Доведення. Оскільки [ , ]a b Q , то знайдеться відрізок 

[ , ]c d Q , який міститиме в собі відрізок [ , ]a b . Побудуємо функцію 

,

    з носієм в Q  таку, що ( ) = 1   для [ , ]c d  , 0 ( ) 1   , 

Q  . Оскільки ( ) = 0f g   в Q , то ( ) = 0f g   на [ , ]a b , 

(1 ) = 0f  на [ , ]c d  і за доведеним у теоремі 2  

( ), ( , ) 0, 0,xf g T G t t        

(1 ) , ( , ) 0, 0,xf T G t t        

рівномірно відносно [ , ]x a b . Крім того,  
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( , ) = , ( , ) = ( ), ( , )x xu t x f T G t f g T G t            

(1 ) , ( , )xf T G t    , ( , ) ,xg T G t    

причому 2 1

0

, ( , ) = ( , ) ( ) ( ) ( , ).x xg T G t T G t g d J t x
        


    Отже, 

для доведення теореми досить встановити, що ( , ) ( )( )J t x g x  при 

0t    на відрізку [ , ]a b Q . Із властивостей функції g  та опера-
тора узагальненого зсуву аргументу випливає, що  

2 1 2 1

0 0

( , ) ( ) ( ) = ( , ) ( ( ) ( )) .x xT G t g d G t T g d 
            

 
    

Таким чином,  

( , ) = ( , ), ( ( ) ( )) .xJ t x G t T g      

Оскільки ,( ) ( )xT g 
       при кожному [ , ]x a b , то на підс-

таві леми 4 стверджуємо, що  

0
( , ) , ( ( ) ( )) , ( ( ) ( )) =x

x
t

J t x T g T x g x
       


      

0 2 2

0 0

= ( ( ) ( )) = ( ) ( )sin = ( ) ( ) sin ,xT x g x b x g x d b x g x d
 

 
          

де = ( 1) / ( (1/ 2) ( 1/ 2))b       . Скориставшись формулою  

2

0

( 1/ 2)
sin = , 0,

( 1)
d


    


 


   

знаходимо, що ( , ) ( ) ( )J t x x g x  при 0t    у кожній точці 

[ , ]x a b . 
Теорема доведена. 
Висновки. Розглянуто нові класи функцій-символів та класи 

псевдодиференціальних операторів, побудованих за цими символами. 
Доведено коректну розв’язність задачі Коші для еволюційних рівнянь з 
псевно-Бесселевими операторами у випадку, коли початкові дані є уза-
гальненими функціями скінченного порядку типу ультрарозподілів.  
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The new classes of functions-symbols and new classes of pseudo-
differential operators, which are built on such characters by direct and inverse 
Bessel transformation, are defined in the paper. The correct solvability of the 
Cauchy problem for evolution equations with pseudo-Bessel operators with ini-
tial functions of the spaces such as Sobolev-Schwartz distributions is set. 

Key words: Bessel transformation; spaces of basic functions, spaces 
of generalized functions, the Cauchy problem, pseudo-Bessel operators, 
the operator of generalized shift of the argument. 
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КУСОЧНО-ЛИНЕЙНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ НА РЕШЕТКАХ 
ТЕТРАЭДРАЛЬНО-ОКТАЭДРАЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ 

В статье исследованы сходимость метода конечных эле-
ментов на решетке с ячейками в форме октаэдров и аппрокси-
мационные качества кусочно-линейных координатных функ-
ций на этом носителе. 

Ключевые слова: октаэдр, тетраэдр, кусочно-линейные 
координатные функции, порядок аппроксимации, сходимость 
в среднеквадратичном. 

Введение. Задача интерполирования функций в 3D методом ко-
нечных элементов (МКЭ), как правило, решается с привлечением 
базисных функций гексаэдра и тетраэдра. Трудности алгоритмиза-
ции, связанные с большим объёмом вычислений на тетраэдрических 
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