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УСЕРЕДНЕННЯ ПОЧАТКОВОЇ ЗАДАЧІ ДЛЯ 
БАГАТОЧАСТОТНИХ СИСТЕМ ВИЩОГО  

НАБЛИЖЕННЯ ЗІ СТАЛИМИ ЗАПІЗНЕННЯМИ  

У статті обґрунтовано метод усереднення за швидкими 
змінними початкової задачі для багаточастотної нелінійної си-
стеми вищого наближення зі сталими запізненнями. Встанов-
лено оцінку відхилення розв'язків вихідної та усередненої за-
дач, яка явно залежить від малого параметра. 

Ключові слова: початкова задача, повільні і швидкі змін-
ні, метод усереднення, запізнення. 

Вступ. Багато прикладних задач приводять до розв’язування по-
чаткових задач для багаточастотних нелінійних систем диференціа-
льних рівнянь. Одним із методів розв’язання таких задач є метод усе-
реднення, перше строге математичне обґрунтування якого було дано 
М. М. Боголюбовим [1]. Суть цього методу полягає в заміні дослід-
жуваних рівнянь простішими, які називаються усередненими. При 
цьому природним чином виникає задача одержання ефективних оці-
нок норми різниці розв’язків вихідних і усереднених рівнянь та вив-
чення залежності оцінок від величини малого параметра. 

Застосування цього методу до дослідження нелінійних коливних 
систем з повільно змінними частотами викликає значні труднощі че-
рез появу резонансних співвідношень між компонентами вектора час-
тот [2]. У цій монографії для широких класів багаточастотних систем 
метод усереднення обґрунтований на підставі оцінок осциляційних 
інтегралів. Аналогічні оцінки для систем із запізненнями, які в про-
цесі еволюції проходять через резонанс, побудовані в [3], де врахова-
но вплив запізнення на резонансні співвідношення. 

Багаточастотні системи вищого наближення досліджувались в 
роботах [4] і [5]. Порівняно з цими роботами в даній праці розглядає-
ться система вищого наближення з багатьма запізненнями. Вивчались 
також системи цього типу і в [2; 6]. 

1. Постановка задачі. Розглянемо нелінійну систему n + m ди-
ференціальних рівнянь з повільними та швидкими змінними і стали-
ми запізненнями вигляду  

 1

=0

= ( , ) ( , , , ), [0, ],
r

k r
k

k

dx
a X A X L

d
     


    (1) 

© І. М. Данилюк, 2013 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

62 

 1

=0

= ( , ) ( , , , ), [0, ],
r

k r
k

k

d
b X B X L

d

      


     (2) 

де  

1= ( ( , ), ( , ),..., ( , ))sX x x x         , = ( , ) ,nx x D R   

1= ( ( , ), ( , ),..., ( , ))s           , = ( , ) mR     , (0, )i L  ,  
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Тут, наприклад, позначення , 1( [0, ], )l s
XC D L   — це множина 
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Нехай  

0
1 2

( ) = ( , , ,..., , ),
s

b          

де 
1 1= ( ), = ( ), , = ( );s

s
            = ( )    — розв’язок 

допоміжної задачі  



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 8 

63 

 0
1

= ( , ,..., , ), [0, ],

( ) = ( ), [ ,0].

s

d
a L

d
f

     


   

  

 
 (4) 

Припустимо, що цей розв’язок визначений і лежить в D  разом 
зі своїм околом для всіх [ , ]L   .  
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При виконанні умови в) для кожної кусково неперервно-дифе-
ренційовної на [0, ]L  функції ( )F t  виконується оцінка осциляційного 
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0

0

0
[0, ] [0, ]

( ) exp ( , ( ))

1 1
1 ( ) ( ) ,sup sup

t

t

L Lk k

i
F t W s ds dt

d
F F

d





 




   
   

 
   
  

  
        

 
 (6) 
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2. Усереднення початкової задачі. Поставимо у відповідність 
вихідній задачі (1)—(3) усереднену за   задачу  
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Встановимо допоміжні оцінки  
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Оцінимо норму x  . Враховуючи інтегральні зображення 
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Висновок. У цій статті проведено усереднення за швидкими 
змінними початкової задачі для багаточастотної нелінійної системи 
вищого наближення зі сталими запізненнями і одержано оцінку від-
хилення розв'язків вихідної та усередненої задач. 
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In this paper the method of averaging over fast variables of initial 
value problem for multifrequency nonlinear system of higher approxima-
tions with constant delays has been substantiated. Also qualitative esti-
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