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Various types of nonlinear integral dynamic models, and the ap-
proaches to the construction of Num-represented algorithms for their com-
puter implementation.  
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ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ  
МАСОПЕРЕНЕСЕННЯ СОЛЬОВИХ РОЗЧИНІВ  
У НЕНАСИЧЕНИХ ШАРУВАТИХ ҐРУНТАХ 

Здійснено математичне моделювання процесу масоперене-
сення сольових розчинів при вологоперенесенні в шарах обла-
сті неповного насичення з врахуванням осмотичних явищ в 
нелінійному випадку. Чисельні розв’язки відповідних крайо-
вих задач знайдено методом скінчених різниць. В результаті 
програмної реалізації задачі проведено ряд чисельних експе-
риментів та зроблено їх аналіз. 

Ключові слова: математична модель, масоперенесення, 
вологоперенесення, неповне насичення, шаруватий ґрунт, кон-
центрація, напір, осмос. 

Вступ. Стрімке індустріальне виробництво, розвиток меліорації, 
будівництво підземних споруд та комунікацій зробили важливою 
необхідністю дослідження процесів, що протікають в приповерхне-
вих шарах земної кори. Особливо важливе значення вивчення даних 
процесів стосується сільського господарства. Оскільки встановлення 
напорів вологи в ґрунтах є центральною проблемою для встановлен-
ня кількості водних ресурсів в засушливих регіонах, проектування 
дренажних та зрошувальних систем.  

Питаннями масоперенесення та вологоперенесення займалось 
багато вчених. Однак процес масоперенесення солей розглядався без 
врахування вологоперенесення [1–3].  

У зв’язку з цим, в даній роботі проведемо дослідження процесів 
масоперенесення з врахуванням вологоренесення та осмотичних 
явищ в шаруватому ґрунті. 
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Постановка задачі. Розглядається шаруватий ґрунт великої 
протяжності області неповного насичення (рис. 1). 

 
Рис. 1. Масоперенесення солей в ненасичених шаруватих ґрунтах  

Дана область вологоперенесення складається з двох шарів ґрун-
ту, різними за типами: І шар — піщаний, ІІ шар — глинистий. 

На поверхню ґрунту попадають атмосферні опади і поливи з 

концентрацією 1C . В зв’язку з цим, на деякій глибині 1l від поверхні 
землі утворюється вільна поверхня рівня ґрунтових вод (РГВ). На 
глибині 2l є фронт промочування, який вважається нерухомим.  

Розподіл концентрації в І шарі області неповного насичення — 

2C , в ІІ шарі — 2C . 
Потрібно знайти поля розподілів напорів вологи та концентрації 

солей в шарах даної області водонасичення; дослідити вплив масопе-
ренесення солей на вологоперенесення. 

Математична модель задачі. Математична модель задачі масо-
перенесення солей при вологоперенесенні в шарі І має вигляд [6, 7] 

 
 

   
1

1 1
*1 1

1 1 1 1 1 1

c
D c

c cx
V c c C

x x t
 

          
  

, (1) 

      1 1 1
1 1 1 1 1 1,

h h c
h k c h c

t x x x
 

          
, (2) 

   1 1
1 1 1 1 1,

h c
V k c h

x x


 
  

 
, (3) 

  1 0,0 ( )c x C x  ,  1 10, ( )c t C t  , (4)  

  1 0,0 ( )h x H x  ,  1 10, ( )h t H t  . (5) 

Математична модель задачі в шарі ІІ має вигляд 
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На межі шарів І та ІІ задані умови спряження для напору та кон-
центрації наступного вигляду: 
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У математичних моделях (1)–(11) використані такі позначен-
ня:  1 1D c ,  2 2D c  — коефіцієнти конвективної дифузії, 1 2,   — 

коефіцієнти масообміну, * *
1 2,C C  — концентрації граничного наси-

чення сольових розчинів; 1 , 2  — пористості ґрунтів;  1 1 1,k c h , 

 2 2 2,k c h  — коефіцієнти фільтрації; 1V , 2V  — швидкості фільтрації 

сольових розчинів; 1 2,h h  — напори вологи;    1 1 2 2,c c   — осмотичні 

функції; ( )h  — вологоємність ґрунту;    
1 1l l

h c  — cтрибки функції 

відносно напорів та концентрації солей, задані на межі шарів області. 

Чисельний розв’язок задачі. Розв’язок поставлених задач (1)-
(11) знайдено методом скінчених різниць [4]. Розглянемо алгоритм 
розв’язування задачі вологоперенесення та задачі масопереносу в 
шаруватому ґрунті області неповного насичення. 

Для знаходження розв’язку задачі вологоперенесення (2), (5) та 
(7), (10) використаємо неявну різницеву схему [4; 6; 7].  

Неявна різницева схема для задачі вологоперенесення (2), (5) 
має вигляд 
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Чисельний розв’язок задачі вологоперенесення знайдемо мето-
дом прогонки. Різницева схема (12) в прогоночному вигляді має на-
ступний вигляд: 
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Таким чином, згідно методу прогонки розв’язок (13) має вигляд  
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Для знаходження чисельного розв’язку задачі перенесення солей 
(1), (3), (4) застосуємо монотонну різницеву схему [5]. Різницева схе-
ма поставленої задачі має вигляд 
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Розв’язок задачі знайдемо методом прогонки. Різницева схема 

(15) в прогоночному вигляді наступна: 
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Таким чином, загальний розв’язок задачі масоперенесення солей 
за методом прогонки знаходимо у вигляді 
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У випадку хімічного осмосу 1 1( )c   різницева схема рівняння 
швидкості фільтрації (3), (8) має вигляд  
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де  1 1 1 1 1 1 10,5 ( ) ( )k k k
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Аналогічно до (12)–(18) здійснюється побудова обчислювального 
алгоритму знаходження числового розв’язку задачі масоперенесення 
сольових розчинів при вологоперенесенні в ІІ шарі даної області. 

Розв’язок задачі (11) на РГВ знайдемо методом прогонки [4, 7]. 
Таким чином, обчислювальний алгоритм розв’язування задачі масо-
перенесення солей при вологоперенесенні побудовано повністю. 

Програмна реалізація та результати чисельних експериментів. 
Програмну реалізацію поставленої задачі виконано в середовищі візуа-
льно-подійного, об’єктна-орієнтованого програмування Microsoft Visual 
Studio 2012 на платформі .NET 4.0 при наступних вхідних даних:  

360дібT  , 1 10 мl  , 2 10 мl  , 1 0, 4  , 2 0,2  , 1 0,0065  , 

2 0,00065  , * 350 г/ літрC  , 1 10 г/ літрС  , 2 10 г/ літрС  , 

1 4,4 мH  , 2 0,1 мH  , 
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6 5 4 3 2
1( ) 0.0002 0.0088 0.162 1.3194 3.9229 0.0223 18.187k c c c c c c c       , 

2 5 4 3 2
2 ( ) 5.9404 10 0.16703 0.17051 0.074311k c c c c c     

30.010563 1.0053 10 ,с     [0;1]c є . 
У результаті програмної реалізації обчислювального алгоритму (12)–

(18) знайдено чисельні розв’язки задач вологоперенесення, вологоперене-
сення з масоперенесенням та задачі масоперенесення солей з врахуванням 
вологоперенесення в шарах І та ІІ даної області. Також знайдено розв’язки 
даних задач сумісно для обох шарів в області неповного насичення.  

Розв’язавши задачу вологоперенесення в шаруватому ґрунті, 
отримано наступні графіки розподілу напорів вологи (рис. 2–5). 

 
Рис. 2. Розподіл напорів вологи у випадку задачі чистого вологоперенесення 

 
Рис. 3. Розподіл напорів вологи з врахуванням концентрації солей 
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Рис. 4. Розподіл напорів вологи без врахування осмосу  

в шаруватому ґрунтовому масиві 

 
Рис. 5. Графік розподілу напорів вологи з врахуванням концентрації  

солей при наявності осмосу в шаруватому ґрунті 

Графік розподілу напорів вологи з врахуванням концентрації солей 
при наявності осмотичних явищ зазнав незначних змін (рис. 5) в порів-
нянні з результатами розв’язку задачі без врахування осмотичних явищ 
(рис. 4). Встановлено, що осмотичні явища впливають на розподіл кон-
центрації солей пропорційно до вибору осмотичної функції. 

Використовуючи результати задачі вологоперенесення, розв’яза-
на задача масоперенесення сольових розчинів в шаруватому ґрунті, в 
результаті чого отримані наступні графіки розподілу концентрації 
солей (рис. 6, 7). 
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Рис. 6. Розподіл концентрації солей в шаруватому ґрунті 

 
Рис. 7. Розподіл концентрації солей на РГВ авававав 

Висновки. Проведено чисельне моделювання задачі масопере-
несення сольових розчинів при вологоперенесенні у шаруватому ґрун-
ті, що описується крайовою задачею (1)–(5), (11) та (6)-(10), (11). 

Для крайової задачі (1)–(11) побудовано монотонну різницеву 
схему, знайдено її чисельний розв’язок та виконано програмну реалі-
зацію в середовищі Visual C# 2012.  

Проведено комплексне дослідження солеперенесення при волого-
перенесенні в шарах області неповного насичення, за допомогою якого 
отримано наступні результати: розподіл напорів вологи зменшується з 
часом та глибиною по всій області шаруватого ґрунту; розподіл поши-
рення вологи у піщаному шарі ґрунту відбувається рівномірно по всьому 
ґрунтовому масиві; поширення вологи у глинистому шарі відбувається у 
більш вузькому верхньому прошарку ґрунту, у зв’язку з невеликою по-
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ристістю даного ґрунтового середовища; розподіл концентрації солей з 
врахуванням розподілу напорів вологи зменшується з часом та глиби-
ною, що пояснюється вимиванням сольових розчинів з пористого сере-
довища; встановлено, що осмотичні явища впливають на розподіл кон-
центрації солей пропорційно до вибору коефіцієнта осмосу або осмоти-
чної функції; розподіл концентрації солей на РГВ зменшується з глиби-
ною пористого середовища, найменші значення розподілу концентрації 
солей спостерігаються на вільній поверхні. 
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The mathematical model of the mass transfer during the moisture 
transfer in partial saturation soils layers including osmotic phenomena is 
formulated. Numerical solutions of respective boundary problems are ob-
tained by means of finite differences. Using proper software the numerical 
experiments and their analysis are performed. 
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