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Âåéáóëëà, äèñïåðñèÿ îöåíîê.

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â ïîñòðîåíèè

êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê áëèçîñòè ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâà-

íèÿ ñèñòåì ñ íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþùèìèñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè (òàêèå îöåíêè

åùå íàçûâàþò îöåíêàìè íåïðåðûâíîñòè èëè óñòîé÷èâîñòè). Åñëè ïðè ýòîì èñ-

êîìûå ïîêàçàòåëè îäíîé èç ñèñòåì âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè, òî, ðàññ÷èòûâàÿ

«ïîïðàâêè», ìîæíî äîñòè÷ü âûñîêîé òî÷íîñòè è äëÿ ïîêàçàòåëåé äðóãîé ñèñòå-

ìû. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü ðàçâèòèþ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ [1–7]. Ñðå-

äè ïîñëåäíèõ ðàáîò, íàïðàâëåííûõ íà ðàçâèòèå êîëè÷åñòâåííûõ ìåòîäîâ îöåíêè

íåïðåðûâíîñòè è óñòîé÷èâîñòè õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì è ñåòåé ìàññîâîãî îáñëó-

æèâàíèÿ, îòìåòèì [8–12]. Â òî æå âðåìÿ èõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå îãðàíè÷å-

íî êàê ñëîæíîñòüþ ðåàëüíûõ ñèñòåì, òàê è íåäîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ

ïîëó÷àåìûõ îöåíîê.

Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå íàèáîëåå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ìåòîä

ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî), îñíîâàííûé íà

èìèòàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû è âû÷èñëåíèè òðåáóåìûõ

ïîêàçàòåëåé ïóòåì óñðåäíåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ îò òðàåêòîðèé ñèñòåìû. Îäíàêî

äàííûé ïîäõîä íåïðèãîäåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ íåçíà÷èòåëüíî

îòëè÷àþùèìèñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè.

Âåñüìà ïëîäîòâîðíîé îêàçàëàñü èäåÿ ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ àíàëè-

òè÷åñêîãî è ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäîâ: âíà÷àëå äëÿ ðàçíîñòè èñêîìûõ

õàðàêòåðèñòèê íàõîäÿò àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó, â êîòîðóþ âõîäÿò íåêîòîðûå

ïàðàìåòðû, íå âû÷èñëÿþùèåñÿ â ÿâíîì âèäå; çàòåì ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ ñòðîÿò íåñìåùåííûå îöåíêè äëÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ è ïîäñòàâëÿþò

èõ â àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó. Ïîäîáíûå ìåòîäû íàçûâàþòñÿ àíàëèòèêî-

ñòàòèñòè÷åñêèìè. Äàííàÿ èäåÿ áûëà ðåàëèçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîëè÷å-

ñòâåííûõ îöåíîê íåïðåðûâíîñòè öåïåé Ìàðêîâà îáùåãî âèäà [13, 14] (ñì. òàêæå

[15]). Ïðèìåíåíèå àíàëèòèêî-ñòàòèñòè÷åñêîãî ìåòîäà [9] ê âû÷èñëåíèþ

ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñèñòåìû GI G n/ / / 0, ó êîòîðîé âõîäÿùèé

ïîòîê òðåáîâàíèé â îïðåäåëåííîì ñìûñëå áëèçîê ê ïóàññîíîâñêîìó,

ðàññìîòðåíî â [16].

Â òåîðèè íàäåæíîñòè è òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò îñîáóþ ðîëü. Èìåííî ýêñïîíåíöèàëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

òåõ èëè èíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì ôàêòîðîì äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ

ââåäåíèå è èññëåäîâàíèå ïîíÿòèÿ áëèçîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ

ýêñïîíåíöèàëüíîå è íåýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå

äàííîìó âîïðîñó óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå. Âíà÷àëå ïîäðîáíî ðàññìîòðåí
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ïðèìåð, êîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà, ìîæåò

ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ðàâíÿòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå (åñëè ïàðàìåòð ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà ñòðåìèòñÿ

ê åäèíèöå, òî óêàçàííàÿ âåðîÿòíîñòü òàêæå ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå). Çàòåì äëÿ

äîñòàòî÷íî îáùåé ìîäåëè ïðèâåäåí àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ «ïîïðàâîê», åñëè

ýêñïîíåíöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ çàìåíèòü íåýêñïîíåíöèàëüíûìè. Ýòîò

àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè îòêëîíåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê

ñèñòåìû GI G m r/ / / îò õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû M M m r/ / / , êîòîðûå âû÷èñ-

ëÿþòñÿ â ÿâíîì âèäå. Ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà èëëþñòðèðóþòñÿ

÷èñëåííûì ïðèìåðîì.

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÂÅÉÁÓËËÀ
ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅÌ

Íà ïðèìåðå ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà óòî÷íèì, î êàêîé àïïðîêñèìàöèè èäåò

ðå÷ü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

F x e x( ) � � �1
�

, x � 0, � � 0 (îïðåäåëÿþùèé ìàñøòàá ìíîæèòåëü ïðåäïîëàãàåì

ðàâíûì åäèíèöå). Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

� � � �� h s( ; , , )0 1 � , (1)

ãäå � � �0 1, , ,� s — íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, P{ }� �
0 1� � � �x e x ,

x � 0, � � 0. Ïðè ýòîì

P{ }� �
�

� 	
	

0
1
0. (2)

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü � �1. Ýòî ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîãî ñòàðåþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà

îïàñíîñòü îòêàçà � � �( )
( )

( )
x

f x

F x
x�

�
� �

1

1, x � 0, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé (çäåñü f x( ) — ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû �). Îáîçíà÷èì x0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ � �( )x � , ò.å. x0

1

1
�



�
��



�
��

��

�

�
.

Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì

�
� ��1

0
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0
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( )
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x
x x

x x x
�

� �

� �

�
�
�

�

åñëè

åñëè

� � �1 1( ) ( )x x� � , x � 0 ,

à �1 è �1 — ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûå îïàñíîñòÿìè îòêàçà �1 ( )x è

�1 ( )x . Ïðè ýòîì � � �1 0 1� min ,{ }. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �1 èìååò ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ

G x u du
x x

e

x

1 1
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0
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1
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� � �
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Îáîçíà÷èì � 2 ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
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u du
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, x � 0, (3)
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êîòîðóþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

G x
e

x x x x

x

2

0 0

1

1 0
( )

exp min , max ,
�

�

� � � �

� �

� � �{ { } { }}
, x � 0 .

Òîãäà

� � � �� max , min ,{ { }}2 0 1 . (4)

Ïàðàìåòð � ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

P P{ } {{ } { }} {� � � � � �� � � � � � � �0 1 0 2 0 1 1 21 1� G x G x G x( ) [ ( )] [ ( )]} � �e dxx�
�

� �

0

� � � � �M{ }G G G1 0 1 0 2 01 1( ) [ ( )] [ ( )] min� � �
�

.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå �* ëåæèò

â îêðåñòíîñòè åäèíèöû, ïðè÷åì � * 	 1 , åñëè � 	1 . Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì

� � �1
1

n
, n �1 2, , � Çíà÷åíèÿ P{ }� �� 0 ïðè � �� * è � �1 ïðè ðàçëè÷íûõ n

ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

×èñëåííûå äàííûå ïîêàçûâàþò, ÷òî çíà÷åíèÿ P{ }� �� 0 ïðè � �� * è � �1

îòëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòü P{ }� �� 0 óáûâàåò ñ óáûâàíèåì �.

Íåòðóäíî äîêàçàòü: åñëè ïîëîæèòü �* �1, òî P{ }� �� 	0 0 ïðè � �	 �1 1, .

Çàìå÷àíèå 1. Ôóíêöèÿ G x2 ( ), îïðåäåëÿåìàÿ ñîãëàñíî (3), äåéñòâèòåëüíî

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 1. Åñëè � 1 ( )x , x � 0, è � 2 0( ),x x � , — íåîòðèöàòåëüíûå

èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî � �1 2( ) ( )x x� , x � 0, è ôóíêöèÿ

V x

u du

u du

x

x
( )

( )

( )

�

�

�

�

�

1

0

2

0

, x � 0,

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé, òî

W x

u du

u du

x

x
( )

exp ( )

exp ( )

�

� �
�
�
�

��

�
�
�

��

� �
�

�

�

1

1

1

0

2

0

�

�

}

}�
�

��

�
�
�

��

, x � 0,

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (âîçìîæíî, íåñîáñòâåííîé).
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n � *
Çíà÷åíèå P{ }� �� 0

ïðè � �� * ïðè � � 1

1 1,13 0,6326 0,6339

5 1,07 0,2356 0,2405

10 1,04 0,1316 0,1353

Ò à á ë è ö à 1



Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî ëåììû íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð, ïðèâîäèòü

åãî íå áóäåì.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî G2 0 0( ) � , G2 1( )� � . Î÷åâèäíî, ÷òî � �( ) ( )x x� 1 , x � 0.

Êðîìå òîãî, ïðè � �1 ôóíêöèÿ

�

�
�

�

� �

( )

( )
min , max ,

u du

u du

x

x x x x

x

x

0

1

0

0 0
0

�

�

�
� �{ } { }

ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ëåììû G x2 ( ) ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

2. Ïóñòü 0 1� �� . Ýòî ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîãî ìîëîäåþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

êîãäà îïàñíîñòü îòêàçà ìîíîòîííî óáûâàåò. Òîãäà ôîðìóëà òèïà (4)

íåïðèìåíèìà. Âîñïîëüçóåìñÿ äðóãèì ïîäõîäîì. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó �

ïðåäñòàâèì â âèäå

�
�

�
�

� �

�
�
�

0

1

ñ âåðîÿòíîñòüþ

ñ âåðîÿòíîñòüþ

p

q p

,

,

ãäå � — íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à p�[ , ]0 1 — ñïåöèàëüíûì îáðàçîì

ïîäîáðàííîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå

1 1� � � �� �e p e q H xx x
� �( ) ( ) ,

ò.å.

H x
q

e pex x( ) ( )� � �� �1
1 � � .

Î÷åâèäíî, ÷òî H ( )0 0� , H ( )� �1 . Ïàðàìåòð p ñëåäóåò âûáèðàòü òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû inf
x

H x
�

� �
0

0( ) . Îáîçíà÷èì:

x p H x p p H x p p
x

* *( , ) arg inf ( ), ( ) sup{ : ( ( , )) },� � �� � � � �
�0

0 * sup ( )�
��

�
0

p .

Ëåììà 2. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå p* � � äîñòèãàåòñÿ ïðè � �1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

� � �


�
�



�
�

� � �H x
q

x e p ex x( )
1 1� �� ��

.

Èç óñëîâèÿ inf
x

H x
�

� �
0

0( ) íàõîäèì

p x e
x

x x( ) ( )�
�

�

� ��

�
�

� � �inf
0

1 . (5)

Èìååì

( ) ( ) [ ]'x e x e x x ex x x x x� � � � � �� � �

� � �� � � � � � � � �� � � � �1 2 1 11 � ��x 0 .

Çíà÷åíèå x * ( )� , íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ infinum, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ

� ��( )x x� � �1 1 . (6)
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Ïðè 0 1� �� äàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íàéäåì

p p* ( )�
�

sup
�

�
0

. Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî p( )� �� äëÿ ëþáîãî � � 0. Çàòåì ïîêàæåì,

÷òî p( )� �� ïðè � �1. Ýòî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî p* � � ïðè � �1 . Èç

ñîîòíîøåíèÿ (5) (åñëè x çàìåíèòü x * ( )� ) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî p( )� ��

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

[ ( )] ( )* [ ( )] * ( )* *

x e x ex x� � �� � � ��� �� . (7)

Èçâåñòíî, ÷òî ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ xe x� äîñòèãàåòñÿ ïðè x �1 . Âûÿñíèì,

êàêàÿ èç äâóõ òî÷åê, � �x * ( ) èëè [ ( )]*x � � , ðàñïîëîæåíà áëèæå ê åäèíèöå. Åñëè

� �1 , òî èç óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóåò

[ ( )]
( )

( )*
*

*x
x

x�
� �

�
� �� �

�
� � �

1
1 1 ,

åñëè �� 1 , òî

[ ( )]
( )

( )*
*

*x
x

x�
� �

�
� �� �

�
� � �

1
1 1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (7). Åñëè � �1, òî

x *( )� � 1. Ïîýòîìó p( )� �� . Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå p* � � äîñòèãàåòñÿ ïðè

� �1. Ëåììà äîêàçàíà.

ÎÁÙÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß «ÏÎÏÐÀÂÎÊ»

Â ðàáîòå [14] (ñì. òàêæå [15]) ñôîðìóëèðîâàí àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ «ïî-

ïðàâîê» ê õàðàêòåðèñòèêàì öåïè Ìàðêîâà ñïåöèàëüíîãî âèäà, åñëè ýêñïîíåí-

öèàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû çàìåíèòü ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì (1), (2). Ïåðåôîðìóëèðóåì äàííûé

àëãîðèòì â áîëåå ïðîñòîì âèäå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 	 � � � 
� ( , , , )( ) ( ) ( )1 2
� íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû â çàäàííîì ïðî-

ìåæóòêå âðåìåíè (èëè íà èíòåðâàëå çàíÿòîñòè). Çäåñü 
 — ìîìåíò îñòàíîâêè,

P{ }
� � �1. Èñêîìóþ õàðàêòåðèñòèêó ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A � Ì� 	( ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû { }� ( )i çàâèñÿò îò ìàëîãî ïà-

ðàìåòðà �� 0 òàêèì îáðàçîì, ÷òî èõ ðàñïðåäåëåíèÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå

áëèçêè ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó, ò.å.

� � � �( ) ( ) ( ) ( )( ; , , )i i i

s

ih
i

�
0 1

� , i � 1, (8)

P{ }h i i

s

i i

i

( ; , , )( ) ( ) ( ) ( )� � � �
�0 1 0 0

0� � 	
	

, i � 1, (9)

ãäå � � �
0 1
( ) ( ) ( ), , ,i i

s

i

i

� — íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, P{ }�
0
( )i x� �

� � �
1 e ix�

, x � 0, � i � 0. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (8), òî äëÿ ëþáîãî �� 0

A A B C� � �0 ,

ãäå A0 0� M� 	( ), 	 � � �



0 0
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0
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0
0� ( , , , )( ) ( ) ( )
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��
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M � 	 � �( ) ( ) ( ){ }

=1
0� ,

C I i i
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v

� �



�

�
�



�

�
�

�
�
�

��

�
�
�

��
M � 	 � �( ) ( ) ( ){ }

=1
0

0

� , I ( )� — èíäèêàòîð ñîîòâåòñòâóþùåãî

ñîáûòèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
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M M{ } {� 	 � 	 � �( ) ( ) }( ) ( )
0 0 0

1

0

I i i

i

v

�
�

��
� � � �B A B C0 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (9), òî A0 ÿâëÿ-

åòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A0 âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè), à ïî-

ïðàâêè B è C âû÷èñëÿþòñÿ ìîäåëèðîâàíèåì, ïðè÷åì B 	
	� 0

0 è C 	
	� 0

0.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íåñìåùåííûõ îöåíîê �B1 è �C1 â îäíîé ðåàëèçàöèè äëÿ

B è C ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ìîäåëèðóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 	 � �0 0
1

0
2� ( , ,( ) ( )

�

� , )
( )

�



0
0 .

2. Âû÷èñëÿþò âåðîÿòíîñòè q ii
i i� � �P{ }� � 
( ) ( ) , , ,

0 01 � , è

Q q qi i

i=

v

i

i

v

i

i

� �
�
�
�

��

�
�
�

��
� � � �

�
%P { }� �( ) ( ) ( )

0
1 1

0 0

1 1�
� �

�

& % �
1 1

10

1
v

j

j

i

q( ) .

3. Â êà÷åñòâå îöåíêè �C1 âûáèðàþò: � ( )C Q1 0� � 	 .

4. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè �B1 ðåàëèçóþò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó �, êîòîðàÿ

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå i ñ âåðîÿòíîñòüþ q q Qi j

j

i

( ) /1

1

1

�
�

�

% . Ïóñòü � � i .

5. Ìîäåëèðóþò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó � ( ) *i ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

H x x x xi
i i i i( ) | ,( ) * ( ) ( ) ( )� � � � � �P P{ } { }� � � �

0
0 .

6. Ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ìîäåëèðóþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � � 
( ) ( ), ,i�1
� ,

ñîñòàâëÿþùèå «õâîñò» ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 	 � � � �* ( , , , , ,( ) ( ) ( ) * ( )� � �
0
1

0
1 1

� �
i i i

� , )( )� 
 .

7. Â êà÷åñòâå îöåíêè �B1 âûáèðàþò: � ( *)B Q1 � � 	 .
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ÎÖÅÍÊÀ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÑÈÑÒÅÌÛ GI G m r/ / /

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ GI G m r/ / / , â êîòîðóþ ïîñòóïàåò

ðåêóððåíòíûé ïîòîê òðåáîâàíèé, îïðåäåëÿåìûé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ).

Äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé èìååòñÿ m ïðèáîðîâ è r ìåñò äëÿ

îæèäàíèÿ. Îáñëóæèâàíèå ïðîâîäèòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ (äèñöèïëèíà

FCFS); äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G x( ). Åñëè

â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå óæå íàõîäÿòñÿ m r� òðåáîâàíèé,

òî îíî òåðÿåòñÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè F x( ) è G x( ) àáñîëþòíî

íåïðåðûâíû, ò.å. ñóùåñòâóþò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f x( ) è g x( ). Äàííîå

óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñîñòîÿíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Öåëü èññëåäîâàíèÿ — ñòàöèîíàð-

íûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé P S( ), S U m r' � �{ }0 1, , ,� .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè íå ðåøàåòñÿ.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Îáîçíà÷èì � ( )1 è � ( )2

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) è G x( ) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè çàâèñÿò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà �� 0 òàêèì îáðàçîì,

÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (8) è (9) ïðè i �1 2, . Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ îáùåãî

âèäà F x( ) è G x( ) çàìåíèòü ýêñïîíåíöèàëüíûìè ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè �1

è � 2 , òî ïîëó÷èì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ M M m r/ / / , ñòàöèîíàðíûå

âåðîÿòíîñòè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå [17]:

P S P k

k S

0 0( ) ( )�
�
& , �
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�
� 1
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, P k
k

P
k

0 0 0( )
!

( )�
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( )1� �k m ,

P k
m m

P m k m r
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k m0 0 0( )
!

( ) ( )� � � �
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m

m m m

k m r r
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� � �
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Îïèøåì ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû GI G m r/ / / â òå÷åíèå îäíîãî ïå-

ðèîäà ðåãåíåðàöèè (ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ ïðè îòñóòñòâèè òðåáîâàíèé

â ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì ðåãåíåðàöèè). Ïóñòü 0 0 1� � �� � �2 � � — ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìó GI G m r/ / / . Â ìî-

ìåíò � i i( )� 0 ìîäåëèðóþòñÿ äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: � ( , )1 i (äëè-

òåëüíîñòü äî ñëåäóþùåãî ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ) è � ( , )2 i (ïðîäîëæèòåëüíîñòü

îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïèâøåãî òðåáîâàíèÿ) ñîîòâåòñòâåííî ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ F x( ) è G x( ) (åñëè â ìîìåíò � i â ñèñòåìå óæå ïðèñóòñòâóþò m r� òðåáîâà-

íèé, òî ïîñòóïèâøåå òðåáîâàíèå òåðÿåòñÿ è � ( , )2 i ìîæíî íå ìîäåëèðîâàòü). Ñîñ-

òîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò � i �0 îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì � � � � �i i i
� ( ; , , )1 � , ãäå

� i — êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå, � j — âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ çàâåðøå-

íèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ íà j-ì ïðèáîðå (çàìåòèì, ÷òî òîëüêî ïåðâûå m

òðåáîâàíèé îáñëóæèâàþòñÿ, à îñòàëüíûå — â î÷åðåäè). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò

�0 0� . Ïðè èçâåñòíûõ � i , � ( , )1 i è � ( , )2 i ñîñòîÿíèå � i�1 îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ìîìåíò îñòàíîâêè 
 îïðåäåëÿåòñÿ òàê: 
 �� �min :{ }i i 0 . Òàêèì îáðàçîì, ïîâå-

äåíèå ñèñòåìû íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ 	 � �� {( , ),( , ) ( , )1 0 2 0
� � , ( , )( , ) ( , )� �
 
1 1 2 1� � }. Îáîçíà÷èì � 	( ; )S îáùåå

âðåìÿ íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû GI G m r/ / / âî ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé S ïðè ôèêñèðî-

âàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 	. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 2. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � ( )1 è � ( )2 óäîâëåòâîðÿþò

ñîîòíîøåíèþ (8), òî
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ãäå 	 � � � �
 

0 0

1 0
0
2 0

0
1 1

0
2 1� � �{ }( , ), , ( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , )

� , I ( )� — èíäèêàòîð ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ñîáûòèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè { }P S( ) è { }P S0 ( ) óäîâëåò-

âîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
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Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî M M� 	 � 	( ; ) ( ; ) ( ) ( )S S B S C S� � �0 , ãäå B S( ) è

C S( ) îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (11) è (12). Èñïîëüçîâàâ îáîçíà÷åíèÿ
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Ñ ó÷åòîì P
U

0
1 0

0
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( ; )
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� � 	M

ïîëó÷èì ôîðìóëó (10).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Ìîäåëèðîâàíèå âåëè÷èí B S( ) è C S( ) îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîò-

âåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, èçëîæåííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

Ñðàâíèì îáúåìû âû÷èñëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòåé { },P S( )

ìåòîäîì íåïîñðåäñòâåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (10).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: m � 2, r � 2 ,

F x e x( ) � � �1
�

, x � 0, � � �1
1

n
, G x e x( ) � � �1

�

, x � 0, � � �1
1

2n
, ãäå n �1 2, , � —

öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ n ïðèâåäåíû â òàáë. 2–4.

Âñå îöåíêè ïîñòðîåíû ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ 0,1% è äîñòîâåðíîñòüþ 0,99.

Êîëè÷åñòâî ðåàëèçàöèé N i , íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè äëÿ âåðîÿò-

íîñòè P i( ){ } òðåáóåìîé òî÷íîñòè, îïðåäåëÿëîñü ñîãëàñíî ôîðìóëàì èç [18].
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Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ n,

ïîêàçûâàåò, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíåíèå äâóõ ðàçíûõ ìåòîäîâ äàåò

ïðàêòè÷åñêè îäíè è òå æå îöåíêè, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü îáîèõ

ìåòîäîâ. Ïðè n �1 (òàáë. 2) íåïîñðåäñòâåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåñêîëüêî

ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Îäíàêî óæå ïðè n �10 (òàáë. 3) çàìåòíî ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà

«ïîïðàâîê». Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè n (òàáë. 4) êîëè÷åñòâî òðåáóåìûõ

ðåàëèçàöèé ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ìîäåëèðîâàíèè îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè îäíèì è

òåì æå. Â òî æå âðåìÿ ìåòîä «ïîïðàâîê» ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü èõ

÷èñëî (â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàç), ïðè÷åì ñ ðîñòîì n áóäåò íàáëþäàòüñÿ

äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå N i . Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò

çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé â ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòíûå

õàðàêòåðèñòèêè èññëåäóåìîé ñèñòåìû â îïðåäåëåííîì ñìûñëå áëèçêè

ê õàðàêòåðèñòèêàì ñèñòåìû, ïîêàçàòåëè êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ÿâíûì

àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì.
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i

Îáúåìû âû÷èñëåíèé äëÿ n � 1

íåïîñðåäñòâåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîä «ïîïðàâîê»

P i( ){ } N i P i( ){ } N i

0 0,0899 3,67 �107 0,0899 4,49 �107

1 0,2315 9,15 �106 0,2313 9,53 �106

2 0,1748 4,73 �106 0,1747 5,49 �106

3 0,1604 5,00 �106 0,1605 5,49 �106

4 0,3434 1,17 �107 0,3435 1,14 �107

Ò à á ë è ö à 2

i

Îáúåìû âû÷èñëåíèé äëÿ n � 10

íåïîñðåäñòâåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîä «ïîïðàâîê»

P i( ){ } N i P i( ){ } N i

0 0,3139 8,71 �106 0,3140 4,11 �106

1 0,3586 3,35 �106 0,3587 1,96 �106

2 0,1851 8,06 �106 0,1851 4,15 �106

3 0,0936 2,76 �107 0,0936 1,72 �107

4 0,0487 7,61 �107 0,0487 5,46 �107

Ò à á ë è ö à 3

i

Îáúåìû âû÷èñëåíèé äëÿ n � 100

íåïîñðåäñòâåííîå ìîäåëèðîâàíèèå ìåòîä «ïîïðàâîê»

P i( ){ } N i P i( ){ } N i

0 0,3443 7,54 �106 0,3443 127060

1 0,3491 3,37 �106 0,3494 72745

2 0,1751 8,53 �106 0,1750 164926

3 0,1605 2,82 �107 0,0876 757886

4 0,0439 7,67 �107 0,0440 2,58 �106

Ò à á ë è ö à 4
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