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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñèñòåìíûé ïîäõîä ê îðãàíèçìó, â ÷àñòíîñòè, ê äèàãíîñòèêå è ëå÷åíèþ ðàêà,

ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âàæíûé âêëàä â ðàçâèòèå ýòî-

ãî ïîäõîäà âíåñ àêàäåìèê Â.Ì. Ãëóøêîâ. Â ðàáîòå «Ïðîáëåìà ðàêà ñ ïîçèöèé

îáùåé òåîðèè ñèñòåì» [1] îí ðàññìîòðåë ãåíåòè÷åñêèå ïðè÷èíû ðàêà è ñôîð-

ìóëèðîâàë ãèïîòåçó îá èììóííûõ ìåòîäàõ áîðüáû ñî çëîêà÷åñòâåííûìè êëåò-

êàìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëèíèöèñòû è ýêñïåðèìåíòàòîðû èíòåíñèâíî èçó÷à-

þò âçàèìîäåéñòâèå îïóõîëè è îðãàíèçìà íà öèòîëîãè÷åñêîì óðîâíå. Ïîëó÷åíî

ìíîæåñòâî ïîäòâåðæäåíèé ñóùåñòâîâàíèÿ îïóõîëü-àññîöèèðîâàííûõ èçìåíå-

íèé â çäîðîâûõ êëåòêàõ, ðàñïîëîæåííûõ äàëåêî îò îïóõîëè, â ÷àñòíîñòè, îá-

íàðóæåíû è îïèñàíû èçìåíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÄÍÊ â êëåòêàõ áóêêàëüíîãî

ýïèòåëèÿ ó æåíùèí, áîëüíûõ ðàêîì ìîëî÷íîé æåëåçû [2]. Íåäàâíèå èññëåäî-

âàíèÿ, âûïîëíåííûå â ÑØÀ [3], íåïîñðåäñòâåííî ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âîç-

íèêíîâåíèå îïóõîëü-àññîöèèðîâàííûõ ïîâðåæäåíèé ÄÍÊ â êëåòêàõ, ðàñïîëî-

æåííûõ äàëåêî îò îïóõîëåé, ó ìûøåé, áîëüíûõ ñàðêîìîé, ìåëàíîìîé è êàð-

öèíîìîé êèøå÷íèêà. Ïî ìíåíèþ èññëåäîâàòåëåé, âåðîÿòíîé ïðè÷èíîé ýòèõ

èçìåíåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåàêöèÿ èììóííîé ñèñòåìû íà çëîêà÷åñòâåííûå êëåòêè,

à ïîâðåæäåíèÿ ÄÍÊ âûçûâàþòñÿ ôàêòîðîì âîñïàëåíèÿ, âûçûâàåìîãî îïó-

õîëüþ. Ýòè ôàêòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ãèïîòåçîé Â.Ì. Ãëóøêîâà î ãåíåòè-

÷åñêèõ è èììóííûõ àñïåêòàõ ðàêà.

Ñîâìåñòíûìè óñèëèÿìè ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè

Êèåâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî è Èíñòèòóòà ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíîé ïàòîëîãèè, îíêîëîãèè è ðàäèîáèîëîãèè èì. Ð.Å. Êàâåöêîãî ÍÀÍ

Óêðàèíû ðàçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ ðàêà ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íî-

ãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà, îñíîâàííîãî íà äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñàõ [4]. Âïðî-

÷åì, íåñìîòðÿ íà âûñîêóþ òî÷íîñòü è ñïåöèôè÷íîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà,

îñòàåòñÿ íåðåøåííîé ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèè íåîïðåäåëåííîñòè, âîçíèêàþùåé

â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîêàçàòåëè èñïûòóåìîãî ïàöèåíòà ïîïàäàþò â ïåðåñå÷åíèå

äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ èëè íå ïîïàäàþò â íèõ âîîáùå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è

ïðåäëàãàåì ïðèìåíèòü íîâûé ìåòîä ìíîãîìåðíîãî ðàíæèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ äî-

âåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ.

ÌÅÒÎÄÛ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÃÎ ÐÀÍÆÈÐÎÂÀÍÈß Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÏÈËÈÍÃÀ

Ïðîáëåìà ìíîãîìåðíîãî ðàíæèðîâàíèÿ ÷àñòî âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ

çàäà÷ àíàëèçà äàííûõ, ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ôèëüòðàöèè èçîáðàæåíèé è äð.

Øèðîêèé îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèâåäåí â ðàáîòå [5], â êîòî-

ðîé ðàíæèðîâàíèå ðàçäåëåíî íà ìàðãèíàëüíîå, ðåäóöèðîâàííîå, ÷àñòè÷íîå

è óñëîâíîå. Ìàðãèíàëüíîå ðàíæèðîâàíèå ïðåäóñìàòðèâàåò óïîðÿäî÷åíèå âû-

áîðîê ïî îòäåëüíûì êîìïîíåíòàì. Ðåäóöèðîâàííîå ñâîäèòñÿ ê îöåíêå îïðåäå-
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ëåííîãî ðàññòîÿíèÿ êàæäîé âûáîðêè îò íåêîåé öåíòðàëüíîé òî÷êè. ×àñòè÷íîå

ðàíæèðîâàíèå ðàñïðåäåëÿåò ìíîãîìåðíûå âûáîðêè íà ãðóïïû, âíóòðè êîòîðûõ

âûáîðêè ñ÷èòàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè. Óñëîâíîå ðàíæèðîâàíèå îçíà÷àåò óïîðÿ-

äî÷åíèå ìíîãîìåðíûõ âûáîðîê ïî îäíîìó èç âûáðàííûõ êîìïîíåíòîâ, â òî

âðåìÿ êàê îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàíæèðóþòñÿ ïî ïðàâèëó, çàâèñÿùåìó îò âû-

áðàííîãî êîìïîíåíòà.

Ñðåäè îñíîâíûõ òðåáîâàíèé, âûäâèãàåìûõ ê ìåòîäàì ìíîãîìåðíîãî ðàíæè-

ðîâàíèÿ äàííûõ, ñëåäóåò óêàçàòü èõ íåçàâèñèìîñòü îò ïðåäïîëîæåíèé î ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ è åñòåñòâåííûé ó÷åò åå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðèðîäû. Ýòîìó óñëîâèþ,

â ÷àñòíîñòè, óäîâëåòâîðÿþò íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåäóöèðîâàííîãî ðàíæè-

ðîâàíèÿ. Îäíèì èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé

âûøå çàäà÷è ñòàë ïîäõîä, îñíîâàííûé íà êîíöåïöèè ñòàòèñòè÷åñêîé ãëóáèíû âû-

áîðîê, ââåäåííîé â ðàáîòå [5]. Ýòà êîíöåïöèÿ ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì

ðàíæèðîâàòü âûáîðêè, àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿÿ öåíòðàëüíûå, ñàìûå ãëóáîêèå âû-

áîðêè, à òàêæå âûáðîñû, ò.å. âûáîðêè, íàõîäÿùèåñÿ äàëåêî îò öåíòðà. Íà îñíîâå

ýòîé êîíöåïöèè ðàçðàáîòàíî ñåìåéñòâî ìåòîäîâ, ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå «ïèëèíã».

Ýòèì ìåòîäàì, â ÷àñòíîñòè, ïîñâÿùåíû ðàáîòû [6–10] è ìíîãèå äðóãèå. Ïîäðîá-

íóþ áèáëèîãðàôèþ ïî ýòîé òåìå ìîæíî íàéòè â [10].

Èäåÿ ìåòîäîâ ïèëèíãà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè âûïóêëîé ôèãóðû, ñîäåðæà-

ùåé çàäàííîå ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ òî÷åê, èäåíòèôèêàöèè òî÷åê, ëåæàùèõ íà ãðà-

íèöå ýòîé ôèãóðû, èñêëþ÷åíèè ýòèõ òî÷åê èç ðàññìîòðåíèÿ è ïîâòîðåíèÿ îïèñàí-

íîé ïðîöåäóðû äëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìíîæåñòâà. Â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêîé îñíî-

âû äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïèëèíãà èñïîëüçîâàëèñü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà

òî÷åê [ 5], ïîëóïëîñêîñòü [6], ìèíèìàëüíûé ýëëèïñ [7], ñèìïëåêñ [9]. Ïðåèìóùåñò-

âîì ýòèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ èõ îòíîñèòåëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîñòîòà, íî, ê ñîæà-

ëåíèþ, âñå îíè ïðèâîäÿò ê íåîäíîçíà÷íîìó ðàíæèðîâàíèþ. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêà-

þò ãðóïïû âûáîðîê, èìåþùèõ îäèíàêîâûé ðàíã è íåðàçëè÷èìûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ

èõ ñòàòèñòè÷åñêîé ãëóáèíû. Êîëè÷åñòâî âûáîðîê â òàêèõ ãðóïïàõ çàâèñèò îò èñ-

ïîëüçóåìîãî ìåòîäà è êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé. Ïðè ïèëèíãå ñ ïîìîùüþ âûïóê-

ëûõ îáîëî÷åê îæèäàåìîå êîëè÷åñòâî òî÷åê â òàêèõ ãðóïïàõ ðàâíî êîëè÷åñòâó âåð-

øèí è âàðüèðóåòñÿ îò 17 äëÿ 106 òî÷åê äî 22 äëÿ 109 òî÷åê (ïî îöåíêàì

B. Efron [11] è J. McDermott, D. Lin [12]), à ïðè ïèëèíãå ñ ïîìîùüþ ìèíèìàëüíûõ

ýëëèïñîâ — îò îäíîé äî ïÿòè â ïëîñêîñòè R 2 è äî ( ) /m m2 3 2� â ïðîñòðàíñòâå

R m (ïî îöåíêàì Á.Â. Ðóáëåâà [13]). Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ íåðåøåííîé çàäà÷à

ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà îäíîçíà÷íîãî ïèëèíãà, èìåþùåãî íåâûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ

ñëîæíîñòü. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìîäèôèêàöèþ äî-

âåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòàõ Þ.È. Ïåòóíèíà, Ñ.È. Ëÿøêî

è Á.Â. Ðóáëåâà [13–15], â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè ìèíèìàëüíîãî ýëëèïñîèäà.

ÄÎÂÅÐÈÒÅËÜÍÛÉ ÝËËÈÏÑÎÈÄ

Ïðèâåäåì äâà îïèñàíèÿ àëãîðèòìà: äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîäðîáíî îïèøåì ïîñòðî-

åíèå äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñà â ïðîñòðàíñòâå R 2 , à çàòåì ñôîðìóëèðóåì îá-

ùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà â ïðîñòðàíñòâå R m ïðè

m � 2. Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ìíîãîìåðíûõ

òî÷åê M x xn n� � �{ }
�

�

�

1 .

Ñëó÷àé m � 2. Ïîñòðîèì âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê M x yn � �{( , )1 1 �

� � ( , )x yn n } íà ïëîñêîñòè R 2 . Íàéäåì äâå âåðøèíû âûïóêëîé îáîëî÷êè: ( , )x yk k

è ( , )x yl l , ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íàèáîëüøåå, ò.å. òî÷êè, ëåæàùèå íà äèà-

ìåòðå âûïóêëîé îáîëî÷êè. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè ( , )x yk k è ( , )x yl l ïðÿìóþ L.
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Íàéäåì âåðøèíû âûïóêëîé îáîëî÷êè ( , )x yr r è ( , )x yq q , ðàññòîÿíèå êîòîðûõ îò

ïðÿìîé L ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè ( , )x yr r è ( , )x yq q ïðÿìûå

L1 è L2 , ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé L . Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè ( , )x yk k è ( , )x yl l äâå

ïðÿìûå: L3 è L4 , ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê ïðÿìîé L. Ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ L1, L2 , L3

è L4 îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê �, ñòîðîíû êîòîðîãî èìåþò äëèíû a è b (ïóñòü

äëÿ îïðåäåëåííîñòè a b� ). Îñóùåñòâèì ïîâîðîò è ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò

òàê, ÷òîáû ëåâûé íèæíèé óãîë ïðÿìîóãîëüíèêà áûë ðàñïîëîæåí â íà÷àëå íîâîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ îñÿìè Ox� è Oy�, à òî÷êè ( , )x y1 1 , ( , ), ..., ( , )x y x yn n2 2 ïåðå-

øëè â òî÷êè ( , )� �x y1 1 , ( , ), ..., ( , )� � � �x y x yn n2 2 . Âûïîëíèì ñæàòèå àáñöèññ âñåõ òî÷åê

( , )� �x y1 1 , ( , ), ..., ( , )� � � �x y x yn n2 2 ñ êîýôôèöèåíòîì � � a b/ è ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü

òî÷åê ( , )� � �x y1 1 , ( , ), ..., ( , )� �� � � �x y x yn n2 2 , êîòîðûå ëåæàò â êâàäðàòå S . Íàéäåì

öåíòð ( , )� �x y0 0 êâàäðàòà S è âû÷èñëèì ðàññòîÿíèÿ îò íåãî äî êàæäîé òî÷êè

r r rn1 2, � �� . Íàéäåì íàèáîëüøåå ÷èñëî R r r rn� � �max ( , )1 2 � . Ïîñòðîèì êðóã ñ

öåíòðîì â òî÷êå ( , )� �x y0 0 è ðàäèóñîì R . (Âñå òî÷êè ( , )� � �x y1 1 ,

( , ), ..., ( , )� �� � � �x y x yn n2 2 òåïåðü ëåæàò âíóòðè ýòîãî êðóãà.) Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó êðó-

ãó îïåðàöèþ ðàñòÿãèâàíèÿ âäîëü îñè Ox� ñ êîýôôèöèåíòîì � ��1/ è îáðàòíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà è ïåðåíîñà, ïîëó÷àåì èñêîìûé äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ

ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè è ðàâíà O n n( )lg .

Ñëó÷àé m � 2. Ïîñòðîèì âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê M x xn n� � �{ }
�

�

�

1 â m-ìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå. Íàéäåì äâå âåðøèíû âûïóêëîé îáîëî÷êè:
�

xk è
�

xl , ëåæàùèå íà

äèàìåòðå âûïóêëîé îáîëî÷êè. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè
�

xk è
�

xl ïðÿìóþ L. Îñóùåñò-

âèì ïîâîðîò è ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû äèàìåòð âûïóêëîé îáîëî÷-

êè ëåæàë íà îñè Ox�1. Ñòðîèì íàèìåíüøèé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ñîäåð-

æàùèé òî÷êè � � � �x xn1 � . Ñæèìàåì ïðîñòðàíñòâî, ïðåâðàùàÿ ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëå-

ëåïèïåä â ãèïåðêóá. Íàéäåì öåíòð
�

x0 ãèïåðêóáà è âû÷èñëèì ðàññòîÿíèÿ r r rn1 2, � ��

îò íåãî äî êàæäîé òî÷êè. Íàéäåì íàèáîëüøåå ÷èñëî R r r rn� � �max ( , )1 2 � . Ïîñòðî-

èì ãèïåðøàð ñ öåíòðîì â òî÷êå
�

x0 è ðàäèóñîì R . Ïðèìåíèì ê ýòîìó ãèïåðøàðó

îáðàòíûå îïåðàöèè ðàñòÿãèâàíèÿ, ïîâîðîòà è ïåðåíîñà, ïîëó÷àÿ òðåáóåìûé ýë-

ëèïñîèä â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü ýòîãî

àëãîðèòìà ðàâíà O n n( )lg .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîñòðîåííîãî ýëëèïñîèäà, ïî-

çâîëÿþùèå íàçûâàòü åãî äîâåðèòåëüíûì.

ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÎÂÅÐÈÒÅËÜÍÛÕ ÝËËÈÏÑÎÈÄÎÂ

Ïóñòü G M F� ( , ) , M R	 — ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ

íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Îñíîâíîé ðàñïðåäåëåííîé ìàññîé ãå-

íåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî B M	 òàêîå, ÷òî

P x B{ }
 � �1 � , ãäå x — ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç âûáîðêè, ïîëó÷åííîé ïðî-

ñòûì ñëó÷àéíûì âûáîðîì èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè G, à � — çàäàííûé

óðîâåíü çíà÷èìîñòè (íàïðèìåð, � � 0 05. ). Åñëè âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ

x x xn1 2, , ,� — ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäèíàêîâîé àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ïî óòâåðæäåíèþ Õèëëà [7]

P x x x x
j i

n
n i j( ( , ))( ) ( )� � 
 �

�

�
1

1
,

ãäå xn�1 — ñëåäóþùåå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè G,

à x xi j( ) ( ), — ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè. ×àñòè÷íûé âàðèàíò óòâåðæäåíèÿ Õèëëà,

êîãäà âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ x x xn1 2, , ,� — íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíàìè ñ îäèíàêîâûì íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì, äîêàçàí
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â [15]. Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà, åñëè âûáîðêà

( , , , )x x xn1 2 � ñîñòîèò èç ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ [16].

Òåîðåìà 1. Åñëè � � �1 2 1, , ,� n� — ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñîâìåñòíîé ôóíê-

öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, òàêèå ÷òî P k m{ }� �� � 0 ïðè k m� , òî

P
n

k k k k k k n{ }� � � � � � � �    �
�

� � �1 1 1 1
1

1
, , , , ,� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F x x xk k( , , )1 2 � — ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ëþáûõ k âåëè÷èí èç � � �1 2 1, , ,� n� . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k n� �1 2 1, , ..., çàïè-

øåì ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P k k k k k k n{ }� � � � � � � �    �� � �1 1 1 1, , , , ,� �

�     �� � �� P x x x x x f x dxk k n k

R

{ � � � � �1 1 1 1
1

, , , , , / } ( )� � ,

ãäå f x F x( ) ( )� � — ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Çàìåòèì, ÷òî

P x x x x xk k n k{     � �� � �� � � � �1 1 1 1, , , , , / }� �

�
    � �

��

� � �lim
{ , , , , , , }

{�

� � � � � �

0

1 1 1 1P x x x x x

P x

k k n k� �

� ��
�

k }

�
� �

� ��

� �lim
( , , , , ) ( , , , , )

( ) (�

�

�0

1 1F x x x x F x x x x

F x F x

n n� �

)
�

�
� �

��

� �lim
( ( , , , , ) ( , , , , )) /

( ( )�

� �

0

1 1F x x x x F x x x x

F x

n n� �

F x

y
F x x y

f x

n

n

( )) /

( , , , )

( )�
�

�

�
�

� �

1 �

���

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

P
y

F x xk k k k k k n n{ }� � � � � � � �    �
�

�
� � � �1 1 1 1 1, , , , , ( , ,� � � , )y dx

R 1

� .

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû
�

�
�� y

F x x yn

R

1
1

( , , )� îäèíàêîâû ïðè k n� �1 2 1, , ..., .

Ñîáûòèå { }� � � � � � � �k k k k k k n   � � �1 1 1 1, , , , ,� � îçíà÷àåò, ÷òî íåêàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äîñòèãíåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ.

Ýòè ñîáûòèÿ îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, ò.å.

P k k k k k k n

k

n

{ }� � � � � � � �    �� � �
�

�

� 1 1 1 1

1

1

, , , ,,� �

� �
�

�
���( ) ( , , , )n

y
F x x y dxn

R

1 11
1

� .

Òàêèì îáðàçîì, P
n

k k k k k k n{ }� � � � � � � �    �
�

� � �1 1 1 1
1

1
, , , , ,� � .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Åñëè � � �1 2 1, , ,� n� — ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, òàêèå ÷òî
P k j{ }� �� �( ) 0 ïðè k j� , à � � �( ) ( ) ( )1 2� � �� n — âàðèàöèîííûé ðÿä, ïî-

ñòðîåííûé ïî ïåðâûì n çíà÷åíèÿì, òî P
n

n j j{ }� � �� �
 �
�

1 1
1

1
( , ]( ) ( ) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì ïîëóèíòåðâàë ( , ]( ) ( )� �i j�1 íà îòðåçêè:

P Pn j j n j n j{ } { }� � � � � � �� � � � �
 � � � �1 1 1 1 1( , ] ,( ) ( ) ( ) ( )

� 
 � � �� � � �P Pn j j n j{ } { }� � � � �1 1 1 1( , )( ) ( ) ( )

� � � �� � �� P n i n i n i

i i i
j

n

{� � � � � �1 1 11 1

1 2

, , , ,

, , ,

�

�

� � � � � �n i n i n ij j n� � �� � �
� �1 1 11 2

, , ,� }.

Ïåðâûé ÷ëåí ñîäåðæèò Cn
j ñëàãàåìûõ, ò.å. âñå òàêèå êîìáèíàöèè

{ }i i in1 2, , ,� ÷èñåë { }1 2, , ,� n , ÷òî j âåëè÷èí ñðåäè � � �1 2, , ,� n ìåíüøå � n�1,

à îñòàëüíûå n j� âåëè÷èíû íå ìåíüøå � n�1. Ïî ïðèíöèïó âêëþ÷åíèÿ–èñêëþ÷å-

íèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî

P n j j{ }� � �� �
 �1 1( , ]( ) ( )

� �
�
�

� � �� � �P n i n i n i

B

j
� � � � � �1 1 11 1

, , ,�

� �							 
							
�i i in1 2, , ,

,�

� � � � � �n i

A

n i

A

n ij j n� � �� � �
� �1 1 11

1

2

2

� �		 
		 � �		 
		

�, , ,

An j�

�
�
�

�
� �	 
	

� � �
�

�

�
�

�

�
� �

k

n j
k

n i

s s s
q i i

P

k

j j

0

11
1

1 2

1

( ) , ,

, , ,
,

{

{ }
{

� � �

�

2

1 2

1

, ,
, , ,

,

�

�

i
i i i

n i

n

n

j

}

�� � �� �

� � � �n s n sk� �� �1 11
, ,� }.

Ïîñêîëüêó íà èíòåðâàëå ( , )( ) ( )� �j j�1 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F àáñîëþòíî

íåïðåðûâíà, ïî òåîðåìå 1 ïîëó÷àåì

P n j j{ }� � �� �
 �1 1( , ]( ) ( )

� �
� ��

�
�

�

� �

�� ( )

, , ,

, , ,

1
1

1
1 2

1 2

0

k

s s s

i i i

k

n j

j k
k

j j n

{ }

{ }

�

�

i i in1 2, , ,�

� �

� �
� �

� ��
�

�

�
�� �C C

j k
C C t dtn

j k
n j
k

k

n j

n
j k

n j
k j k( ) ( )1

1

1
1

0 0

1

k

n j

�

�

� �
0

� � � ��

�

�

�
�

� ��C t t dt C C t dtn
j j n j

n
j

k

n j
k

n j
k j k( ) ( )1 1

0

1

00

1

.

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì áåòà-ôóíêöèè:

P C j n j C
j n

n j j n
j

n
j{ } B� � �� �
 � � � � �

�
1 1 1 1

1
( , ] ( , )

( ) (
( ) ( )

� � � �

�
�

j

n

1

2

)

( )�

�
�

�
�

�

�

�
�

�
C

j n j

n

n

j n j

j n j

n n
n
j !( )!

( )!

!

!( )!

!( )!

( )!1 1

1

1
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî

P
j i

n
n i j{ }� � �� 
 �

�

�
1

1
( , )( ) ( ) � � � � �0 1i j n ,

ãäå � �0 1� � � � � ��, n .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

P Pn i j n i i{ } { }� � � � � �� � �
 � 
 �1 1 1( , ) [ , )( ) ( ) ( ) ( )

� 
 � � 
 �� � � � �P P
j

n i i n j j{ } { }� � � � � �1 1 2 1 1[ , ) [ , )( ) ( ) ( ) ( )�

�

�

i

n 1
.

Ëåììà 1. Åñëè äâà ñëó÷àéíûõ âåêòîðà:
�

�x n1 1
1

2
1 1� � �( , )� � � è

�

�x2 1
2

2
2� �( ,� �

� � � n
2 ) , èìåþò îäèíàêîâóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fG , òî äëÿ ëþáîé

òî÷êè X x x xn0 1
0

2
0 0� ( , ,... , ) ðàññòîÿíèÿ r x x xn n1 1

1
1
0 2

2
1

2
0 2 1 0 2� � � � � � �( ) ( ) ( )� � ��

è r x x xn n2 1
2

1
0 2

2
2

2
0 2 2 0 2� � � � � � �( ) ( ) ( )� � �� ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû r r x1 1� ( )
�

: F x P r xr1 1( ) � �{ }. Äëÿ x � 0 âåðîÿòíîñòü ðàâíà íóëþ, òàê êàê r1 —

ðàññòîÿíèå, âåëè÷èíà íåîòðèöàòåëüíàÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x  0 :

P r x P x x x xn n{ }1 1
1

1
0 2

2
1

2
0 2 1 0 2� � � � � � � � ��

�
�

�
�( ) ( ) ( )� � ��

�
.

Îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé ( ) ( ) ( )� � �
1
1

1
0 2

2
1

2
0 2 1 0 2� � � � � � �x x x xn n� , ÿâëÿåò-

ñÿ øàðîì â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ öåíòðîì â òî÷êå X 0 è ðàäèóñîì x . Îáîçíà-

÷èì ýòó îáëàñòü O
X

x

0

. Òîãäà

P r x P x O f t t t dt dt
X

x

O

G n

X
x

{ } { }1 1 1 2 1 2
0

0

� � 
 � ��
�

( , , ..., ) ...dtn .

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ r1 èìååò âèä

F x

x

f t t t dt dt dt xr

O

G n n

X
x

1

0

0 0

1 2 1 2( )

, ,

( , , ..., ) ... ,�

�

�� 0.

�

�
�

�
�

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåêòîðû
�

x1 è
�

x2 èìåþò îäèíàêîâóþ ôóíêöèþ ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî, ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ äëÿ r2 , ïîëó÷èì

F x

x

f t t t dt dt dt xr

O

G n n

X
x

2

0

0 0

1 2 1 2( )

, ,

( , , ..., ) ... ,�

�

�� 0.

�

�
�

�
�

Èíà÷å ãîâîðÿ, F x F xr r1 2
( ) ( )� , ýòî çíà÷èò, ÷òî r1 è r2 — îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Åñëè âåêòîðû
� �

�

�

x x xn1 2, � � ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûìè è

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-

ñòè G, En — äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñîèä, ñîäåðæàùèé òî÷êè
� �

�

�

x x xn1 2, � � ,

è
�

x Gn� 
1 , òî P x E n nn n( ) / ( )
�

� 
 � �1 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

âñåõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ èçìåíÿþòñÿ îäèíàêîâî. Ñîîòâåòñòâåííî � � � � �
� �

�

�

x x xn1 2,

òàêæå ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè èç ãåíå-

ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè �G , êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïðåîáðàçîâàííûå ýòèì æå ïðåîáðà-

çîâàíèåì òî÷êè, â òîì ÷èñëå è � �
�

xn 1. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè � � � � �
� �

�

�

x x xn1 2, îñòàþòñÿ

ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûìè (ïåðåñòàíîâî÷íûìè). Ïî ëåììå 1 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
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r r rn1 2, , ..., ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè. Ïîñêîëüêó èõ ïîðÿäîê çàâèñèò

òîëüêî îò ïîðÿäêà ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûõ òî÷åê � � � � �
� �

�

�

x x xn1 2, , òî îíè òàêæå

ñèììåòðè÷íî çàâèñèìûå. Òåïåðü åñëè äëÿ
�

xn�1 âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå rn�1 äî

öåíòðà ãèïåðêóáà, òî ïî òåîðåìå 2

P r r
n

n
P x En n n n( ) ( )( )� �� �

�
� 
1 1

1

�

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Óðîâåíü çíà÷èìîñòè äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà, íå ïðåâûøà-

þùèé 0.05, äîñòèãàåòñÿ ïðè n �19.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè n �19, òî ïëîùàäü äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà ìîæíî

óìåíüøèòü áåç óâåëè÷åíèÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, óäàëèâ íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ

r rl n( ) ( )� �� , ïðè óñëîâèè, ÷òî l �19 .

Ñëåäñòâèå 3. Ïîñêîëüêó â ëåììå 1 òî÷êà X x x xn0 1
0

2
0 0� ( , , ..., ) ïðîèçâîëüíàÿ,

â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè, îò êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå äî êàæäîé èç òî÷åê

� � � � �
� �

�

�

x x xn1 2, , ìîæíî âûáèðàòü êàê öåíòð êâàäðàòà, òàê è öåíòðîèä ìíîæåñòâà òî÷åê.

Îïèñàííîìó àëãîðèòìà ñâîéñòâåííî íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé: 1) íà ãðàíèöå

ýëëèïñîèäà âñåãäà ëåæèò òîëüêî îäíà òî÷êà; 2) ýëëèïñîèä ñîäåðæèò n òî÷åê ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ n n/ ( )�1 , íå çàâèñÿùåé îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ; 3) â ïðàêòè÷åñ-

êèõ ïðèëîæåíèÿõ ìíîæåñòâî òî÷åê âñåãäà ìîæíî îãðàíè÷èòü 20 âûáîðêàìè, ãà-

ðàíòèðóÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè, íå ïðåâûøàþùèé 0.05. Ýòî îòêðûâàåò

âîçìîæíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷.

ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ ÄÎÂÅÐÈÒÅËÜÍÛÕ ÝËËÈÏÑÎÈÄÎÂ

Èñïîëüçóÿ äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñîèäû, ìîæíî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Ìíîãîìåðíîå ðàíæèðîâàíèå. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ èñõîäíîå

ìíîæåñòâî òî÷åê M x xn n� � �{ }
�

�

�

1 . Ñòðîèì äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñîèä En , ñîäåð-

æàùèé ìíîæåñòâî M n . Èñêëþ÷àåì èç ìíîæåñòâà M n òî÷êó
�

x( )1 , ëåæàùóþ íà ýë-

ëèïñîèäå En . Ýòà òî÷êà èìååò íàèìåíüøóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ãëóáèíó. Ñòðîèì äî-

âåðèòåëüíûé ýëëèïñîèä En�1, ñîäåðæàùèé òî÷êè M xn \ ( ){ }
�

1 . Íàõîäèì òî÷êó
�

x( )2 , ëåæàùóþ íà åãî ãðàíèöå. Ïðîäîëæàÿ äàëüøå, ïîëó÷èì âàðèàöèîííûé ðÿä
� �

�

�

x x x n( ) ( ) ( )1 2� � � . Îòíîøåíèå ïîðÿäêà çäåñü èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ñìûñëå ñòà-

òèñòè÷åñêîé ãëóáèíû.

Îïðåäåëåíèå ìåäèàíû. Òî÷êà, èìåþùàÿ íàèáîëüøóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ãëó-

áèíó, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðèáëèæåíèå ìåäèàíû.

Îïðåäåëåíèå âûáðîñîâ. Òî÷êè, èìåþùèå íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ ñòàòèñòè-

÷åñêîé ãëóáèíû, ÿâëÿþòñÿ âûáðîñàìè.

Îïðåäåëåíèå êâàíòèëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ. Ýëëèïñîèä En ñîäåðæèò n òî-

÷åê ñ âåðîÿòíîñòüþ n n/ ( )�1 . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ð-ãî êâàíòèëÿ ìîæíî îïðåäå-

ëèòü çíà÷åíèå m òàêîå, ÷òî p n n� �/ ( )1 , è ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîèäà Em èíòåð-

ïðåòèðîâàòü êàê àïïðîêñèìàöèþ óðîâíÿ ð-ãî êâàíòèëÿ.

Óñòðàíåíèå íåîïðåäåëåííîñòè. Äîïóñòèì, ìû õîòèì ðàçäåëèòü ñ ïîìîùüþ ýë-

ëèïñîèäîâ äâå îáó÷àþùèõ âûáîðêè òî÷åê: K x xn1 1� { }, ..., è K y ym2 1� { }, ..., , ïðè-

íàäëåæàùèõ äâóì ðàçíûõ êëàññàì. Ïîñòðîèì äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñîèäû E1 è E2 äëÿ

ìíîæåñòâ K1 è K2 . Ðàñïîçíàâàíèå íåèçâåñòíîé òî÷êè z ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå óñëîâèé

z E
 1 èëè z E
 2 . Åñëè ýëëèïñîèäû íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî íåîäíîçíà÷íîñòü âîçíèêà-

åò, òîëüêî åñëè òî÷êà íå ïîïàäàåò íè â îäèí ýëëèïñîèä. Åñëè ýëëèïñîèäû ïåðåñå-

êàþòñÿ, òî ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé âèä íåîäíîçíà÷íîñòè, êîãäà òî÷êà z ïîïàäàåò â ïåðå-

ñå÷åíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ãëóáèíó òî÷êè z â ìíî-

æåñòâàõ K1 è K2 è îòíåñòè åå ê òîìó êëàññó, ãäå åå ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãëóáèíà áîëüøå.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ýëëèïòè÷åñêîãî ïèëèíãà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ñ âû÷èñ-

ëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ è îäíîçíà÷íûì ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçíèêàþùåãî ïîðÿäêà

âûáîðîê. Îí äîïóñêàåò òî÷íûå îöåíêè äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ ýëëèïñîèäîâ, íå

çàâèñÿùèå îò ïðåäïîëîæåíèé î ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ âûáîðîê è èõ

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðèðîäû. Ýòîò ìåòîä ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ñíèæåíèÿ íåîïðå-

äåëåííîñòè ïðè êâàäðàòè÷íîì äèñêðèìèíàíòíîì àíàëèçå è ïðè ðåøåíèè äðóãèõ

çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, òðåáóþùèõ ðàíæèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ äàííûõ

(â ÷àñòíîñòè, ïðè êëàñòåðèçàöèè öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé).
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