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ÓÄÊ 519.6 ÌÅÒÎÄ ÈÍÒÅÐËÈÍÀÖÈÈ ÂÅÊÒÎÐ-ÔÓÍÊÖÈÉ
�
w x y z t( , , , ) ÍÀ ÑÈÑÒÅÌÅ ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÛÕ
ÏÐßÌÛÕ È ÅÃÎ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ
Â ÌÅÆÑÊÂÀÆÈÍÍÎÉ ÑÅÉÑÌÈ×ÅÑÊÎÉ
ÒÎÌÎÃÐÀÔÈÈ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñåéñìè÷åñêàÿ òîìîãðàôèÿ, âåêòîð óñêîðåíèÿ, èíòåðëèíà-

öèÿ ôóíêöèé, ñåéñìè÷åñêîå çîíäèðîâàíèå êîðû Çåìëè, àêñåëåðîìåòðû.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ èíòåðëèíàöèè âåê-

òîð-ôóíêöèé
�
w x y z t( , , , ) , çàäàííûõ ñâîèìè ñëåäàìè

�
w z tk ( , ) �

�
w X Y z tk k( , , , ) ,

k M�1, , íà ñèñòåìå ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ

�k k kx y z x X y Y H z� � � � � �{ }( , , ): , , 0 , k M�1, . Îïåðàòîðû ïîçâîëÿþò

âû÷èñëÿòü âåêòîð
�
w â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ( , , )x y z ìåæäó ïðÿìûìè �k äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t � 0 . Ýòîò ìåòîä ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ñåéñìè÷åñêîé ìåæñêâàæèííîé àêñåëåðîìåòðè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè ñòðóêòóðû êîðû Çåìëè íà îñíîâå äàííûõ
�
w z tk ( , ) , k M�1, , î âåêòîðå óñêî-

ðåíèÿ
�
w x y z t( , , , ) â êàæäîé òî÷êå ïðÿìîé — ñêâàæèíå �k äàííîé ñèñòåìû ñêâà-

æèí, ïîëó÷åííûõ àêñåëåðîìåòðàìè ïðè ñåéñìè÷åñêîì çîíäèðîâàíèè êîðû Çåìëè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ôîðìóëèðîâàíèþ è èññëåäîâàíèþ ìåòîäà âîññòà-

íîâëåíèÿ âåêòîðà
� � �
w x y z t a x y z t i a x y z t j a x y z t( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , ,� � �1 2 3 )

�
k

â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ( , , , )x y z t ìåæäó ïðÿìûìè äàííîé ñèñòåìû ïðîèçâîëüíî

ðàñïîëîæåííûõ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ (ñêâàæèí) �k x y z� {( , , ): x X k� ,

y Y H zk� � � �, 0} , k M�1, , íà îñíîâå äàííûõ

� � � �
w z t a z t i a z t j a z t kk k k k( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � �1 2 3 ,

a z t a X Y z tk k k1 1( , ) ( , , , )� ; a z t a X Y z tk k k2 2( , ) ( , , , )� ;

a z tk3 ( , ) � a X Y z tk k3 ( , , , ), k M�1, .

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé ýòîãî ìåòîäà — ïîñòðîåíèå ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ìåæñêâàæèííîé àêñåëåðîìåòðè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîðû

Çåìëè íà îñíîâå äàííûõ ñåéñìè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ, êîãäà ôóíêöèè

a z t i j Mij ( , ), , , ,� �1 3 1 , — êîìïîíåíòû âåêòîðà óñêîðåíèÿ, èçìåðåííûå àêñåëåðî-

ìåòðàìè â êàæäîé òî÷êå z ñêâàæèíû, êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè
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t � 0 . Ýòî óñêîðåíèå ñâÿçàíî ñ ñåéñìè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè êîðû Çåìëè, âîçíè-

êàþùèìè âñëåäñòâèå çåìëåòðÿñåíèÿ èëè ïðîâåäåííîãî ÷åëîâåêîì âçðûâà.

ÀÍÀËÈÇ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÍÛÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ

Â çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñðåä, ÿâëÿþùåéñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ

çàäà÷ ñîâðåìåííîñòè [1], øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ñåéñìè÷åñêîé òîìîãðà-

ôèè — ìåòîäîëîãèÿ îöåíêè ñâîéñòâ Çåìëè [2–13]. Â îáùåé ñåéñìîëîãèè òîìîã-

ðàôèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèøü ÷àñòüþ ñåéñìè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ è, êàê ïðàâèëî, ïðè-

ìåíÿåòñÿ äëÿ ñïåöèàëüíûõ öåëåé — îöåíêè ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí

ñæàòèÿ (P-âîëí, compressional waves) è âîëí ñäâèãà ôðàãìåíòà èçîáðàæåíèÿ

(S-âîëí). Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ

êîýôôèöèåíòà Q îñëàáëåíèÿ êîëåáàíèé. Äðóãîé îáëàñòüþ ñåéñìè÷åñêîãî èçî-

áðàæåíèÿ ñòðóêòóðû êîðû Çåìëè ÿâëÿåòñÿ ñåéñìè÷åñêàÿ ìèãðàöèÿ, ïðè êîòîðîé

îöåíêè ñâîéñòâ âêëþ÷àþò êîýôôèöèåíò ðåôëåêòèâíîñòè, õàðàêòåðèçóþùèé ñïî-

ñîáíîñòü âîëí ê îòðàæåíèþ, èëè ðåôëåêòèâíîñòü (reflection– îòðàæåíèå).

Íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ñåéñìè÷åñêîé òîìîãðàôèè ñîñòîèò â îöåíêå ñêî-

ðîñòè P-âîëí. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ: òîìî-

ãðàôèÿ âðåìåí ïðèáûòèÿ — ðåôðàêöèîííàÿ (refraction traveltime tomography;

refraction — ïðåëîìëåíèå); êîíå÷íî-÷àñòîòíàÿ òîìîãðàôèÿ âðåìåí ïðèáûòèÿ

(finite-frequency traveltime tomography); ðåôëåêñèâíàÿ òîìîãðàôèÿ âðåìåí ïðèáû-

òèÿ (reflection traveltime tomography); òîìîãðàôèÿ ôîðì ñåéñìè÷åñêèõ âîëí

(waveform tomography). Ñåéñìè÷åñêàÿ òîìîãðàôèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê îáðàòíàÿ

çàäà÷à. Â ðåôðàêöèîííîé òîìîãðàôèè âðåìåí ïðèáûòèÿ íàáëþäàåìûìè äàííûìè

ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå âðåìåíà t ïðèáûòèÿ âîëí â òî÷êè èçìåðåíèÿ è ïàðàìåòðàìè ìî-

äåëè ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîñòü (slowness) s � �� 1, ãäå � — ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

âîëíû. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê t Ls� , ãäå L — ñîîòâåò-

ñòâóþùèé îïåðàòîð, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ëó÷åâûõ ïóòåé (raypath matrix).

Ðåôðàêöèîííàÿ òîìîãðàôèÿ âðåìåí ïðèáûòèÿ âîëí ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé

ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, îäíàêî èìååò íèçêóþ ðàçðåøàþùóþ ñïîñîá-

íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ îáðàçà ïîä ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå

âûñîêîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ïðè âîññòàíîâëåíèè îáðàçà íåîáõîäèìî îò-

êàçàòüñÿ îò áåñêîíå÷íî-÷àñòîòíîé àïïðîêñèìàöèè ëó÷åâîé òåîðèè (ray theory),

ïðèìåíèìîé êî âðåìåíè âîëíîâîãî «íà÷àëà», è èçìåðÿòü âðåìåíà ïðèáûòèÿ ñåé-

ñìè÷åñêèõ âîëí (èëè àìïëèòóäû) âî âðåìåííîì îêíå íåêîòîðîé äëèíû ñ èñïîëü-

çîâàíèåì êîððåëÿöèè (cross-correlation). Êîíå÷íî-÷àñòîòíàÿ òîìîãðàôèÿ ó÷èòû-

âàåò ýôôåêò äèôðàêöèè âîëí, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èçîáðàæåíèÿ ìåíüøèõ îá-

ðàçîâ èëè àíîìàëèé. Ìàòðèöû ëó÷åâûõ ïóòåé çàìåíÿþòñÿ îáúåìíûìè ÿäðàìè

÷óâñòâèòåëüíîñòè (volumetric sensitivity kernels), êîòîðûå â ãëîáàëüíîé òîìîãðà-

ôèè ÷àñòî íàçûâàþòñÿ áàíàíîâî-îðåõîâûìè ÿäðàìè, ïîñêîëüêó èõ ôîðìà íàïî-

ìèíàåò áàíàí, ñå÷åíèå êîòîðîãî íàïîìèíàåò îðåõ. Â êîíå÷íî-÷àñòîòíîé òîìîãðà-

ôèè âðåìåíà ïðèáûòèÿ âîëí è àìïëèòóäû çàâèñÿò îò ÷àñòîòû âîëí — óâåëè÷åíèå

âîëí ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè.

Äëÿ áîëåå ïîëíîãî èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèè â ñåéñìîãðàììàõ ïðèìåíÿåò-

ñÿ òîìîãðàôèÿ ôîðì âîëí, â êîòîðîé ñåéñìîãðàììû ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè

äàííûìè. Â ñåéñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü

àêóñòè÷åñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ àïïðîêñèìàöèþ ýëàñòè-

÷åñêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí (elastic wave propagation — ðàñïðîñòðàíåíèå óïðó-

ãèõ âîëí). Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí

ðàçðàáîòàíû ñõåìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Òî-

ìîãðàôèÿ ýëàñòè÷åñêèõ ôîðì âîëí áîëåå ñëîæíàÿ, ÷åì òîìîãðàôèÿ àêóñòè÷åñêèõ
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ôîðì âîëí.

Àíàëèç ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷ ñåéñìè÷åñêîé òî-

ìîãðàôèè, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî êëàññè÷åñêèå ìåòîäû âû÷èñëè-

òåëüíîé ìàòåìàòèêè, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

óñêîðåíèÿ
�
w z tk ( , ) , k M�1, , — òî÷åê êîðû, ñâÿçàííûå ñ ñåéñìè÷åñêèìè êîëåáà-

íèÿìè âñåõ òî÷åê ñêâàæèí �k , k M�1, , íà ãëóáèíå z â ìîìåíò âðåìåíè t, íå

èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñåéñìè÷åñêîé òîìîãðàôèè.

Èíûìè ñëîâàìè, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà-óñêîðåíèÿ
�
w x y z t( , , , ) ñåéñìè÷åñêèõ êîëåáàíèé ìåæäó ñêâàæèíàìè ñ ïîìîùüþ èõ ñëåäîâ
�
w z t k Mk ( , ), ,�1 , â ñêâàæèíàõ �k k M, ,�1 , â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Çàìå÷àíèå. Ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè âåêòîð-ôóíêöèé
�
w z t k Mk ( , ), ,�1 , ñëîæíî ðåàëèçîâàòü íà ïðàêòèêå, òàê êàê ñîâðåìåííûå àêñåëå-

ðîìåòðû ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü çíà÷åíèÿ âåêòîðà–óñêîðåíèÿ êîëåáàíèé ëèøü â îò-

äåëüíûõ òî÷êàõ z z p Np� �, ,1 , ñêâàæèí. Îäíàêî ñ ïîìîùüþ çàäàííûõ

�
w z t p Nk p( , ), ,�1 , ìîæíî ïîñòðîèòü íåêîòîðûå ïðèáëèæåíèÿ

�
u z t k Nk ( , ), ,�1 ,

ê ðåàëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿì
� �
u z t w z t k Nk k( , ) ( , ), ,� �1 (â âèäå ïîëèíîìîâ, ñïëàé-

íîâ äâóõ ïåðåìåííûõ è ò.ä.) è ïîëüçîâàòüñÿ èìè â äàëüíåéøåì.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈß ÑÒÀÒÜÈ

Â [12, 13] ðàññìîòðåíî ïîñòðîåíèå îïåðàòîðîâ èíòåðëèíàöèè ñêàëÿðíûõ ôóíê-

öèé n (n � 2) ïåðåìåííûõ íà íåðåãóëÿðíî ðàñïîëîæåííûõ ëèíèÿõ. Äàëåå èññëå-

äóåì îïåðàòîðû èíòåðëèíàöèè âåêòîð-ôóíêöèè ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ: x y z t, , , .

Ââåäåì íóìåðàöèþ ïðÿìûõ �k k M, ,�1 , ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ïîñêîëüêó

àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà ïðåäëàãàåìûõ â äàííîé ðàáîòå îïåðàòîðîâ íå çàâèñèò îò

ñïîñîáà íóìåðàöèè. Ââåäåì ñèñòåìó âñïîìîãàòåëüíûõ (áàçèñíûõ) ôóíêöèé

h x y k Mk ( , ), ,�1 , ñî ñâîéñòâàìè h X Yk p p k p( , ) ,� � , k p M, ,�1 , �k p, — ñèìâîë

Êðîíåêåðà. Ïóñòü D R	 3 ,

�k D	 , k M�1, , C D R w x y z t i a x y z t( ) ( , , , ) ( , , , )
 � � �{
� �

1

� � � 

� �
ja x y z t ka x y z t a x y z t C D Rq2 3( , , , ) ( , , , ): ( , , , ) ( ), q �1 3, } .

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè
�
w x y z t C D R( , , , ) ( )� 
 , êîòîðàÿ èìååò ñâîéñòâà

� �
w X Y z t w z t p Mp p p( , , , ) ( , ), ,� �1 , (1)

îïåðàòîð

Ow x y z t w z t h x yk k

k

M� �

�

� ��( , , , ) ( , ) ( , )
�

1

(2)

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì èíòåðëèíàöèè [12, 13] ñî ñâîéñòâàìè

Ow x y z t C D R
� �

� 
( , , , ) ( ) ,
(3)

Ow X Y z t w z t p Mp p p

� �
� �( , , , ) ( , ), ,

�
1 . (4)

Íèæå äàí îáçîð ðàçëè÷íûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé è èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà.
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Ïîëèíîìèàëüíûå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè.

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð Ow x y z t
� �

( , , , ) , â êîòîðîì

h x y h x y

x X X X y Y Y Y

k M k

i k i i k i

i
( , ) ( , )

(( )( ) ( )( ))

,� �

� � � � �
�1,

,

(( ) ( ) )

i k

M

k i k i

i i k

M

X X Y Y

�

� �

�

� � � �2 2

1

, (5)

k M�1, , M � 2 ,

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñåòêè óçëîâ ( , ) ( , )X Y X Yp p q q� , p q� , p q M, ,�1 , ÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîðîì èíòåðëèíàöèè âåêòîð-ôóíêöèè
�
w ñî ñâîéñòâàìè (3)–(4), âñïîìîãàòåëü-

íûå ôóíêöèè êîòîðîãî ïðåäñòàâèìû ïîëèíîìàìè íàèìåíüøåé ñòåïåíè M �1.

Ôîðìóëà (2) äëÿ âû÷èñëåíèÿ Ow x y z t
� �

( , , , ) ïðè òàêîì ïîëèíîìèàëüíîì âû-

áîðå âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé h k Mk , ,�1 , ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíîé ôîðìóëîé èí-

òåðëèíàöèè, òàê êàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà Ow x y z t
� �

( , , , ) â êàæäîé òî÷êå

( , , , )x y z t íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü åãî ñëåäû
�
w z tk ( , ) âî âñåõ M ïðÿìûõ. Èíûìè

ñëîâàìè, òàêèå ôîðìóëû äëÿ Ow x y z t
� �

( , , , ) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ íå òîëüêî â íå-

êîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðîãíîçà ðàñïðåäåëåíèÿ
�
w x y z t( , , , ) ìåæäó ïðÿìûìè �k ,

k M�1, , íî è â îêðåñòíîñòè îáëàñòè D — âûïóêëîé îáîëî÷êè ïðÿìûõ �k ,

k M�1, . Îäíàêî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî äàæå äëÿ ïîëèíîìîâ îäíîé ïåðåìåííîé

äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (íàïðèìåð, | |x ), äëÿ

êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P xM ( ) èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ñ ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè íà [ , ]�1 1 íå ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ïðè

M  � . Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå â îïåðàòîðàõ èíòåðëèíàöèè âñïîìîãàòåëüíûõ

ôóíêöèé h x yk ( , ) , k M�1, , â âèäå àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ îò äâóõ ïåðåìåí-

íûõ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàçìåùåíèè óçëîâ ( , )X Yp p ,

p M�1, , è áîëüøèõ çíà÷åíèé M òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé (ñì.

íèæå òåîðåìó).

Ãëîáàëüíûå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè íåïîëèíîìèàëüíîãî òèïà. Ìîæíî
èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå h x yk ( , ) , k M�1, , òàêèå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè

H x yk , ( , )� �H x y h x y h x yM k M k M p

p

M

, , , ,( , ) | ( , )| | ( , ) |�
� ��
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
1

1

, k M�1, , (6)

ãäå � � 0 — íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è h x yM k, ( , ) çàäàþòñÿ â âèäå (5)

èëè â âèäå h x y d x yM k j
j
j k

M

, ( , ) ( , )�
�
�

�
1

, d x y x X y Yj j j( , ) ( ) ( )� � � �2 2 . Èõ

âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ïîëèíîìèàëüíûìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèè

H x yk , ( , )� , k M�1, , îáëàäàþò ñâîéñòâîì 0 1� �H x yk , ( , )� , k M�1, , ò.å. îïå-

ðàòîð èíòåðëèíàöèè Ow x y z t
� �

( , , , ) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ýòè îïåðàòîðû

64 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2013, ¹ 3



ñîõðàíÿþò ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà � � 0 ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ïðè-

áëèæàåìîé ôóíêöèè (âûïóêëîñòü, âîãíóòîñòü è ò.ä.), ÷òî ïîçâîëÿåò èõ ðåêî-

ìåíäîâàòü äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Îäíàêî îíè èìåþò ìàëûé ïîðÿäîê ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè, êàê âñå ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû [13, 17].

Ëîêàëüíûå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè-ñïëàéíû 1-é ñòåïåíè. Â êà÷åñòâå

ôóíêöèé h x y k Mk ( , ), ,�1 , ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå ëîêàëüíûå ñïëàéíû

1-é ñòåïåíè. Íàïðèìåð, âûïîëíèâ òðèàíãóëÿöèþ ñèñòåìû òî÷åê P X Yk k k( , ) ,

k M�1, , â êàæäîì òðåóãîëüíèêå T� � � � �, ( , , )� 1 2 3 , ñ âåðøèíàìè Pk ,

k � � � �1 2 3, , , � � �1 2 3 1 2, , , , ...,�{ }M , ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè

� p q p p

q q

x y

x y

X Y

X Y

, ( , ) �

1

1

1

; � �� � �

� �

� �

� �

� � � �1 2 3

1 1

2 2

3 3

2 3 1 1

1

1

1

, , , ( , )� �

X Y

X Y

X Y

X Y ;

h x y
x y

�
� �

� � �

�

1

2 3

2 1 3

( , )
( , ),

, ,

�
�

; h x y
x y

�
� �

� � �

�

2

1 3

2 1 3

( , )
( , ),

, ,

�
�

; h x y
x y

�
� �

� � �

�

3

1 2

3 1 2

( , )
( , ),

, ,

�
�

.

Ïîñòðîèì äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà T� îïåðàòîðû èíòåðëèíàöèè O w�

� �
:

O w x y z t w z t h x y w z t h x y� � � � �

� �
� �( , , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,

� �

1 1 2 2
) ( , ) ( , )�

�
w z t h x y� �3 3

;

O w P z t w z t� � �

� �
�( , , ) ( , )

1 1

�
; O w P z t w z t� � �

� �
�( , , ) ( , )

2 2

�
;

O w P z t w z t� � �

� �
�( , , ) ( , )

3 3

�
;

Ow x y z t O w x y z t
� � � �

�( , , , ) ( , , , )� , ( , , ) [ , ]x y z T H� 
 �� 0 , T D� 	 , t � 0 .

Òåîðåìà 3. Îïåðàòîð Ow x y z t
� �

( , , , ) èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

à) îí ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñïëàéí-èíòåðëèíàöèè âåêòîð-ôóíêöèé ÷åòûðåõ

ïåðåìåííûõ
�
w x y z t( , , , ) íà ñèñòåìå ïðÿìûõ �k k M, ,�1 :

Ow X Y z t w z tk k k

� �
�( , , , ) ( , )

�
, � � �H z 0 , t � 0 , k M�1, ;

á) êàæäîé íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè
�
w x y z t C( , , , ) ( )� � ,

� �� � � 
 � �( , , , ): ( , , ) [ , ],x y z t x y z D H t0 0 ,

ýòîò îïåðàòîð ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåïðåðûâíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ

�
w x y z t C Ow x y z t C( , , , ) ( ) ( , , , ) ( )� � �

� �
� � .

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ O w x y z t�

� �
( , , , ) èñïîëüçóþòñÿ ñëåäû âåêòîðà

�
w

ëèøü íà òðåõ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà

( , )x y T� � � � �z H[ , ]0 , t � 0 .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò äëèí
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ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ T�, à òàêæå è âåëè÷èí èõ óãëîâ. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî

èñïîëüçîâàíèå ëîêàëüíûõ ïðèáëèæåíèé íå ïîçâîëÿåò ñ èõ ïîìîùüþ ïðî-

ãíîçèðîâàòü çíà÷åíèÿ
�
w çà ïðåäåëàìè îáëàñòè � .

Èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû Çëàìàëà–Æåíèøåêà 3-é ñòåïåíè äâóõ ïå-
ðåìåííûõ íà ïðîèçâîëüíîé ñåòêå óçëîâ òðèàíãóëÿöèè. Â ðàáîòå [14] (ñì. òàê-

æå áèáëèîãðàôèþ ê íåé) èçëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ ñïëàéíîâ

3-é ñòåïåíè Çëàìàëà–Æåíèøåêà äâóõ ïåðåìåííûõ íà íåðåãóëÿðíîé òðèàíãóëèðî-

âàííîé ñåòêå óçëîâ. Èñïîëüçóåìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñïëàéíîâ äàííûå âêëþ-

÷àþò çíà÷åíèÿ ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè è åå ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â âåð-

øèíàõ òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè è çíà÷åíèÿ ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè â ñðåä-

íèõ òî÷êàõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïîñêîëüêó â ïðèëîæåíèÿõ (â ÷àñòíîñòè,

â ñåéñìè÷åñêîé òîìîãðàôèè) çíà÷åíèÿ ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñ-

òíû, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä èõ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ. Ïî-

ýòîìó ñíà÷àëà èçëîæèì îñíîâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ

ñïëàéíîâ 3-é ñòåïåíè äâóõ ïåðåìåííûõ íà ïðîèçâîëüíîé ñåòêå óçëîâ òðèàíãóëÿ-

öèè, à çàòåì èçëîæèì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííî-àïïðîêñèìàöèîííûõ

ñïëàéíîâ 3-é ñòåïåíè äâóõ ïåðåìåííûõ, áàçèðóþùèõñÿ íà ýòèõ ñïëàéíàõ.

2D êóáè÷åñêèå èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû íà íåðåãóëÿðíîé ñåòêå
óçëîâ òðèàíãóëÿöèè. Ïóñòü A X Y A x y k Mk k k k k k( , ) ( , ), ,� �1 , — ïðîèçâîëüíàÿ

ñåòêà óçëîâ, A Dk � � [ , ]0 1 2 , k N�1, . Ðàçîáüåì îáëàñòü D íà òðåóãîëüíèêè

T Dpqr 	 ñ âåðøèíàìè Ap , Aq , Ar , p q r� � ; p q r M, , , , ...,�{ }1 2 . Ââåäåì â ðàñ-

ñìîòðåíèå ñèñòåìó äåñÿòè ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ: h x ypqr ( , ) , h x y
r b
pqr
,

( , ) ,

� � �� ( , )1 2 , 0 11 2� � � �| |� � � , êîòîðûå ñ÷èòàåì îïðåäåëåííûìè òîëüêî â òðåó-

ãîëüíèêå Tpqr :

h x y
w x y

w X Y

w x y

w X
pqr

p q

p q pqr pqr

q r

q r p

( , )
( , )

( , )

( , )

(

,

,

,

,

�
qr pqr

r p

r p pqr pqrY

w x y

w X Y, )

( , )

( , )

,

,

,

h x y
x x y y

w x y
w

r
pqr r r

p q

p q
, ,

,

( , )
( ) ( )

!
( , )

(
�

� �

�
�

� �
� �

1 2
2

2

1

x y
x yr r

, )
( , )

| |
 
!
"

#"

$
%
"

&"

�1 �

,

ãäå w x y

x y

x y

x y

y y x x y y x xp q p p

q q

p q p q p p, ( , ) ( )( ) ( )(� � � � � � �

1

1

1

) ,

1 1
1

u x y
D

u x yp q x y p q
r r

, ( , )

| |

, (
( , ) ( , )

 
!
#

$
%
&

�
�

�
�
�

�

�
�
�

� �

	

x y

r r

r r

x x y y

, )| | | |

( ) ( )

!0 1

1 2

� � �
�

� �

	 �

	 	

	
,

	 	 	� ( , )1 2 , 	
 	 	� �1 2! ! , | |	 	 	� �1 2 , D
x y

	
	

	 	
�

'

' '

| |

1 2

, D h hp q r p q r
0 0,

, , , ,� ,

X
x x x

pqr
p q r�
� �

3
, Y

y y y
pqr

p q r�
� �

3
.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ h x ypqr ( , ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì 3-é ñòåïåíè ñî ñâîéñòâàìè

h X Ypqr pqr pqr( , ) �1 ,
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D h X Ypqr i i
	 ( , ) � 0 , 0 1� �| |	 , i p q r�{ }, , .

Ëåììà 2. Ôóíêöèè h x y
r
pqr
,

( , )
�

ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè 3-é ñòåïåíè ñî ñâîéñòâàìè

h X Y
k
pqr

k, , , | |( , )
� �� �� � �� 0 ; k p q r, , ,��{ } , 0 1� �| |� ,

� � �� ( , )1 2 , | | ,� � �� �1 2

D h X Y
k
pqr

k
	

� 	 � 	 �� � �
, , , ,( , )� � ��

1 1 2 2
, | |	 �1 , 	 	 	� ( , )1 2 , | | .	 	 	� �1 2

Òåîðåìà 4. Îïåðàòîð

O f x y D f x y h x ypqr x y k
pqr

k
k k

( , ) ( , )| ( , )

| |

( , ) ,
�

� ��
� �

�
�

0 1{p q r, , }

� �

� �( ( , ) ) ( , )f X Y z h x ypqr pqr pqr pqr ,

z D f x y h X Ypqr x y k
pqr

pqr pqr

k p
k k

�
� ��
� �

�
�

( , ) ( , )
( , ) ,

| |{ 0 1, , }q r

�

ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôóíêöèè f x y C Tpqr( , ) ( )� 1 ïîëèíîì òðåòüåé

ñòåïåíè äâóõ ïåðåìåííûõ ñî ñâîéñòâàìè O f X Y f X Ypqr pqr pqr pqr pqr( , ) ( , )� ,

D O f x y D f x ypqr x y x yi i i i

	 	( , ) ( , )
( , ) ( , )

� , 0 1� �| |	 , i p q r�{ }, , .

Òåîðåìà 5. Îïåðàòîð

Of x y O f x ypqr( , ) ( , )� , ( , )x y T Dpqr� 	 (7)

èìååò ñâîéñòâà

Of X Y f X Yijk ijk ijk ijk( , ) ( , )� , T Dijk 	 , (8)

D Of X Y D f X Yi i i i
	 	( , ) ( , )� , i M�{ }1 2, , ,� , 0 1� �| | .	

Ñëåäñòâèå. Îïåðàòîð Of x y( , ) èìååò ñâîéñòâî Of x y f x y( , ) ( , )� äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé f x y P x y( , ) ( , )� �3 �
� � �
� a x yi j

i j

i j

,

0 3

.

ßâíûå ôîðìóëû äëÿ áàçèñíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ êóáè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ
â «åäèíè÷íîì» òðåóãîëüíèêå. Äëÿ «åäèíè÷íîãî» òðåóãîëüíèêà T

kpq
u ñ âåðøèíàìè

Ak ( , )0 0 , A p ( , )1 0 , Aq ( , )0 1 ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ äåñÿòè áàçèñíûõ ôóíêöèé

êóáè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè èìåþò âèä

e x y x y x y
k
kpq
, ,

( , ) ( ) ( )
0 0

21 1 2 2� � � � � , e x y x x
p
kpq

, ,
( , ) ( )

0 0
2 3 2� � ,

e x y y y
q
kpq
, ,

( , ) ( )
0 0

2 3 2� � , e x y x x y
k
kpq
, ,

( , ) ( )
1 0

21� � � , e x y x x
p
kpq

, ,
( , ) ( )

1 0
2 1� � ,

e x y xy
q
kpq
, ,

( , )
1 0

2� , e x y y x y
k
kpq
, ,

( , ) ( )
0 1

21� � � , e x y yx
p
kpq

, ,
( , )

0 1
2� , (9)

e x y y y
q
kpq
, ,

( , ) ( )
0 1

2 1� � , e x y xy x ykpq ( , ) ( )� � �27 1 .

ßâíûå ôîðìóëû äëÿ áàçèñíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ êóáè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ
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Çëàìàëà–Æåíèøåêà íà ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-
ìóë (9). Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ, óñòàíàâëèâàþùóþ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ( , )x y Tpqr� òðåóãîëüíèêà Tpqr è òî÷êàìè

( , )u T
kpq
u� � òðåóãîëüíèêà T

kpq
u :

x x u x u x x x xkpq k p k q k� � � � � � � �( , ) ( ) ( )� � ,

y y u y u y y y ykpq k p k q k� � � � � � � �( , ) ( ) ( )� � ,( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x y X Yk k� � � �0 0 ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x y x yp p� � � �1 0 , ( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x y x yq q� � � �0 1 , (10)

'

'
�

� �
� �

�
( , )

( , )

x y

u

x x y y

x x y y
p k p k

q k q k
kpq

�
� ,

u u x y
x x x x

y y y ykpq
k q k

k q k
kpq

� �
� �
� �

�( , )
( ) ( )

( ) ( )
� 1 ,

� �� �
� �
� �

�
kpq

p k k

p k k
kpq

x y
x x x x

y y y y
( , )

( ) ( )

( ) ( )
� 1 ,

u X Ykpq kpq kpq( , ) � 1
3

, v X Ykpq kpq kpq( , ) � 1
3

.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû

D u x y y ykpq kpq q k
1 0 1, ( , ) ( )� ��� ; D u x y x xkpq kpq q k

0 1 1, ( , ) ( )� � ��� ;

D x y y ykpq kpq p k
1 0 1, ( , ) ( )� � � ��� ; D x y x xkpq kpq p k

0 1 1, ( , ) ( )� � ��� ;

u x ykpq k k( , ) � 0 ; u x ykpq p p( , ) �1; u x ykpq q q( , ) � 0 ;

� kpq k kx y( , ) � 0 ; � kpq p px y( , ) � 0 ; � kpq q qx y( , ) .�1

Òåîðåìà 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k p q r�{ }, , ôóíêöèè

h x y e u x y x y
k

kpq

k

kpq
kpq kpq, , , ,

( , ) ( ( , ), ( , ))
� � � �

�
1 2 1 2

� , 0 11 2� � �� �

ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè äâóìåðíîé êóáè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè ñî

ñâîéñâàìè

D h X Y D u Dkpq	
� � � � �

	 	
� � 	 �

� � � �
, ,

, ,
, ,( , ) ( ) ( )

1 2

2

1 1

1 0 0 1� � �	 �2 2, , � �, , ,�{ }k p q ,

0 1� �| | , | |	 � ,

Òåîðåìà 7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà Tpqr ôóíêöèÿ h x ypqr ( , ) �

� e u x y x ypqr
kpq kpq( ( , ), ( , ))� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

h x ypqr k k( , ) � 0, h x ypqr p p( , ) � 0, h x ypqr q q( , ) � 0,

D h x ypqr
x yk k

1 0 0,

( , )
( , ) � , D h x ypqr

x yk k

0 1 0,

( , )
( , ) � , D h x ypqr

x yp p

1 0 0,

( , )
( , ) � ,

D h x ypqr
x yp p

0 1 0,

( , )
( , ) � , D h x ypqr

x yq q

1 0 0,

( , )
( , ) � , D h x ypqr

x yq q

0 1 0,

( , )
( , ) � ,
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h x ypqr X Ypqr pqr

( , )
( , )

�1 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

e e ekpq kpq kpq( , ) ( , ) ( , )0 0 1 0 0 1 0� � � ;

D e u D e ukpq kpq1 0

0 0

0 1

0 0
0,

( , )

,

( , )
( , ) ( , )� �� � ;

D e u D e ukpq kpq1 0

1 0

0 1

1 0

,

( , )

,

( , )
( , ) ( , )� �� �

� � �D e u D e ukpq kpq1 0

0 1

0 1

0 1
0,

( , )

,

( , )
( , ) ( , )� � ; ekpq ( , ) .1

3
1

3
1�

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð

B f x y f A h x y Cpqr k k
pqr

k p q r
k
pqr( , ) ( ) ( , )

, ,
, ,

, ,
� �

�
� 0 0 1 0

{ }

( ) ( , )
, ,

, ,

f h x y
k
pqr

k p q r
1 0

�
� �

{ }

�
�
� C f h x y

k
pqr

k
pqr

k p q r
, , , ,

, ,

( ) ( , )
0 1 0 1

{ }

.

Òåîðåìà 8. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïåðàòîð B f x ypqr ( , ) óäîâëåòâîðÿë óñëîâèÿì

B f x y f x ypqr A Al l

( , ) ( , )� , D B f x y D f x ypqr
A Al l

1 0 1 0, ,( , ) ( , )� ,

D B f x y D f x ypqr
A Al l

0 1 0 1, ,( , ) ( , )� , l p q r�{ }, , ,

ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû C f C f k p q r
k
pqr

k
pqr

, , , ,
( ), ( ), , ,

1 0 0 1
�{ } , äîëæíû áûòü ðå-

øåíèÿìè ñëåäóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

C f D u x y X Y C f D
k
pqr

k k
pqr

k, ,
,

, , , ,
,( ) ( , , , ) ( )

1 0
1 0

1 0 0 1
1 0� � , ,

,

, ,
,

, ,

( , , , )

( , ) ,

( )

1 0

1 0

1 0
0 1

1 0

x y X Y

D f x y

C f D u

A

k
pqr

k

l

�

�

( , , , ) ( ) ( , , , )

(

, ,
,

, ,

,

x y X Y C f D x y X Y

D f x

k
pqr

k� �

�

0 1
0 1

1 0

0 1

�

, ) ,y
Al

 

!

"
"
""

#

"
"
"
"

(11)

l p q r�{ }, , .

Ââåäåì îïåðàòîð

O f x y B f x y f X Ypqr pqr pqr pqr( , ) ( , ) ( ( , )� � �

� �B f X Y h x y x y Tpqr pqr pqr pqr pqr( , )) ( , ), ( , ) . (12)

Òåîðåìà 9. Oïåðàòîð O fpqr èìååò ñâîéñòâà

D O f x y D f x ypqr
x y

x y
l l

l l

� �( , ) ( , )|
( , )

( , )� , k p q r�{ }, , ,

0 11 2� � �� � , O f X Y f X Ypqr pqr pqr pqr pqr( , ) ( , )�
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� �f x y C R( , ) ( )1 2 .

Òåîðåìà 10. Êàæäîé ôóíêöèè f x y C R( , ) ( )� 1 2 îïåðàòîð O f x yD ( , ) �

�O f x ypqr ( , ) , ( , )x y T Dpqr� 	 , ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ñïëàéí 3-é ñòåïåíè ñî

ñâîéñòâàìè

D O f x y D f x yD
x y x yl l l l

	 	( , ) ( , )
( , ) ( , )

� , l M�{ }1 2, , ..., , 0 1� �| |	 ,

O f X Y f X Y T DD pqr pqr x y pqr pqr pqr
l l

( , ) ( , )
( , )

� � 	 .

ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÎ-ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ, ÎÑÍÎÂÀÍÍÛÅ
ÍÀ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÈ ÊÓÁÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ÇËÀÌÀËÀ–ÆÅÍÈØÅÊÀ

Ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ

êóáè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ Çëàìàëà–Æåíèøåêà íà ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå,

îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè áàçèñíûõ êóáè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, èñïîëüçóþòñÿ

íèæå äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííî-àïïðîêñèìàöèîííûõ îïåðàòîðîâ, èí-

òåðëèíèðóþùèõ âåêòîð-ôóíêöèè, çàäàííûå ëèøü ñâîèìè ñëåäàìè íà ñèñòåìå

âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ. Ïðåäëàãàåòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â óçëîâûõ òî÷êàõ

íàõîäèòü ïðèáëèæåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñèìâîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àï-

ïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè [15], ïàðàìåòðû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Êëàññè÷åñêèå îïåðàòîðû ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè

Ëàãðàíæà è Ýðìèòà ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèå ïàðàìåòðû

X k , Y
k

s( ) , k M�1, , 0 � �s r, êîòîðûõ âõîäÿò â ñèìâîëüíîì âèäå, ò.å. îïðåäå-

ëåíû â ôîðìóëå ìåñòà ïîäñòàíîâêè èõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé. Òàêèå ôîðìóëû

óäîáíû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè Mathcad,

Maple. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêèå ôîð-

ìóëû îòñóòñòâóþò. Â ïðèâåäåííîé íèæå òåîðåìå ôîðìóëèðóåòñÿ îáùèé ìåòîä

ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íûõ ôîðìóë äëÿ îïåðàòîðîâ ýðìèòîâîé èíòåðïîëÿöèè,

ïðîèçâîäíûå â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (âîçìîæíî

èñïîëüçîâàíèå òàêæå äðóãèõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ).

Ïóñòü â îáëàñòè D R n	 , n �1 2, , ... , çàäàíû M � 2 òî÷åê X k( ) �

� �( , ..., )( ) ( )X X Dk
n

k
1

, k M�1, . Äëÿ ôóíêöèè f x C DN( ) ( )� çàäàíû åå çíà÷åíèÿ

è ìíîæåñòâî ( çíà÷åíèé åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ D f
f

x xn
n




 
�

'

' '

| |

...
1

1

,

| |  � � �1 � n , äî ïîðÿäêà N � 1 âêëþ÷èòåëüíî,

D f X fk
k


( )( )

,� , k M�1, ,   � ) )( )1 � n , 0 � �| | N .

Ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûå áàçèñíûå ôóíêöèè (ïîëèíîìèàëüíûå, òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèå, ñïëàéí-ôóíêöèè) h xl , ( )� , l M�1, , � � �� ) )( )1 � n , 0 � �| |� N ,

ñî ñâîéñòâàìè

D h Xl
k

k l


�  �� �,
( )

, ,( ) � , 0 1� � �| | , | | , , , � N k l M .

Òîãäà îïåðàòîð O x f f h x

N

k k

k

M

( , ) ( )

| |

, ,�
� ��
��

01 
  ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì èíòåðïî-

ëÿöèè ñî ñâîéñòâàìè
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D O X f f l M Nl
l

�
� �( , ) , , , | |( )

,� � � �1 0 .

Òåîðåìà 11. Åñëè çàïèñàòü îïåðàòîð O x f( , ) â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

O x f F H x F H x H x F H x FT T T T( , ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �
0 0 0 0 ,

òî äëÿ èñêîìîé ìàòðèöû-ñòîëáöà F èìååì àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç F0 :

F A F H x H x dxT T

D

� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

� *1
0 0grad grad( ) ( ) ,

A
H x

x

H x

x
dxi j

j

p

i

pp

n

D

,

( ) ( )
�

'

'

'

'

�

�
�
�

�

�
�
�

+

,
-
-

.

/
0
0�

�*
1

; i j Q n N M, , ..., ( ( , ) )� �1 1 ,

B
x

h x
x

H x dxi k
p

k
p

i

Dp

n

, , ( ) ( )�
'

'
'

'*�
�

0

1

; i k Q n N M, , ..., ( ( , ) )� �1 1

èëè â ïîêîîðäèíàòíîé ôîðìå â âèäå

O x f f xk

k

M

k( , ) ( ),� �
�
� 0

1

1 , 1k k
T

kx H x B A H x( ) ( ) ( ( ))� � ��
0

1 , k M�1, ..., .

Ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû

Ýðìèòà íà ñëó÷àé èíòåðïîëÿöèîííî-àïïðîêñèìàöèîííûõ îïåðàòîðîâ Î x f( , )

ïðè óñëîâèè, ÷òî èçâåñòíû ëèøü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, à çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ íàõîäèòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ðàññìîòðè ïðèìåð, êîãäà N n M� � �1 2 4, , . Ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êàìè èíòåðïîëÿ-

öèè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè X ( ) ( , )1 0 0� , X X X( ) ( ) ( )( , ), ( , ), ( , )2 3 41 0 0 1 1 1� � � . Ââåäåì

áàçèñíûå ïîëèíîìû h x kk s, ( ), ,�1 2 ; s � 0 1, , äâóìåðíîé ýðìèòîâîé èíòåðïîëÿöèè:

h x x X
X X

x X

X X
1 0 2

2

1 2
2

1

1 2
3

1 2
, ( ) ( )

( )

( )

( )
� �

�
�

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

,

h x x X
X X

x X

X X
2 0 1

2

2 1
2

2

2 1
3

1 2
, ( ) ( )

( )

( )

( )
� �

�
�

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

,

h x x X
x X

X X
1 1 1

2
2

1 2
2, ( ) ( )

( )

( )
� �

�

�
, h x x X

x X

X X
2 1 2

1
2

2 1
2, ( ) ( )

( )

( )
� �

�

�
.

Ïðåäñòàâèì èíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð ïðè m � 2 â âèäå

O x y F c F h x h y z x y ck l k l

l

m

k

m

( , , , ) ( ) ( ) ( , , ), , ,0 0 0 0

11

� �
��
�� , F f k lk l0 1 1, ( , )� � � ,

z x y c c h x h y c h x h yk l k l k l m k l( , , ) ( ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,� � ��1 0 0 1 c h x h yk l m k l

l

m

k

m

, , ,( ) ( )).�
��
�� 2 1 1

11

Ââåäåì ëèíåéíóþ íóìåðàöèþ ôóíêöèé è íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

1( ) , ,( , ) ( ) ( )k M l M k lx y h x h y� � � �1 0 1 , C ck M l M k l m( ) ,� � � ��1 ,
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1( ) , ,( , ) ( ) ( )k M l M k lx y h x h y� � � �1 2 1 1 , C ck M l M k l m( ) ,� � � ��1 2 2 , k l m, ,�1 ,

f Fk M l k l0 01( ) ,� � � ; 10 11 0 0( ) , ,( , ) ( ) ( ), , ,k M l k lx y h x h y k l m� � � � ,

1( ) , ,( , ) ( ) ( )k M l k lx y h x h y� � �1 1 0 , C ck M l k l( ) ,� � �1 .

Òîãäà O x y F C x y f x y CT T( , , , ) ( , ) ( , )0 0 0� �1 1 . Â ñëó÷àå m � 2 ïîñëå âû÷èñëå-

íèÿ ìàòðèö A è B â ýòîì ïðèìåðå ïîëó÷èì

Z A B� �

� � � �

� �

� �
�1

7 0 2 0 7 2 0 0 49 14 14 4

0 7 0 2 2 7 0 0 14 49 4 14

2 0 7 0 0 0 7 2 14 4 49 14

0 2 0 7 0 0 2 7 4 14 14 49� � � � � � � �

+

,

-
-
-
-

.

/

0
0
0
0

.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé îïåðàòîð ìîæíî çàïèñàòü â âèäå O x y f( , , )0 �
�O x y F C( , , , )0 , à â áîëåå äåòàëüíîé ôîðìå èìååì

O x y f x y x y A B fT T( , , ) ( ( , ) ( , ) )0 0 01� � �1 1 ,

ãäå f f X f X f X f XT0 1 2 3 4� ( ( ), ( ), ( ), ( ))( ) ( ) ( ) ( ) .

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÂÅÊÒÎÐÍÎÉ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎ-ÂÐÅÌÅÍÍÎÉ
ÈÍÒÅÐËÈÍÀÖÈÎÍÍÎ-ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÎÍÍÎÉ ÌÅÆÑÊÂÀÆÈÍÍÎÉ
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÊÎÐÛ ÏËÀÍÅÒÛ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÄÀÍÍÛÕ ÑÅÉÑÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÇÎÍÄÈÐÎÂÀÍÈß

Ïðèìåíèì èçëîæåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èíòåðëèíàöèîííî-àïïðîêñèìàöèîí-

íûõ îïåðàòîðîâ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè óñêîðåíèÿ
�
w x y z t( , , , )

â ñåéñìè÷åñêîé òîìîãðàôèè ïðè ðåàëèçàöèè ìåæñêâàæèííîé àêñåëåðîìåòðè-

÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîðû Çåìëè [18–24]. Òàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-

äåëü êîðû ïëàíåòû ïîçâîëèò âû÷èñëÿòü óñêîðåíèå â êàæäîé òî÷êå ìåæäó

ñêâàæèíàìè ñ ïîìîùüþ ñëåäîâ âåêòîðà óñêîðåíèÿ — äàííûõ ñåéñìè÷åñêîé

òîìîãðàôèè — âî âñåõ ñêâàæèíàõ â çàâèñèìîñòè îò ãëóáèíû z è âðåìåíè t .

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé

h x yk ( , ) , k M�1, , äîëæíà ó÷èòûâàòü íåðåãóëÿðíîñòü ðàçìåùåíèÿ ñêâàæèí è

ñîõðàíÿòü èçîãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

�k k M, ,�1 ,
�
w z tk ( , ) , � � �H z 0 , t � 0 , k M�1, .

Â äàëüíåéøèõ ïóáëèêàöèÿõ àâòîðû ïëàíèðóþò èññëåäîâàòü äàííóþ çàäà÷ó

äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííûõ ñêâàæèí è äðóãèõ òèïîâ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé

(ñïëàéíîâ 5-é ñòåïåíè, ïîëèíîìîâ íåìèíèìàëüíîé ñòåïåíè) [25].
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