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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷è ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè, ôàðìàêîêèíåòèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé ýïèäåìè-
îëîãèè è äðóãèå çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ êîìïàðòìåíòíûìè ñèñòåìàìè ñ çàïàçäû-
âàíèåì. Ðåøåíèå òàêèõ óðàâíåíèé äàæå â ëèíåéíîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ïðè-
áëèæåííûì âû÷èñëÿåìûì ïðîöåäóðàì, ÷òî íå äàåò âîçìîæíîñòè íàéòè â ÿâ-
íîì âèäå ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷:

— îïðåäåëèòü ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ÷èñëî èíôèöèðîâàííûõ ëèö ìåíüøå

îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ i* (ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýïèäåìèîëîãèÿ);

— îöåíèòü âðåìÿ, êîãäà â îðãàíèçìå ïàöèåíòà îñòàíåòñÿ íå áîëüøå d * åäè-

íèö ëåêàðñòâåííîãî ïðåïàðàòà (ôàðìàêîêèíåòèêà) è äð.

ßâíûå ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå îöåíîê ýêñïîíåíöè-

àëüíîãî òèïà.

Ïîñòðîåíèþ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì ïîñâÿ-

ùåí ðÿä ðàáîò. Òàê, â [1] îöåíêó äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïîëó÷åíî, èñõîäÿ èç ôîð-

ìóëû Êîøè. Â [2] ñ ýòîé öåëüþ ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ñ óñëî-

âèÿìè òèïà Ðàçóìèõèíà. Â [3] îöåíêà íàõîäèòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî

íåðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî. Â [4] äëÿ ôóíêöèîíàëà

Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî ïîñòðîåíî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå íåðàâåíñòâî.

Äëÿ êîìïàðòìåíòíûõ ñèñòåì ïåðñïåêòèâåí ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [5], ãäå ðàç-

ðàáîòàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ öåëîãî êëàññà ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê íà îñíîâå

íåðàâåíñòâà Õåéëà–Ëóíåëëà.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû — îïèñàíèå ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäà íà îñíîâå íåðà-

âåíñòâà Õåéëà–Ëóíåëëà [5] ê ïîñòðîåíèþ ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè ðåøåíèÿ

êîìïàðòìåíòíûõ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè çàïàçäûâàíèÿìè.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÎÖÅÍÊÈ

Íåðàâåíñòâî Õåéëà–Ëóíåëëà. Ïóñòü u t( ) è �( )t — äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûå íå-

ïðåðûâíûå ôóíêöèè íà [ , ]a b , �( )t � 0 — èíòåãðèðîâàííàÿ íà [ , ]a b ôóíêöèÿ,
òàêèå, ÷òî
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè, íàïðèìåð íåîòðèöà-

òåëüíóþ ñèñòåìó
dx

dt
Ax t A x t t

x t t t
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( ) ( ), [ max
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� � , ].0

(1)

Çäåñü x t R n( )	 , A R n n	 � — ñóùåñòâåííî íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà,

A R i ndi
n n

d	 �� , ,1 , — íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû, � � � �max max ,� � �{ },1 2 � nd

� �( ) , [ , ]maxt t� 	 �0 0 , — ïîêîìïîíåíòíî íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ (èñïîëüçó-
åòñÿ ïîíÿòèå íåîòðèöàòåëüíîñòè, ïðåäëîæåííîå â [6]). Â óêàçàííîé ðàáîòå ïî-
êàçàíî, ÷òî ñèñòåìà (1) íåîòðèöàòåëüíà.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë
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Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð r �� 0 òàêîé, ÷òî
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(4)

Òîãäà, ïðîäîëæàÿ (3), èìååì
dV x
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Óìíîæèâ (6) íà et , ïîëó÷èì
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ (7) íà ïðîìåæóòêå [ , ]0 t , çàïèøåì
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Ñîâìåùàÿ íåðàâåíñòâà (8) è (9), ïîëó÷àåì
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Èç âèäà ôóíêöèîíàëà (2) è ïðåäïîëîæåíèÿ î íåîòðèöàòåëüíîñòè ñèñòåìû (1)
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Èòàê, èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ ñèñòåìà (1) òàêîâà, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò âåêòîð p �� 0 — ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A
di
T

i

nd

�



1

, äëÿ êîòîðîãî ñó-

ùåñòâóåò âåêòîð r p�� — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4).

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ (1) x t( ) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (15).

Ñëåäñòâèå. Åñëè ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû è âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
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Ïðîèëëþñòðèðóåì ìåòîä íà îñíîâå ïðèìåðà èç ôàðìàêîêèíåòèêè.

Ïðèìåð. Ìîäåëü îáùåé àíåñòåçèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõêîìïàðòìåíòíàÿ
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Çäåñü x t x t x t1 2 3( ), ( ), ( ) — ìàññû â ãðàììàõ àíåñòåòè÷åñêîãî ïðåïàðàòà ïðîïî-
ôîë â öåíòðàëüíîì êîìïàðòìåíòå è êîìïàðòìåíòàõ 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî,
�1 0� — âðåìÿ òðàíñïîðòèðîâêè ïðåïàðàòà ìåæäó öåíòðàëüíûì êîìïàðòìåí-
òîì è ïåðèôåðè÷åñêèì êîìïàðòìåíòîì 2 (ìûøå÷íîé òêàíüþ), �2 0� — âðåìÿ
òðàíñïîðòèðîâêè ïðåïàðàòà ìåæäó öåíòðàëüíûì êîìïàðòìåíòîì è ïåðèôåðè-
÷åñêèì êîìïàðòìåíòîì 3 (æèðîâîé òêàíüþ), � � �max max , , ,� �{ }1 2 0aij i j� ,

i j, ,�1 3, — ïîñòîÿííûå â ìèí–1 ïåðåíåñåíèÿ ïðåïàðàòà ìåæäó êîìïàðòìåíòà-

ìè, a11 0� — ñêîðîñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ â ìèí–1 ìåòàáîëèçìà è ýëèìèíàöèè ïðå-
ïàðàòà èç öåíòðàëüíîãî êîìïàðòìåíòà. Ñõåìà ìîäåëè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.

Ñèñòåìà (16) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (1) ñ âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ
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Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì x a a a a( ) ( )� � �� � � � � �3
12 21 13 31 , êîðíÿìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

� �1 2 3 12 21 13 310� � � � � �, , a a a a .
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Ðèñ. 1

Ìûøå÷íàÿ òêàíü Æèðîâàÿ òêàíü
Âíóòðèñîñóäèñòàÿ

êðîâü

a x12 2 1,�

a x21 1 1,�

a x31 1 2, �

a x12 2 2, �

a x11 1 � ýëèìèíàöèÿ (ïå÷åíü, ïî÷êè)



Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, êîòîðûå îòâå÷àþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì � 2 3, ,
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x x
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x1 2
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2 3
1 3

13

2 3
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� �
� �

.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíîé ñîáñòâåííûé âåêòîð

p �� 0 , öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

� 2 12 21 13 31� � � �a a a a
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ãäå k � 0 — ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

( )A A A p pT
d
T

d
T� � �� �

1 2
, (18)

ò.å.
A p pp

T � � ��� 2 0, (19)

ãäå 0 — íîëü-âåêòîð.
Ïîäñòàâëÿÿ (17) â (19), èìååì:

� � � � � �

� � � �

�

( ) ,

,

a a a k k k

a
k a k

a
k

a

11 21 31 2

12
2

2
12

12

2

1

0

0

�

� �

3
2

2
13

13

2

0
� �

k a k
a

k� � � ,

(20)

ò.å., ñîêðàòèâ íåðàâåíñòâà íà k � 0, ïîëó÷èì

� 2 11 21 311 0� � � � �a a a ,

a a a12 2 12 12
2 0� � � � , (21)

a a a13 2 13 13
2 0� � � � .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (16):

a a a a11 12 21 131 6 1 901 0 207 1 98� � � �, , , , , , , ,

a31 10 090 0 5� �, , ,� ìèí–1, �2 0 75� , ìèí–1
(22)

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

x t
t

t
1

40 0

0 0
( )

,

, [ , ),max

�
�

	 �
�
 
! �

x t x t t2 3 0 0( ) ( ) , [ , ]max� � 	 � � . (23)

Ïðèìåì � 2 0 756� , . Â ýòîì ñëó÷àå âñå íåðàâåíñòâà (21) âûïîëíÿþòñÿ. Ïîýòî-
ìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè ïðèìåíèì òåîðåìó ñ ñîáñòâåííûì

âåêòîðîì p T� ( , , )1 2 514 2 619 . Îöåíêà (15) áóäåò èìåòü âèä

p x t e tT t( ) ,,� ��40 00 155 .

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå ñèñòåìû (16) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

(22) è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (23) (êðèâûå 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþò x t x t x t1 2 3( ), ( ), ( ).

Åãî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.

30 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2013, ¹ 3



Ýêñïîíåíöèàëüíîå îöåíèâàíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
p x tT ( ) äëÿ ñèñòåìû (16), ãäå ñîáñòâåííûé âåêòîð p èìååò âèä (17): 1 — ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå p x tT ( ), 2 — åãî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè ðåøåíèÿ
ëèíåéíîé êîìïàðòìåíòíîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì. Ñ ýòîé öåëüþ èñïîëüçîâàí ëè-
íåéíûé ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî è íåðàâåíñòâî Õåéëà–Ëóíåëëà. Ðåçóëüòàò
ïðîèëëþñòðèðîâàí ôàðìàêîêèíåòè÷åñêîé ìîäåëüþ èç îáëàñòè àíåñòåçèîëîãèè.
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