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Непараметричний критерiй однорiдностi двох вибiрок

на основi статистики включення

Розглянуто нову непараметричну статистику, основану на порядкових статистиках,

що вiдображає близькiсть двох вибiрок. Наведено алгоритм обчислення статистики.

Побудовано критерiй однорiдностi двох вибiрок iз довiльним визначеним рiвнем значу-

щостi.

Нехай x = (x1, x2, . . . , xn) i y = (y1, y2, . . . , ym) — вибiрки, отриманi простим випадковим
вибором iз генеральних сукупностей G та H вiдповiдно, що мають абсолютно неперервнi
функцiї розподiлу F (u) i G(u). Одна з основих задач статистичного розпiзнавання образiв —
перевiрка гiпотези H0 про те, що вибiрки x i y є однорiдними, тобто F (u) = G(u).

У роботi [1] розглядається статистика, що є сумою абсолютних вiдхилень мiж наближе-
ними функцiями щiльностi еталонної вибiрки та еталонної вибiрки, доповненої елементами
тестової. Статистика має досить складну будову i не може застосовуватись для класифiкацiї
тестової вибiрки серед класiв, представлених еталонними вибiрками рiзного обсягу.

Iнша статистика, наведена у [2], будується як квадратичне вiдхилення мiж частотою
i ймовiрнiстю потрапляння елементiв тестової вибiрки в iнтервали, визначенi еталонною
вибiркою. Для цiєї статистики наводиться функцiя розподiлу, але не наведений алгоритм
обчислення, що ускладнює використання результатiв на практицi.

На базi iдей цих двох робiт будується нова непараметрична статистика, що дозволяє
розв’язувати задачу перевiрки гiпотези H0.

Статистика включення. Нехай x(1) < x(2) < · · · < x(n) — варiацiйний ряд вибiрки
x1, x2, . . . , xn i y(1) < y(2) < · · · < y(m) — варiацiйний ряд вибiрки y1, y2, . . . , ym.

Згiдно з гiпотезою Хiлла,

P (xk ∈ (x(i), x(j))) =
j − i

n+ 1
. (1)

Введемо позначення:

I0 = (−∞;x(1)), In = (x(n),∞), Ij = (x(j), x(j+1)), j = 1, n− 1. (2)

Тодi, за формулою (1), має мiсце p = P (xk ∈ Ii)) = 1/(n + 1).
Позначимо li кiлькiсть yj, таких, що yj ∈ Ij, i fi = li/m — частоту потрапляння елементiв

вибiрки yj в iнтервали Ii.
Введемо статистику включення, яка є абсолютним вiдхиленням мiж частотою i ймовiр-

нiстю потрапляння елементiв вибiрки yj в iнтервали Ii:

η =

n
∑

i=0

|p− fi|. (3)
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Введемо такi позначення:
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h — кiлькiсть i таких, що li > b, w =
∑

li>b

li − b, δ+ = b−
m

n+ 1
; b = b− 1;

h — кiлькiсть i таких, що li 6 b, w =
∑

li6b

b− li, δ
−
=

m

n+ 1
− b.

Лема 1. h, w, δ
−

можна визначити через h, w, δ+.

Доведення. h = n − h, де n — довжина вектора l,

w =
∑

li6b

b− li =
∑

li6b

b−
∑

li6b

li = hb−

(

m−
∑

li>b

li

)

=

= (n− h)(b− 1)−

(

m+
∑

li>b

(b− li)−
∑

li>b

b

)

=

= nb− n− hb+ h− (m+w − hb) = nb+ h− n−m− w.

Отже,

δ
−
=

m

n+ 1
− b =

m

n+ 1
− b+ 1 = 1− δ+.

Лема 2. Пара (h,w) однозначно визначає статистику η для визначених m i n.

Доведення.

η =
n
∑

i=0

|p−fi| =
∑
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m
=

=

∑
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(li − b+ δ+) +
∑

li6b

(b− li + δ
−
)

m
=

w + hδ+ + w + hδ
−

m
.

За лемою 1 маємо

η =
w + hδ+ + nb+ h− n−m− w + (n − h)δ

−

m
= η(h,w).

Твердження леми справедливе, оскiльки b, δ+ i δ
−

обчислюються через m i n.
Розподiл статистики включення. Припустимо, що справедлива гiпотеза H0, тоб-

то F (u) = G(u). Введемо в розгляд об’єднану вибiрку z1, z2, . . . , zm+n = x1, x2, . . . , xn, y1,
y2, . . . , ym. Нехай z(1), z(2), . . . , z(m+n) — вiдповiдний варiацiйний ряд.
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Оскiльки елементи вибiрки yj належать генеральнiй сукупностi G i вiдповiдному варiа-
цiйному ряду, то ми можемо вважати, що всi можливi позицiї, що займають елементи yj
у варiацiйному рядi, є рiвноiмовiрними. Тобто будь-якi m елементiв вибiрки z1, z2, . . . , zm+n

можуть належати тестовiй вибiрцi. Набiр позицiй елементiв тестової вибiрки у варiацiйному
рядi однозначно визначає вектор l частот потрапляння елементiв вибiрки yj в iнтервали Ii.
Всього рiзних розподiлiв l iснує Cm

m+n — кiлькiсть способiв обрати у варiацiйному рядi m
позицiй, що вiдповiдають елементам вибiрки yj .

Позначимо як S(n, k, l) кiлькiсть способiв розмiстити k кульок по n урнах так, щоб
в кожнiй було не бiльше, нiж l кульок. Ця величина може бути обчислена за допомогою
таких рекурентних формул:

S(0, k, l) = 0, S(n, 0, l) = 1, S(n, 1, l) = n, S(1, k, l) = 1, k 6 l,

S(n, k, l) = S(n− 1, k, l) + S(n− 1, k − 1, l) + · · · + S(n− 1, k − l, l).

Теорема 1. Для визначених характеристик (h,w) кiлькiсть рiзних векторiв l, для

яких характеристики будуть набувати цих значень, можна обчислити за формулою:

N(h,w) = Ch
n+1C

w

h+w−1
S(n + 1− h,m− bh− w, b− 1). (4)

Доведення. Кiлькiсть способiв обрати h позицiй серед n + 1 дорiвнює Ch
n+1. Згiдно

з позначеннями, h — кiлькiсть позицiй вектора l, вибiрковi значення в яких перевищують
або дорiвнюють b, w — величина, на яку за цими позицiями сума елементiв в iнтервалi
бiльша за b. Кiлькiсть векторiв, в яких на h позицiях знаходяться числа, що перевищують
або дорiвнюють b так, що

∑

i

(li − b) = w — це те саме, що кiлькiсть способiв спочатку

розташувати b кульок у h урнах, потiм ще додати w кульок до цих урн. Кiлькiсть спосо-
бiв — Cw

h+w−1
. На iнших n + 1 − h позицiях залишається всього m − bh − w елементiв,

причому кiлькiсть елементiв в кожному iнтервалi не бiльше нiж b− 1. Тобто кiлькiсть ва-
рiантiв дорiвнює S(n+1−h,m− bh−w, b− 1). Отже, загальна кiлькiсть векторiв дорiвнює

Ch
n+1C

w

h+w−1
S(n + 1 − h,m − bh − w, b − 1).

Таким чином, показано, що для визначених m i n iмовiрнiсть того, що розподiлу iнтер-
валiв l буде вiдповiдати пара (h,w), дорiвнює

p(h,w) =
Ch
n+1C

w

h+w−1
S(n+ 1− h,m− bh− w, b− 1)

Cm
m+n

. (5)

Критерiї однорiдностi. На основi викладеного можна побудувати такий критерiй для
перевiрки гiпотези H0:

1) для даних m та n (розмiрностей тестової та еталонної вибiрки) обчислити ймовiрностi
для всiх можливих пар (h,w). Зазначмо, що цi ймовiрностi можна обчислити заздалегiдь
i занести в таблицю, адже вони залежать тiльки вiд m та n;

2) визначити пару характеристик (h0, w0) для заданих тестової i еталонної вибiрки i вiд-
повiдну ймовiрнiсть p(h0, w0);

3) обчислити α — суму ймовiрностей менш iмовiрних пар характеристик, нiж (h0, w0).
Фактично α можемо вважати досяжним рiвнем значущостi, тобто найменшим рiвнем зна-
чущостi, при якому гiпотеза H0 вiдхиляється для таких значень характеристик;
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Таблиця 1. Розподiли еталонних вибiрок

n µ σ

100 0 1
150 0 2
200 1 1
250 −1 4

Таблиця 2. Результати експерименту

Класифiкацiя Експеримент 1 Експеримент 2 Експеримент 3

Розподiл 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

Kуспiх 98 84 69 84 86 93 94 92 98 69 98 94
Kпомилка 0 1 1 0 0 0 0 1 0 4 0 0
Kневизн 2 15 30 16 14 7 6 7 2 27 2 6
AKуспiх 99 96 93 99 98 100 100 99 99 94 100 99
AKпомилка 1 4 7 1 2 0 0 1 1 6 0 1

4) нехай бажаний рiвень значущостi α0. Тодi критерiєм прийняття гiпотези H0 буде
α > α0.

Розглянемо задачу класифiкацiї. Нехай задано k класiв, кожен з яких представлений
вiдповiдною еталонною вибiркою x(i), i = 1, . . . , k, i тестова вибiрка y. Треба визначити,
якому класу належить тестова вибiрка. Для кожної еталонної вибiрки i тестової вибiрки
за критерiєм i заданим рiвнем значущостi перевiримо справедливiсть гiпотези H0. Якщо
гiпотеза H0 приймається згiдно з критерiєм рiвно для однiєї еталонної вибiрки, то вважаємо,
що тестову вибiрку вдалося класифiкувати i вона належить класу цiєї еталонної вибiрки,
iнакше класифiкацiю виконати не вдалося.

Побудована згiдно з алгоритмом величина 1− α може бути використана як мiра близь-
костi двох вибiрок.

Якщо будь-що необхiдно обрати якийсь iз класiв, то можна побудувати альтернативний
критерiй класифiкацiї — будемо вважати, що тестова вибiрка належить тому класу, для
еталонної вибiрки якого величина 1 − α є мiнiмальною. В такому випадку невизначенiсть
не виникає.

Практична перевiрка критерiїв однорiдностi. Методика перевiрки критерiїв кла-
сифiкацiї має такий вигляд. Генеруємо чотири еталоннi вибiрки, якi будуть представляти
класи класифiкацiї (табл. 1).

Для кожного типу нормального розподiлу генеруємо 100 тестових вибiрок по 300 еле-
ментiв в кожнiй. Кожну тестову вибiрку класифiкуємо за критерiєм (К) i альтернативним
критерiєм (АК). Експеримент повторимо тричi. Результати наведенi у табл. 2.
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Непараметрический критерий однородности двух выборок на основе

статистики включения

Рассмотрена новая непараметрическая статистика, основанная на порядковых статисти-

ках и отражающая близость двух выборок. Приведен алгоритм вычисления статистики.

Построен критерий однородности двух выборок с произвольно заданным уровнем значимос-

ти.
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Nonparametrical test for homogeneity of two samples based on the

inclusion statistics

A new nonparametrical statistics based on order statistics reflecting the proximity of two samples

is investigated. An algorithm for calculation of this statistics is proposed. The test for homogeneity

of two samples with an arbitrary significance level is developed.
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