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Изучена задача Коши–Дирихле для широкого класса квазилинейных параболических урав-
нений: ut −△u+ g(t)|u|q−1u = 0, 0 < q < 1, где g(t) — непрерывный положительный при
t > 0 абсорбционный потенциал, который вырождается при t = 0: g(0) = 0. Найдены
точные достаточные условия для сильной локализации решений (т. е. непрерывность
распространения носителя вблизи t = 0). Эти условия сформулированы в виде подчинен-
ности граничного режима абсорбционному потенциалу. Для произвольного граничного
режима (без каких-либо условий подчиненности) установлена ослабленная локализация
решений. Доказано, что при некоторых ограничениях на характер вырождения потен-
циалов эффект строгой локализации имеет место при произвольных граничных режи-
мах (в том числе и не удовлетворяющих никаким условиям подчиненности).

1. Постановка задачи. Пусть QT = (0, T ) × Ω, 0 < T < ∞, Ω ⊂ {x ∈ R
n : |x| > 1} —

ограниченная область в R
n, n > 1 с C1-границей ∂Ω = ∂0Ω

⋃

∂1Ω, где

∂0Ω = {x ∈ R
n : |x| = 1}, ∂1Ω ⊂ {x ∈ R

n : |x| > l}, l = const > 1. (1)

Основной целью этого сообщения является изучение поведения произвольного слабого
(энергетического) решения следующей начально-граничной задачи:

ut −

n
∑

i=1

(ai(t, x, u,∇xu))xi + g(t, x)|u|q−1u = 0 в QT , 0 < q < 1; (2)

u(t, x) = f(t, x) на (0, T ) × ∂0Ω, u(t, x) = 0 на (0, T )× ∂1Ω; (3)

u(0, x) = 0 ∀x ∈ Ω. (4)

Здeсь непрерывные по совокупности аргументов функции ai(t, x, s, ξ) (i = 1, . . . , n) при всех
(t, x, s, ξ) ∈ (0, T ) × Ω × R

1 × R
n удовлетворяют следующим условиям:

|ai(t, x, s, ξ)| 6 d1|ξ|, d1 = const <∞, (5)

также условию монотонности:

n
∑

i=1

(ai(t, x, s, ξ)− ai(t, x, s, η))(ξi − ηi) > d0|ξ − η|2, d0 = const > 0, (6)

а непрерывная неотрицательная функция g(t, x) вырождается при t = 0, т. е.

g(t, x) > 0 ∀ (t, x) ∈ (0, T ] × Ω; g(0, x) = 0 ∀x ∈ Ω. (7)
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Для произвольного множества Γ ⊂ ∂Ω через H1(Ω,Γ) := W 1
2 (Ω,Γ) обозначаем, как

обычно, замыкание в норме соболевского пространства W 1
2 (Ω) множества функций из

C∞(Ω), обращающихся в нуль в окрестности Γ, а через 〈·, ·〉 — операцию спаривания эле-
ментов пространств H1(Ω,Γ) и (H1(Ω,Γ))∗. Без ограничения общности будем полагать, что
функция f(t, x) из граничного условия (3) определена на всей цилиндрической области
(0, T ) × Ω, причем

f(t, ·) ∈ L2(0, T ;H
1(Ω, ∂1Ω))

⋂

H1(0, T ;L2(Ω)). (8)

Определение 1. Следуя [1], энергетическим (слабым) решением задачи (1)–(4) на-
зываем функцию

u(t, ·) ∈ f(t, ·) + L2(0, T ;H
1(Ω, ∂Ω)) (9)

такую, что

ut(t, ·) ∈ L2(0, T ; (H
1(Ω, ∂Ω))∗), (10)

справедливо интегральное тождество

∫

(0,T )

〈ut, ξ〉 dt+

∫

(0,T )×Ω

n
∑

i=1

ai(t, x, u,∇xu)ξxidxdt+

∫

(0,T )×Ω

g(t, x)|u|q−1uξdxdt = 0 (11)

∀ ξ ∈ L2(0, T ;H
1(Ω, ∂Ω)) и выполняется начальное условие (4).

Существование энергетического (слабого) решения задачи (1)–(7) при естественных
предположениях на режим f(t) следует из результатов [1].

2. Исторические сведения и метод исследования задачи. Хорошо известно, что
любое энергетическое решение задачи (1)–(4) в случае невырождения абсорбционного по-
тенциала g(t, x), т. е. при условии

g(t, x) > c0 > 0 ∀ (t, x) ∈ (0, T ] × Ω, (12)

обладает свойством конечности скорости распространения носителя:

ζ(t) := sup{|x| : x ∈ suppu(t, ·)} < 1 + c(t), где c(t) −→ 0 при t −→ 0. (13)

Отсюда, в частности, следует локализованность носителя решения (см., например, [2, 3]
и приведенную там библиогр.):

ζ(t) := sup{|x| : x ∈ suppu(t, ·)} < c1 = c1(T1) < l ∀ t : 0 6 t < T1 = T1(l) 6 T. (14)

Эффект локализации носителей решений различных классов квазилинейных и полули-
нейных параболических уравнений изучался во многих работах (см., например, [2, 4], где
можно найти дальнейшие ссылки). А.С. Калашников [5] был первым, кто изучил локализа-
ционные свойства решения первой начально-граничной задачи в случае одномерного полу-
линейного уравнения теплопроводности. А именно, он рассмотрел задачу (1)–(7) в области
(1,+∞) × [1,+∞) при n = 1, ai(t, x, s, ξ) = ξ, ξ ∈ R

1, с вырождающимся абсорбционным

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 31



потенциалом g(t, x) = g0(t) ∈ C1([1,+∞))
⋂

L∞([1,+∞)), g0(0) = 0, g0(t) > 0 ∀ t > 0 и гра-
ничным режимом u(t, 1) = f(t) ∈ C1([1,+∞))

⋂

L∞([1,+∞)). При выполнении следующего
условия подчиненности граничного режима абсорбционному потенциалу:

g0(t)
−1 · f(t) → 0, когда t→ 0, (15)

А.С. Калашников доказал, что решение обладает свойством ослабленной локализации для
значений t, отделенных от нуля, а именно

sup{ζ(t) : 0 < δ 6 t < T} < c1 = c1(δ) <∞ ∀ δ > 0. (16)

С другой стороны, следуя гипотезе Г.И. Баренблатта о возможности начального скачка
свободной границы ζ(t) в нестационарных краевых задачах, А.С. Калашников доказал
свойство

inf{ζ(t) : 0 < t < t∗} > c2 = c2(t∗) > 0 (17)

для класса достаточно быстро убывающих при t → 0 потенциалов g0(t). В частности, ска-
чок (17) имеет место в случае следующего потенциала и граничного режима:

g0(t) = t1/2 exp

(

−
1

t2

)

, f0(t) = t exp

(

−
1

t2

)

. (18)

Подчеркнем, что анализ А.С. Калашникова в его работе [5] касается только случая
сильно вырождающихся граничных режимов f(t) (см. условие (15)). Наш метод исследо-
вания позволяет изучать эволюцию носителей решений задачи (1)–(4) с произвольными
граничными режимами f(t, x) (как сильно или слабо, так и вообще невырождающимися
при t → 0) и вырождающимся при t = 0 потенциалом g(t, x). Отметим также, что име-
ющиеся в [5] результаты получены барьерной техникой, которая в принципе не приме-
нима к уравнениям, не допускающим соответствующих теорем сравнения. Авторами этой
работы предлагается новый, не опирающийся на барьерную технику, подход к изучению
качественных свойств энергетических решений широкого класса квазилинейных парабо-
лических уравнений с вырождающимся абсорбционным потенциалом. Метод исследования
основан на получении подходящих локальных интегральных априорных оценок решений
в окрестности начальной плоскости t = 0 и связан с комбинацией идей и построений из
метода локальных энергетических оценок (см. [3, 6]), априорных оценок типа принципа
Сен-Венана (см. [7]). Подходящие версии этого метода при изучении различных других ка-
чественных свойств обобщенных решений квазилинейных и полулинейных параболических
уравнений с вырождающимся абсорбционным потенциалом использовались ранее в [8–12].

3. Формулировка результатов. Введем функцию F (t), которая будет моделировать
граничный режим f(t, x) из (3) и фигурировать во всех наших дальнейших формулировках:

F (t) := sup
06s6t

∫

Ω

f(s, x)2dx+

t
∫

0

∫

Ω

(|∇xf |
2 + g(t, x)|f(t, x)|q+1) dxdt+

+

t
∫

0

∫

Ω

|ft(t, x)|
2dxdt. (19)
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Через ζ(t) будем, как и выше, обозначать определяемый в (14) радиус компактификации
носителя рассматриваемого энергетического (слабого) решения задачи (1)–(4).

Замечание 1. В этой работе через D1, c и ci (i = 1, 2, . . .) мы обозначаем различные
положительные постоянные, которые зависят лишь от известных параметров задачи (1)–(4)
n, q, d0, d1, l.

Теорема 1 (о сильной локализации). Пусть абсорбционный потенциал g(t, x) из (2)
обладает неотрицательной монотонной минорантой:

g(t, x) > g0(t) > 0 ∀ t > 0, g0(0) = 0. (20)

Пусть функция F (·) из (19), моделирующая граничный режим, удовлетворяет следующе-
му условию подчиненности миноранте g0: для произвольного t : 0 < t 6 T существует
S = S(t) > 0 такая, что

F (t)
(1−ψ)(1−q)

2 < S2

( t
∫

τ

g0(t)
1−θdt

)2

+D1

τ
∫

0

g0(t)
2(1−θ)dt ∀ τ ∈ (0, t), (21)

причем

tS(t) −→ 0 при t −→ 0, (22)

где l из (1) и

0 < θ :=
(q + 1) + n(1− q)

2(q + 1) + n(1− q)
< 1, 0 < ψ :=

n(1− q)

2(q + 1) + n(1− q)
< θ < 1. (23)

Тогда рассматриваемое энергетическое решение u(t, x) задачи (1)–(4) обладает свойством
сильной локализации и справедлива следующая оценка сверху:

ζ(t) 6 1 + ctS(t) ∀ t : 0 < t 6 T. (24)

Приведем теперь несколько простых достаточных условий выполнения (21), (22).
Следствие 1. Пусть абсорбционный потенциал g из (2) удовлетворяет условию (20),

а функция F (·) из (19) удовлетворяет соотношению

F (t)
(1−ψ)(1−q)

2 <
D1

2t

( t
∫

0

g0(τ)
1−θdτ

)2

∀ t : 0 < t 6 T1 =
l − 1

cS(T1)
, (25)

где D1, l, S и ψ из теоремы 1. Тогда имеет место сильная локализация и справедлива
следующая оценка сверху:

ζ(t) 6 1 + c
√

D1t ∀ t : t 6 T1. (26)

Следствие 2 (случай “умеренно” вырождающихся потенциалов). Пусть миноранта g0
из (20) обладает дополнительным свойством:

g0(t) > g0,β(t) := exp

(

−
ω0

tβ

)

∀ t : 0 < t 6 T1 =
l − 1

cS(T1)
,

ω0 = const > 0, β ∈ (0, 1),

(27)
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а функция F (·) из (19) удовлетворяет соотношению

F (t)
(1−ψ)(1−q)

2 <
D2

2t1+β

( t
∫

0

g1−θ
0,β (τ)dτ

)2

∀ t : 0 < t 6 T1, (28)

где l, S, ψ, θ из теоремы 1 и 0 < D2 = D2(n, q, d0, d1, l, β, ω0) = const < ∞. Тогда имеет
место сильная локализация и справедлива следующая оценка сверху:

ζ(t) 6 1 + c
√

D2t1−β ∀ t : t 6 T1. (29)

Следствие 3 (случай “сильно” вырождающихся потенциалов). Пусть миноранта g0
из (20) обладает дополнительным свойством:

g0(t) > g0,β(t) := exp

(

−
ω0

tβ

)

∀ t : 0 < t 6 T1 =
l − 1

cS(T1)
,

ω0 = const > 0, β > 1.

(30)

Функция F (·) из (19) удовлетворяет неравенству

F (t)
(1−ψ)(1−q)

2 <
µ2(t)

t2

( t
∫

0

g1−θ
0,β (τ)dτ

)2

∀ t : 0 < t 6 T1, (31)

где l, S, ψ, θ из теоремы 1 и µ(τ) > 0: µ(τ) → 0 при τ → 0. Тогда имеет место сильная
локализация и справедлива следующая оценка сверху:

ζ(t) 6 1 + cµ(t) ∀ t : t 6 T1. (32)

Теорема 2 (об ослабленной локализации при произвольном граничном режиме). Пусть
абсорбционный потенциал g удовлетворяет условию (7). Тогда для произвольного энерге-
тического решения u(t, x) задачи (1)–(4) имеет место свойство ослабленной локализации,
т. е. существует функция ζ1(t) ∈ C(0,∞) такая, что имеет место

ζ(t) 6 min(ζ1(t), cL1) ∀ t > 0, (33)

где ζ(·) из (14) c = const > 0, L1 = const = diamΩ.
Замечание 2. Функция ζ1(t) может стремиться к бесконечности при t→ 0. Т. е. не исклю-

чается возможность бесконечного скачка, потому и речь в данной теореме идет лишь об
ослабленной локализации.

Теорема 3 (о сильной локализации при произвольном граничном режиме). Пусть
функция F (·) из (19), абсорбционный потенциал g из (2) имеет неотрицательную мо-
нотонную миноранту:

g(t, x) > gω(t) := exp

(

−
ω(t)

t

)

∀ t > 0, (34)

где ω(t) — неотрицательная неубывающая функция: ω(t) → 0 при t→ 0. Тогда произволь-
ное энергетическое решение u задачи (1)–(4) обладает свойством сильной локализации
и справедлива следующая оценка сверху:

ζ(t) 6 1 +
t

2
+ C

{

t ln(C1F (t)) + c1t ln t
−1 + c2ω

(

t

2

)}1/2

∀ t < T. (35)

34 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №7



Замечание 3. Подчеркнем, что в теоремах 2 и 3 нет никаких условий на граничный
режим, т. е. на функцию F (·) из (19).
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Сильна та послаблена локалiзацiя розв’язкiв квазiлiнiйних

параболiчних рiвнянь

Дослiджено задачу Кошi–Дiрiхле для широкого класу квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь:
ut −△u+ g(t)|u|q−1u = 0, 0 < q < 1, де g(t) — неперервний додатний для t > 0 абсорбцiйний
потенцiал, що вироджується при t = 0: g(0) = 0. Знайдено точнi достатнi умови для силь-
ної локалiзацiї розв’язкiв (тобто неперервнiсть розповсюдження носiя в околi t = 0). Цi
умови сформульовано у виглядi пiдпорядкованостi крайового режиму абсорбцiйному потен-
цiалу. Для довiльного крайового режиму (без будь-яких умов пiдпорядкованостi) встанов-
лено послаблену локалiзацiю розв’язкiв. Доведено, що при деяких обмеженнях на характер
виродження потенцiалiв ефект сильної локалiзацiї має мiсце при довiльних крайових режи-
мах (навiть для тих, що не задовольняють нiякi умови пiдпорядкованостi).
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K.V. Stiepanova, A. E. Shishkov

Strong and weakened localizations of solutions of quasilinear parabolic

equations

We investigate the Cauchy–Dirichlet problem for a wide class of quasilinear parabolic equations
ut−△u+ g(t)|u|q−1u = 0, 0 < q < 1, where the continuous absorption potential g(t) is positive for
t > 0 and degenerates at t = 0: g(0) = 0. We find sufficient conditions for the strong localization of
solutions (i. e., continuous propagation of a support near t = 0). These conditions are formulated
as a subordination of the boundary regime to the absorption potential. For an arbitrary boundary
regime (without any subordination conditions), a certain type of weakened localization is obtained.
Under some restriction from below on the degeneration of the potential, the strong localization
holds for an arbitrary boundary regime (including regimes that do not satisfy any conditions of
subordination).
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