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Систематично дослiджено задачу про оператори редукцiї рiвняння Бюргерса. Наведено
нове доведення теореми про спецiальний “no-go” випадок регулярних операторiв редукцiї,
а також побудовано зображення коефiцiєнтiв цих операторiв у спецiальному випадку
через розв’язки вихiдного рiвняння.

Еволюцiйне рiвняння другого порядку

L[u] := ut + uux + uxx = 0 (1)

запропонував Дж.М. Бюргерс як одновимiрну модель турбулентностi. Його застосовують
також для моделювання iнших явищ у фiзицi, хiмiї, математичнiй бiологiї тощо. Досить
повний огляд властивостей рiвняння Бюргерса зроблено в [1, роздiл 4].

Вiдомо, що рiвняння (1) лiнеаризується до рiвняння теплопровiдностi vt + vxx = 0 так
званою замiною Коула–Хопфа u = 2vx/v [2, с. 102], але внаслiдок його важливостi ви-
черпне вивчення властивостей цього рiвняння в рамках симетрiйного аналiзу є актуальною
задачею.

Лiївськi симетрiї рiвняння Бюргерса та деяких його узагальнень дослiджували почи-
наючи з 1960-х рокiв. Максимальну алгебру лiївської iнварiантностi рiвняння (1) в процесi
групової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь вигляду ut+uux = (f(u)ux)x вперше обчис-
лив В.Л. Катков [3]. Її породжують векторнi поля

∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x − u∂u, t∂x + ∂u, t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u.

Вiдповiдну повну групу G точкових симетрiй рiвняння (1) складають перетворення

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
, ũ =

κ(γt+ δ)u− κγx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
,

де α, β, γ, δ, µ0, µ1 та κ — довiльний набiр сталих, визначених з точнiстю до ненульового
множника, причому αδ−βγ = κ2 > 0. З точнiстю до композицiї з неперервними точковими
симетрiями група G мiстить лише одну дискретну симетрiю (t, x, u) → (t,−x,−u).

Редукцiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними за допомогою їх лiївських
симетрiй, як правило, не дають достатньо широких сiмей точних розв’язкiв цих рiвнянь.
У 1969 р. запропоновано так званий метод некласичної редукцiї, який використовує наба-
гато ширший клас векторних полiв, нiж лiївськi симетрiї [4]. Пiзнiше такi векторнi поля
отримали назву некласичних (умовних) симетрiй або операторiв редукцiї.

Оператором редукцiї рiвняння (1) є векторне поле вигляду

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u (2)
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з коефiцiєнтами τ i ξ, що не дорiвнюють одночасно нулю, яке дозволяє побудувати анзац,
що зводить це рiвняння до звичайного диференцiального рiвняння. Загальне означення
операторiв редукцiї див., наприклад, у [5]. Оператори лiївської симетрiї також є оператора-
ми редукцiї. На множинi операторiв редукцiї iснує вiдношення еквiвалентностi, породжене
домноженням на функцiї вiд (t, x, u), якi не набувають нульових значень.

Рiвняння Бюргерса стало першим диференцiальним рiвнянням, розглянутим з точки зо-
ру некласичних симетрiй, пiсля вiдомої роботи [4]. Вiдповiднi результати, вперше отриманi
Г.С. Вудардом, наведено в [6]. З iнших публiкацiй, що стосуються некласичних симетрiй
рiвняння Бюргерса, варто вiдзначити [7–12]. П. Олвер i Є.М. Воробйов дослiдили некласич-
нi симетрiї системи диференцiальних рiвнянь першого порядку, що еквiвалентна рiвнянню
Бюргерса [9]. Але насправдi всi згаданi статтi мiстять лише окремi фрагменти розв’язання
задачi про оператори редукцiї рiвняння (1), до того ж поданi доведення не оптимiзовано,
а вiдповiднi твердження сформульовано нечiтко. Метою цiєї роботи є повне розв’язання
задачi про оператори редукцiї рiвняння Бюргерса з використанням спецiальних методiв
теорiї умовних симетрiй.

Визначальнi рiвняння для коефiцiєнтiв операторiв редукцiї. Дослiдження опе-
раторiв редукцiї рiвняння Бюргерса проводимо аналогiчно [13].

Для (1 + 1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь задача знаходження операторiв редукцiї з
коефiцiєнтом τ = 0 (такi оператори для еволюцiйних рiвнянь є сингулярними) зводиться
до розв’язання єдиного визначального рiвняння на одну невiдому функцiю вiд трьох змiн-
них, причому воно еквiвалентне вихiдному рiвнянню [14, 15]. Для рiвняння Бюргерса це
визначальне рiвняння має вигляд ηt + uηx + η2 + ηxx + 2ηηxu + η2ηuu = 0; коефiцiєнт ξ
покладено рiвним одиницi завдяки згаданому вiдношенню еквiвалентностi.

Зосередимося на вiдшуканнi регулярних операторiв редукцiї вигляду (2) з ненульовими
значеннями коефiцiєнта τ . З урахуванням того ж вiдношення еквiвалентностi для будь-
якого регулярного оператора Q можна покласти τ = 1. Визначальнi рiвняння на коефiцiєн-
ти ξ та η отримаємо, використовуючи критерiй умовної iнварiантностi Q(2)L[u] |L∩Q(2)= 0
(див., наприклад, [5]). Тут Q(2) — друге продовження оператора Q; L — многовид у прос-

торi J (2) струменiв другого порядку, який вiдповiдає рiвнянню Бюргерса L[u] = 0; Q(2) —
многовид у цьому ж просторi струменiв, визначений умовою iнварiантної поверхнi Q[u] = 0
та її диференцiальними наслiдками DtQ[u] = 0 i DxQ[u] = 0, де Q[u] = η − ut − ξux —
характеристика оператора Q, а Dt та Dx — оператори повного диференцiювання за змiн-
ними t i x вiдповiдно. Але за рахунок того, що коефiцiєнт τ вiднормовано, диференцiальнi
наслiдки при виведеннi визначальних рiвнянь використовувати не потрiбно, тобто для пе-
реходу на многовид L

⋂
Q(2) у критерiї умовної iнварiантностi достатньо врахувати лише

рiвняння ut + uux + uxx = 0 та η − ut − ξux = 0. Пiдставивши отриманi з цих рiвнянь
вирази для ut та uxx у диференцiальну функцiю Q(2)L[u] та розщепивши результат за ux,
маємо

ξuu = 0,

ηuu = 2ξxu + 2ξuξ − 2uξu,

ξt − uξx + ξxx + 2ξxξ − 2ηxu − 2ξuη − η = 0,

ηt + uηx + ηxx + 2ξxη = 0.

(3)
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Iнтегруючи першi два рiвняння, функцiї ξ та η можна подати у виглядi многочленiв
вiд u з коефiцiєнтами, якi зображено через гладкi функцiї ξ1, ξ0, η1 i η0 змiнних t, x:

ξ = ξ1u+ ξ0, η =
1

3
ξ1
(
ξ1 − 1

)
u3 +

(
ξ1
x
+ ξ1ξ0

)
u2 + η1u+ η0. (4)

Це дозволяє розщепити третє рiвняння системи (3) за u, внаслiдок чого отримаємо таку
систему диференцiальних рiвнянь на функцiї ξ1, ξ0, η1 та η0:

ξ1(2ξ1 + 1)(ξ1 − 1) = 0,

ξ1(2ξ1 + 1)ξ0 + 4ξ1ξ1
x
= 0,

ξ1t − 2(ξ1ξ0)x − 3ξ1xx − (2ξ1 + 1)η1 − ξ0x = 0,

ξ0
t
+ 2ξ0ξ0

x
+ ξ0

xx
− (2ξ1 + 1)η0 − 2η1

x
= 0.

(5)

Подальший розгляд проводимо в залежностi вiд вибору одного з трьох можливих роз-
в’язкiв першого рiвняння. Останнє рiвняння системи (3) перепишемо в термiнах ξ1, ξ0, η1,
η0 та розщепимо за u окремо для кожного конкретного значення ξ1.

Випадок ξ1 = 1 тривiальний, оскiльки, як видно iз системи (5), коефiцiєнти ξ0, η1 та η0

при цьому значеннi ξ1 нульовi. Вiдповiдне векторне поле Q1 = ∂t+u∂x — єдиний (з точнiстю
до вiдношення еквiвалентностi) оператор редукцiї для рiвняння Бюргерса у цьому випад-
ку. Множина Q1-iнварiантних розв’язкiв складається з двох сiмей — двопараметричної та
однопараметричної. Двопараметричну сiм’ю утворюють функцiї u = (x + c1)/(t + c2), де
c1, c2 — довiльнi сталi. Кожен з цих розв’язкiв є лiївськи iнварiантним й еквiвалентним
масштабно-iнварiантному розв’язку u = x/t. Елементами однопараметричної сiм’ї є сталi
функцiї. Кожна з них iнварiантна вiдносно зсувiв i за t, i за x.

Випадок ξ1 = 0 повнiстю розглянуто в [7] (див. також [8]), де вiдзначено, що вiдповiднi
розв’язки рiвняння Бюргерса лiївськи iнварiантнi. Iз системи (5) при ξ1 = 0 випливає, що
η1 = −ξ0

x
i η0 = ξ0

t
+ 2ξ0ξ0

x
+ 3ξ0

xx
, а розщеплення останнього рiвняння системи (3) за u дає

ξ0
xx

= 0,

ξ0
tt
+ 2ξ0ξ0

tx
+ 4ξ0

t
ξ0
x
+ 4ξ0

(
ξ0
x

)2
= 0.

Звiдси отримаємо, що ξ0 = ξ01(t)x+ξ00(t), де коефiцiєнти ξ01 та ξ00 задовольняють систему

ξ01tt + 6ξ01ξ01t + 4
(
ξ01

)3
= 0,

ξ00tt + 4ξ01ξ00t + 2ξ01t ξ00 + 4
(
ξ01

)2
ξ00 = 0.

Замiна ξ01 = αt/2α, ξ00 = β/α зводить цю систему до двох простих незачеплених рiвнянь
αttt = 0 i βtt = 0 вiдносно функцiй α = α(t) i β = β(t), а тому

ξ01 =
c2t+ c1

c2t2 + 2c1t+ c0
, ξ00 =

c4t+ c3
c2t2 + 2c1t+ c0

,

де c0, . . . , c4 — довiльнi сталi, для яких (c0, c1, c2) 6= (0, 0, 0). Залишається пiдставити знай-
денi значення η1, η0 i ξ0 = ξ01x + ξ00 у рiвностi (4), звiдки

Q = ∂t +
(c2t+ c1)x+ c4t+ c3

c2t2 + 2c1t+ c0
∂x +

−(c2t+ c1)u+ c2x+ c4
c2t2 + 2c1t+ c0

∂u,
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тобто оператор Q вiдрiзняється вiд оператора лiївської симетрiї рiвняння Бюргерса на
множник

(
c2t

2 + 2c1t + c0
)−1

. Таким чином, доведено таку теорему.
Теорема 1. Будь-який оператор редукцiї вигляду Q = ∂t + ξ(t, x)∂x +

(
η1(t, x)u +

+ η0(t, x)
)
∂u рiвняння Бюргерса еквiвалентний оператору лiївської симетрiї цього рiв-

няння.
Випадок ξ1 = −1/2 приводить до операторiв редукцiї загального вигляду

Q = ∂t +

(
−
1

2
u+ ξ0

)
∂x +

(
1

4
u3 −

ξ0

2
u2 + η1u+ η0

)
∂u, (6)

де функцiї ξ0, η1 та η0 задовольняють систему диференцiальних рiвнянь

ξ0t + 2ξ0ξ0x + ξ0xx − 2η1x = 0,

η1
t
+ 2ξ0

x
η1 + η1

xx
+ η0

x
= 0,

η0t + 2ξ0xη
0 + η0xx = 0,

(7)

яка є прямим наслiдком (5). Оскiльки диференцiальною пiдстановкою систему (7) можна
звести до незачепленої системи з трьох копiй лiнiйного рiвняння теплопровiдностi [11, 12],
ї ї повне розв’язання неможливе, а тому випадок ξ1 = −1/2 є “no-go”. Доведемо, що це
випливає безпосередньо з того факту, що Q — оператор редукцiї рiвняння (1). Бiльш того,
покажемо, що розв’язки системи (7) можна виразити через розв’язки незачепленої системи
з трьох копiй рiвняння Бюргерса.

Теорема 2. Будь-який розв’язок системи визначальних рiвнянь (7) на коефiцiєнти
операторiв редукцiї з ξ1 = −1/2 можна зобразити у виглядi

ξ0 =
(W (v))x
W (v)

, η1 =
|v, vxx, vxxx|

W (v)
, η0 = −2

W (vx)

W (v)
, (8)

де v =
(
v1, v2, v3

)
— набiр з трьох лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння теплопровiднос-

тi vt+ vxx = 0, W (v) та W (vx) — вронскiани цього набору та набору вiдповiдних похiдних
за x, а позначення |a, b, c| використано для визначника матрицi, складеної з трикомпо-
нентних стовпчикiв a, b та c. I навпаки, будь-який набiр функцiй ξ0, η1 i η0, який допускає
зображення (8), задовольняє систему (7).

Доведення. Фiксуємо оператор Q вигляду (6). Множина Q-iнварiантних розв’язкiв рiв-
няння Бюргерса L[u] = 0 збiгається з множиною розв’язкiв системи L[u] = 0, Q[u] = 0
i параметризована двома довiльними сталими, оскiльки Q — регулярний оператор редукцiї
рiвняння Бюргерса [14]. Рiвняння системи зручно перекомбiнувати таким чином: L[u] = 0,
L[u] + Q[u] = 0. Перетворення Коула–Хопфа u = 2vx/v зводить цю систему до лiнiйної
системи

vt + vxx = 0,

vxxx − ξ0vxx + η1vx +
1

2
η0v = 0.

(9)

Нехай для деякого натурального n функцiї v1, . . . , vn змiнних t i x є лiнiйно незалежними
розв’язками системи (9). Тодi формула

u = 2
c1v

1
x
+ · · · + cnv

n

x

c1v1 + · · ·+ cnvn
, (10)
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де c1, . . . , cn — довiльнi сталi, якi одночасно не дорiвнюють нулю, визначає сiм’ю Q-
iнварiантних розв’язкiв рiвняння Бюргерса, параметризовану n − 1 суттєвими сталими,
а тому n 6 3, оскiльки таких параметрiв не може бути бiльше, нiж два. Iнакше кажучи,
розмiрнiсть простору V розв’язкiв системи (9) не перевищує три. Ця розмiрнiсть не може
бути i менше трьох. Дiйсно, нехай тепер функцiї v1, . . . , vn змiнних t i x утворюють базис
простору V , де n = dimV . Тодi формула (10) є зображенням загального розв’язку системи
L[u] = 0, Q[u] = 0, що мiстить n−1 суттєвих сталих параметрiв, а тому n−1 = 2, тобто n = 3.

Розглянемо деякий базис {v1, v2, v3} простору V . Його елементи є розв’язками лiнiйного
рiвняння теплопровiдностi vt + vxx = 0 за означенням простору V , а тому з їх звичайної
лiнiйної незалежностi випливає їх лiнiйна незалежнiсть над кiльцем гладких функцiй вiд t,
тобто вронскiан W (v) функцiй v1, v2, v3 за змiнною x не дорiвнює нулю (див., наприклад,
зауваження 5 в [13]). Пiдстановка елементiв базису в друге рiвняння системи (9) дає добре
визначену систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

vixxx − ξ0vixx + η1vix +
1

2
η0vi = 0, i = 1, 2, 3,

вiдносно коефiцiєнтiв ξ0, η1, η0, або, у матричному виглядi, Mq = vxxx, де

v =



v1

v2

v3


 , M =



v1 v1x v1xx

v2 v2
x

v2
xx

v3 v3x v3xx


 , q =




−
1

2
η0

−η1

ξ0


 .

Розв’язавши цю систему вiдносно ξ0, η1 та η0, отримаємо зображення (8).
Оскiльки доведення можна обернути, зворотне твердження також вiрне.
Теорему доведено.
Наслiдок 1. Коефiцiєнти оператора редукцiї (6) рiвняння Бюргерса можна зобразити

у виглядi

ξ0 =
1

2

|e, u, z|

|e, u, y|
, η1 =

1

4

|e, y, z|

|e, u, y|
, η0 = −

1

4

|u, y, z|

|e, u, y|
, (11)

де стовпчики e, y та z складенi з трьох одиниць, виразiв yi = 2uix + (ui)2 та zi = 4uixx +
+ 6uiuix + (ui)3 вiдповiдно, а u — з трьох розв’язкiв рiвняння Бюргерса з |e, u, y| 6= 0. Тут
i = 1, 2, 3.

Доведення. Зв’язок 2vix/v
i = ui мiж розв’язками рiвняння теплопровiдностi i рiвнян-

ням Бюргерса через перетворення Коула–Хопфа дає вирази

vi
xx

vi
=

1

2
uix +

1

4

(
ui
)2
,

vi
xxx

vi
=

3

4
uiuix +

1

8

(
ui
)3

+
1

2
uixx, i = 1, 2, 3,

пiдстановка яких у (8) i доводить наслiдок. Визначник |e, u, y| не дорiвнює нулю, оскiльки
ненульовим є вронскiан W (v).

Наслiдок 2. Зображення (8) та (10), де n = 3, явно визначають взаємно однознач-
ну вiдповiднiсть мiж операторами редукцiї вигляду (6) та сiм’ями розв’язкiв рiвняння
Бюргерса, iнварiантними вiдносно цих операторiв.

Таким чином, з точнiстю до вiдношення еквiвалентностi на множинi операторiв редук-
цiї, що дозволяє покласти τ = 1 при τ 6= 0, пiдмножина таких регулярних операторiв
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складається з сiм’ї операторiв з ξ1 = −1/2, де коефiцiєнти ξ0, η1 та η0 задовольняють
рiвняння (11), одного оператора ∂t + u∂x з ξ1 = 1, а також операторiв з ξ1 = 0, кожен з
яких еквiвалентний лiївському.

Проблему опису некласичних симетрiй рiвняння Бюргерса розглядали в багатьох стат-
тях, але в цiй роботi вперше її розв’язання викладено систематично i вичерпно. Також
наведено нове доведення теореми про оператори редукцiї у випадку ξ1 = −1/2, що ґрун-
тується безпосередньо на властивостях таких операторiв. Як наслiдок теореми отримано, що
коефiцiєнти операторiв редукцiї в цьому випадку допускають зображення через розв’язки
незачепленої системи з трьох копiй рiвняння Бюргерса.

Автори висловлюють вдячнiсть В.М. Бойку за плiднi обговорення. Дослiдження пiдтримано
Австрiйським науковим фондом (FWF), проект P23714.
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Систематически исследована задача об операторах редукции уравнения Бюргерса. Приведено
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O.A. Pocheketa, R.O. Popovych

Reduction operators of the Burgers equation

The problem of reduction operators of the Burgers equation is systematically studied. A new proof
of the theorem on the special “no-go” case of regular reduction operators is presented, and the
representation of the coefficients of these operators in the special case in terms of solutions of the
initial equation is constructed.
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