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Практичне застосування неiтерацiйного методу

розв’язання рiвняння Фредгольма першого роду

до задач геофiзики

(Представлено академiком НАН України В. I. Старостенком)

Розглянуто можливiсть ефективного використання неiтерацiйного методу, засновано-

го на теоремi про згортку й на знаходженнi шуканої функцiї у виглядi ряду Фур’є, що

дає змогу знаходити розв’язок рiвняння Фредгольма першого роду типу згортки.

Розв’язання рiвняння Фредгольма першого роду є класичною некоректною задачею [1, 2],
тому для її розв’язання використовують методи регуляризацiї [3, 4]. Розглянемо задачу
встановлення в деякiй областi L функцiї g(~r), де ~r — вектор n вимiрного простору, за
даними вимiру f(~r), якщо вiдомо, що функцiї пов’язанi мiж собою рiвнянням Фредгольма
першого роду з ядром K:

f(~r) =

∫

L

K(~r ′ − ~r) · g(~r ′) · d~r ′. (1)

При позначеннi коефiцiєнтiв представлення функцiй f , g, σ комплексним n-вимiрним
рядом Фур’є як fi1,...,in , gi1,...,in , σi1,...,in вiдповiдно i, використовуючи теорему про згорт-
ку [5, 6] для ряду, можна стверджувати, що:

gi1,...,in =
fi1,...,in

σi1,...,in
∗
. (2)

Позначимо g′ знайдений ряд Фур’є обмеженої кiлькостi членiв, розрахованих за фор-
мулою (2), продемонструємо застосування цього методу до розв’язання актуальних задач
геофiзики. В цьому методi є лише один параметр, який можна змiнювати i вiд якого зале-
жить розв’язок: це кiлькiсть членiв ряду Фур’є. Вибiр значення цього параметра є очевид-
ним i залежить вiд метрики, в якiй розв’язується задача. За аналогiєю з iншими методами
регуляризацiї його можна називати параметром регуляризацiї. Ми будемо використовувати
метрику L1 та обирати кiлькiсть членiв ряду з умови:

∫

L

∣

∣

∣

∣

∣

f(~r) −

∫

L

K(~r ′ − ~r) · g(~r ′)d~r ′

∣

∣

∣

∣

∣

· d~r → min .

Пiд 1D задачею будемо розумiти задачу, де шукана функцiя залежить вiд однiєї скаляр-
ної змiнної, пiд 2D задачею, вiдповiдно якщо шукана функцiя залежить вiд двох скалярних
змiнних.

1D задача. Для одновимiрного випадку (1) набуватиме вигляду:

f(x) =

∫

L

K(x′ − x) · g(x) · dx′,
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Рис. 1. Геометричний фактор зонда iндукцiйного каротажу I2.05

Рис. 2. Розв’язок 1D. Провiднiсть: 1 — вимiряна уявна; 2 — знайдена; 3 — питома (результат розв’язку
оберненої задачi для знайденої уявної провiдностi)

яке, наприклад, пов’язує вимiряну уявну провiднiсть деяким зондом iндукцiйного каро-
тажу з геометричним фактором K [7]. На рис. 1 наведено графiк функцiї геометричного
фактора, широко застосовного на практицi зонда I2.05 [8], для цього зонда на рис. 2 зо-
бражено графiки отриманої чисельно функцiї вимiряної уявної провiдностi для заданого
розподiлу питомої провiдностi (пачка пластiв рiзної питомої провiдностi щiльнiстю 1 м вiд-
дiлених прошарками завтовшки 3 м провiднiстю 10 мСм/м) та графiк значень ряду Фур’є
з коефiцiєнтами, розрахованими за формулою (2).

2D задача. Для двовимiрного випадку розглянемо поширене в задачах гравiметрiї та
магнiтометрiї рiвняння вигляду:

f(x, y) =

∫

L

zg(x, y) dx′dy′

((x − x′)2 + (y − y′)2 + z2)3/2
, (3)

яке пов’язує, наприклад, вимiряну аномалiю поля f для заданого розподiлу невiдомих
мас (зарядiв) g на площинi, вiддаленiй вiд площини вимiру на вiдстань z [9, 10]. Для
моделi, яка складається з квадратної аномалiї густиною 10 в. о., має квадратну форму
в площинi XY (розмiром 100 × 100 в. о.) вiдстанi та знаходиться в нескiнченному про-
сторi густини, що дорiвнює 1 в. о., та вимiру на площинi, вiддаленiй вiд площини роз-
ташування аномалiї на 10 в. о. (z = 10), на рис. 3 наведено графiки ядра рiвняння (3),
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Рис. 3. Данi для 2D задачi (опис моделi див. у текстi): 1 — розподiл густини; 2 — аномальне поле (резуль-
тат розв’язку прямої задачi для заданої питомої провiдностi); 3 — знайдена густина (результат розв’язку
оберненої задачi для знайденої уявної провiдностi); 4 — ядро рiвняння

отриманої чисельно функцiї аномального поля, заданого розподiлу мас та знайденого ря-
ду з коефiцiєнтами, розрахованими за формулою (2). Для зручностi порiвняння — да-
нi наведено для перерiзу (графiки ядра та аномального поля нормованi для можливо-
го порiвняння з графiками заданої та обчисленої густини), що проходить через центр
аномалiї.

Необхiдно пам’ятати про можливiсть виникнення ситуацiї, коли для деяких членiв ряду
|σi1,...,in | = 0 вiдповiднi члени необхiдно вiдкидати або змiнювати (навiть незначним чином)
межi областi L. Крiм того, для випадку кусково-сталої функцiї g в околi точок розриву
обчислений ряд з коефiцiєнтами (2) буде мати особливiсть Гiбса [11]. Тому для наведених
прикладiв для отриманих рядiв було застосовано багаторазову процедуру “згладжування”.
Вибiр необхiдної кiлькостi повторення процедури залежить вiд кiлькостi членiв ряду, якi
використовуються при обчисленнi ряду, та вiд спiввiдношення характерних розмiрiв шука-
них особливостей функцiї g та кроку, з яким проводиться вимiр f . Для збереження точностi
в наведених прикладах при використаннi k-кратної процедури “згладжування” функцiя f

була довизначена в k − 1 точках (по кожнiй з координат у випадку 2D), що рiвномiрно
розташованi мiж сусiднiми точками вимiру.

Принаймнi для розв’язку задачi iндукцiйного каротажу даний метод був описаний, про-
те наведенi результати [12, 13], навiть для простiших модельних задач, значно вiдрiзняються
за точнiстю вiд представлених в цiй роботi. Це можна пояснити значними обчислювальними
ресурсами, необхiдними для знаходження i представлення розв’язку, якi стали широкодо-
ступними лише в останнi роки, хоча навiть при сучасному розвитку обчислювальної технiки
практичне використання методу вже для 2D задач вимагає значного часу числового роз-
рахунку.

Таким чином, можна стверджувати, що метод, заснований на знаходженнi шуканої
функцiї у виглядi ряду Фур’є, дозволяє розв’язувати рiвняння Фредгольма типу згортки
i точно (у межах похибки, визначеної точнiстю числового iнтегрування, кiлькiстю членiв
ряду тощо) розв’язувати задачi геофiзики, заснованi на використаннi цього iнтегрального
рiвняння.

Автор висловлює глибоку вдячнiсть академiку НАН України В. I. Старостенку за увагу до

викладених матерiалiв та конструктивнi зауваження.
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Practical application of the non-iteration method for solution of the

Fredholm equation of the first kind to geophysical problems

The possibility to use efficiently the non-iteration method permitting to find a solution of the

Fredholm equation of the first kind of the convolution type based on the convolution theorem and

the Fourier transformation is considered.
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