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Про метод граничних iнтегральних рiвнянь

розв’язування крайових задач для систем елiптичних

рiвнянь спецiального виду у частково необмежених

областях

(Представлено академiком НАН України В. Л. Макаровим)

Розглядається крайова задача для системи елiптичних рiвнянь спецiального виду

в частково необмежених областях. Використання технiки функцiй Грiна дає можли-

вiсть отримати iнтегральне подання розв’язку з невiдомими функцiями на поверхнi

обмеженої областi. Обговорюються прямий i непрямий варiанти методу граничних iн-

тегральних рiвнянь.

1. Постановка задачi. Метод граничних iнтегральних рiвнянь (ГIР) є однаково ефектив-
ним для чисельного розв’язування як внутрiшнiх, так i зовнiшнiх крайових задач для елiп-
тичних рiвнянь з постiйними коефiцiєнтами, оскiльки приводить до знаходження невiдомих
величин лише на межi областi. Його унiверсальнiсть також проявляється щодо геометрiї
областi. Якщо скористатися функцiєю Грiна [1] для вiдповiдної задачi, то метод ГIР мож-
на суттєво вдосконалити. Продемонструємо це для такої нескiнченної системи елiптичних
рiвнянь стосовно невiдомих функцiй u0, u1, . . . , uk, . . . в деякiй областi Ω ⊂ R

3:




Pu0 = f0,

c1,0u0 + Pu1 = f1,

c2,0u0 + c2,1u1 + Pu2 = f2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ck,0u0 + ck,1u1 + . . .+ ck,k−1uk−1 + Puk = fk,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(1)

де P — елiптичний оператор другого порядку зi сталими коефiцiєнтами, ci,j — вiдомi сталi
коефiцiєнти та fi — заданi в Ω функцiї (функцiонали), i, j ∈ N0, N0 = N

⋃
{0}. Зокрема

розглядатимемо випадок диференцiального оператора P у виглядi P := −∆ + κ2, де ∆ —
оператор Лапласа, а κ > 0 — стале.

Щоб побудувати послiдовнiсть функцiй, якi вiдiграватимуть для системи ту ж роль, що
i функцiя Грiна для крайової задачi з одним елiптичним рiвнянням, скористаємося методом
вiдбиття [1], який застосовний у випадках областей з певним видом симетрiї. Для прикладу
розглянемо частково необмежену область Ω — пiвпростiр Ω0 ⊂ R

3 поза включенням Ω1,
тобто Ω = Ω0 \Ω1. Вважаємо, що обмежена однозв’язна область Ω1 має лiпшицеву межу Γ1,
а нижньою межею пiвпростору Ω0 є площина Γ0 (рис. 1).
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Рис. 1. Частково необмежена область Ω з включеннямΩ1

В [2] авторами було розроблено метод ГIР для побудови узагальненого розв’язку рiз-
них крайових задач для такої системи в обмеженiй лiпшицевiй областi без спецiальних
припущень щодо її геометрiї.

Для компактного запису задачi скористаємося позначеннями з [2]. Нехай X — деякий
лiнiйний простiр, Z — множина цiлих чисел. Через X∞ позначатимемо лiнiйний простiр
вiдображень u : Z → X з властивiстю u(k) = 0 при k < 0. Для будь-якого елемента u ∈ X∞

(називатимемо його послiдовнiстю) приймемо uk ≡ (u)k := u(k), k ∈ Z, i писатимемо
u := (u0, u1, . . . , uk, . . .)

⊤. Позначимо оператор G := P + C, де C : X∞ → X∞ — матрич-

ний оператор трикутного вигляду, який дiє таким чином: (Cu)k =
k−1∑
l=0

ck,l(u)l, k ∈ N0, та

P := (Pi,j)i,j=0,∞ — матричний оператор, який має ненульовi елементи лише на головнiй
дiагоналi: Pi,i ≡ P та Pi,j = 0 при i 6= j.

Використовуватимемо простори Соболєва H1(Ω) i H1
0 (Ω) скалярних дiйснозначних

функцiй та спряженi до них вiдповiдно H̃−1(Ω) := (H1(Ω))′ i H−1(Ω) := (H1
0 (Ω))

′ (див.,
наприклад, [3]). Нехай γ0 — оператор слiду на поверхнi Γ = Γ0

⋃
Γ1, який довiльному еле-

ментовi з простору H1(Ω) залежно вiд поверхнi ставить у вiдповiднiсть елемент з простору
H1/2(Γ0) або H1/2(Γ1). Сформулюємо задачу Дiрiхле для системи (1) у нових позначеннях.

Означення 1. Задача Дiрiхле: для заданих f ∈ (H−1(Ω))∞, h̃ ∈ (H1/2(Γ0))
∞ i g̃ ∈

∈ (H1/2(Γ1))
∞ знайти послiдовнiсть u ∈ (H1(Ω))∞ таку, що задовольняє операторне рiв-

няння

Gu = f в (H−1(Ω))∞, (2)

крайовi умови

γ0u = h̃ на Γ0 (3)

i

γ0u = g̃ на Γ1 (4)

та умову регулярностi на нескiнченностi uk(x) → 0, k ∈ N0, при |x| → ∞ рiвномiрно у всiх
напрямках.

Зауважимо, що похiднi в операторному рiвняннi розумiємо в сенсi узагальнених функцiй
i що для h̃ ∈ (H1/2(Γ0))

∞ виконується умова регулярностi компонентiв на нескiнченностi:
h̃k(x) → 0, k ∈ N0, при |x| → ∞ на Γ0.
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2. Функцiї Грiна для системи елiптичних рiвнянь. Нехай Ẽ(x, y) = (Ẽ0(x, y),
Ẽ1(x, y), . . .)

⊤ — фундаментальний розв’язок оператора G, тобто розв’язок рiвняння

GẼ(x, ·) = δ̃(· − x) в (H−1(Ω))∞, (5)

де δ̃(θ) = (δ(θ), δ(θ), . . .)⊤ — функцiональна послiдовнiсть, компонентами якої є δ-функцiя
Дiрака [1] i операцiя диференцiювання виконується за другою змiнною. Побудуємо послiдов-
нiсть E(x, y) = (E0(x, y), E1(x, y), . . .)

⊤, де E0(x, y) = Ẽ0(x, y), Ei(x, y) :=Ẽi(x, y)−Ẽi−1(x, y),
i ∈ N.

Теорема 1. Компоненти послiдовностi Ẽ(x, y) у випадку диференцiального оператора
P := −∆ + κ2 мають вигляд

Ẽk(x, y) =
e−κR(x,y)

4πR(x, y)

k∑

i=0

Ak,iR
i(x, y), (6)

де R(x, y) = |x − y|, а коефiцiєнти Ak,m визначаються таким чином:

Ak,m =
1

2mκ

(
Ak,m+1 −

k−1∑

i=m−1

ck,iAi,m−1

)
, m = k − 1, . . . , 1, k ∈ N, (7)

причому Ak,k = −
ck,k−1

2kκ
Ak−1,k−1, k ∈ N, та Ak,0 = 1, k ∈ N0.

Доведення. Зауважимо [3], що фундаментальний розв’язок залежатиме лише вiд вiд-
станi мiж точками x та y, тому, використовуючи перехiд до сферичних координат, для
кожного компонента послiдовностi Ẽ(x, y) отримуємо звичайне диференцiальне рiвняння
другого порядку, звiдки пiсля пiдстановки (6) та групування доданкiв при однакових сте-
пенях R отримуємо таку систему рiвнянь:





−2Ak,2 + 2κAk,1 +

k−1∑

i=0

ck,iAi,0 = 0,

−6Ak,3 + 4κAk,2 +

k−1∑

i=1

ck,iAi,1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−(k − 1)kAk,k + 2(k − 1)κAk,k−1 +

k−1∑

i=k−2

ck,iAi,k−2 = 0,

2kκAk,k + ck,k−1Ak−1,k−1 = 0.

Розв’язуючи її послiдовно, починаючи з останнього рiвняння, приходимо до твердження
теореми.

Нехай q(x, y) — довiльний розв’язок рiвняння Gq = 0 у пiвпросторi Ω0, який є непе-
рервною функцiєю за змiнною x ∈ Ω0

⋃
Γ0 i для довiльного фiксованого y ∈ Ω0 задовольняє

умову q(x, y) = −E(x, y) для всiх x ∈ Γ0.
Означення 2. Послiдовнiсть N(x, y) := E(x, y) +q(x, y), x ∈ Ω0

⋃
Γ0, y ∈ Ω0, називати-

мемо послiдовнiстю функцiй Грiна для задачi Дiрiхле для системи елiптичних рiвнянь (1)
в областi Ω0.
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Зауважимо, що задана у такий спосiб послiдовнiсть є фундаментальним розв’язком опе-
ратора G, який для довiльного фiксованого y ∈ Ω0 задовольняє умову N(x, y) = 0 для всiх
x ∈ Γ0.

Теорема 2. У випадку диференцiального оператора P := −∆+ κ2 та пiвпростору Ω0

послiдовнiсть функцiй Грiна N(x, y) = (N0(x, y), N1(x, y), . . .)
⊤ складатиметься з таких

компонентiв:

Nk(x, y) =
e−κR(x,y)

4πR(x, y)

(
k−1∑

i=0

(Ak,i −Ak−1,i)R
i(x, y) +Ak,kR

k(x, y)

)
−

−
e−κR(x,y)

4πR(x, y)

(
k−1∑

i=0

(Ak,i −Ak−1,i)R
i(x, y) +Ak,kR

k(x, y)

)
, k ∈ N0,

де y — точка, симетрична до точки y вiдносно площини Γ0.
3. Iнтегральне подання розв’язкiв системи. За допомогою послiдовностi N побу-

дуємо послiдовностi, якi за аналогiєю з теорiєю елiптичних рiвнянь також називатимемо
потенцiалами.

Означення 3. Нехай f ∈ (H̃−1(Ω))∞ — задана послiдовнiсть. Послiдовнiсть

Uf(x) := (Uf )(x) = f(·) ◦
H̃−1(Ω)

N(x, ·), x ∈ Ω, (8)

називатимемо об’ємним потенцiалом для оператора G в областi Ω.
Тут використано позначення q-згортки послiдовностей [2], яка в цьому випадку трак-

тується так:

(f ◦
H̃−1(Ω)

N(x, ·))k :=

k∑

n=0

〈fn, Nk−n(x, ·)〉H1(Ω), x ∈ Ω,

де 〈·, ·〉H1(Ω) означає вiдношення двоїстостi просторiв H1(Ω) i H̃−1(Ω). Детальнiше про озна-

чення q-згортки та її властивостi див. [2]. Позначимо ∂νu(x) : =

3∑

i,j=1

νj(x)
∂u(x)

∂xi
, x ∈ Γ, нор-

мальну похiдну (ν(x) := (ν1(x), ν2(x), ν3(x)) — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до Γ
в точцi x) i введемо поверхневi потенцiали.

Означення 4. Нехай λ ∈ (H1/2(Γ))∞ i µ ∈ (H−1/2(Γ))∞. Послiдовностi

Vµ(x) := (Vµ)(x) = µ(·) ◦
H−1/2(Γ)

N(x, ·), x ∈ Ω, (9)

та

Wλ(x) := (Wλ)(x) = ∂ν(·)N(x, ·) ◦
H−1/2(Γ)

λ(·), x ∈ Ω, (10)

називатимемо вiдповiдно потенцiалами простого та подвiйного шару стосовно поверхнi Γ
для оператора G.

Вiдомо [3], що простiр H̃−1(Ω) можна подати у виглядi прямої суми

H̃−1(Ω) = H̃−1
0 (Ω)⊕ H̃−1

Γ (Ω),
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де пiдпростiр

H̃−1
Γ (Ω) := {f ∈ H̃−1(Ω) | 〈f, v〉H1(Ω) = 0 ∀ v ∈ H1

0 (Ω)}

складають функцiонали з носiєм лише на поверхнi Γ, а H̃−1
0 (Ω) := (H̃−1

Γ (Ω))⊥ в H̃−1(Ω).
Зауважимо, що H̃−1

0 (Ω) можна ототожнити з деяким пiдпростором простору H−1(Ω).
Введемо простiр

H1(Ω, P ) := {u ∈ H1(Ω) | Pu ∈ H̃−1
0 (Ω)}.

Вiдомо [3, 4], що на його елементах можна задати оператор нормальної похiдної
γ1 : H

1(Ω, P ) → (H1/2(Γ))′ = H−1/2(Γ), який у випадку функцiй з H2(Ω) та достатньо
гладкої межi Γ збiгається з нормальною похiдною.

Використовуючи потенцiали (8), (9) та (10), можна побудувати iнтегральне зображення
компонентiв довiльної послiдовностi u ∈ (H1(Ω, P ))∞ в частково необмеженiй областi:

Теорема 3. Для послiдовностей u ∈ (H1(Ω, P ))∞ маємо таке зображення:

u(x) = Uf(x) +Vµ(x)−Wλ(x), x ∈ Ω, (11)

де f := Gu, λ := γ0u i µ := γ1u.
Доведення. Повторює хiд доведення теореми 3 з [1, §29].
Наслiдок. Використовуючи крайову умову (3) та враховуючи, що для довiльного фiк-

сованого x ∈ Ω0 виконується N(x, y) = 0 для всiх y ∈ Γ0, отримуємо таке зображення
послiдовностi u:

u(x) = γ1,Γ1
u(·) ◦

H−1/2(Γ1)
N(x, ·)−

∂

∂ν(·)
N(x, ·) ◦

H−1/2(Γ1)
γ0,Γ1

u(·) +Uf (x)−

−
∂

∂ν(·)
N(x, ·) ◦

H−1/2(Γ0)
h̃(·), x ∈ Ω, (12)

де позначення γ0,Γ1
та γ1,Γ1

вiдповiдають операторам слiду та нормальної похiдної на
поверхнi Γ1.

За аналогiєю з [2] для довiльних λ ∈ (H1/2(Γ))∞ i µ ∈ (H−1/2(Γ))∞ поверхневi потенцiа-
ли Vµ i Wλ є розв’язками однорiдного рiвняння Gu = 0 в Ω. Крiм цього, потенцiали (9)
та (10) характеризуються вiдповiдними вiдношеннями стрибкiв [2, теореми 5 та 7].

Далi розглядатимемо граничнi оператори V, K′, K i D, якi дiють таким чином:

V : (H−1/2(Γ))∞ → (H1/2(Γ))∞, K′ : (H−1/2(Γ))∞ → (H−1/2(Γ))∞,

K : (H1/2(Γ))∞ → (H1/2(Γ))∞, D : (H1/2(Γ))∞ → (H−1/2(Γ))∞.

При цьому їхнi компоненти визначенi за допомогою q-згортки при вiдповiдному вiдобра-
женнi q:

(Vµ)i :=

i∑

j=0

Vjµi−j, (Kλ)i :=

i∑

j=0

Kjλi−j,

(K′µ)i :=

i∑

j=0

K ′

jµi−j, (Dλ)i :=

i∑

j=0

Djλi−j , i ∈ N0,

для довiльних послiдовностей λ ∈ (H1/2(Γ))∞ i µ ∈ (H−1/2(Γ))∞.
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Тут ми використовуємо позначення Vjµ := γ0,Γ1
Vjµ, Djλ := −γ1,Γ1

Wjλ (j ∈ N0), а гра-
ничнi оператори Kj , K

′

j (j ∈ N0) дiють за такими правилами:

K ′

0µ := γ1,Γ1
V0µ−

1

2
µ, K ′

jµ := γ1,Γ1
Vjµ,

K0λ := γ0,Γ1
W0λ+

1

2
λ, Kjλ := γ0,Γ1

Wjλ, j ∈ N,

та на пiдставi теореми 5 [2] i неперервностi операторiв γ0,Γ1
та γ1,Γ1

теж є неперервними.
Тодi для довiльних λ ∈ (H1/2(Γ))∞ та µ ∈ (H−1/2(Γ))∞ правильними є такi спiввiд-

ношення:

Vµ = γ0,Γ1
Vµ, Kλ =

(
γ0,Γ1

W+
1

2
I

)
λ,

K′µ =

(
γ1,Γ1

V −
1

2
I

)
µ, Dλ = −γ1,Γ1

Wλ.

4. Метод граничних iнтегральних рiвнянь. Надалi розглядатимемо лише одно-
рiднi системи (1). Тодi слабкий розв’язок можна подати через його граничне значення та
нормальну похiдну на поверхнi Γ1. Для того щоб мати повнi данi Кошi, якi лише частково
заданi крайовими умовами, необхiдно розглянути вiдповiднi граничнi iнтегральнi рiвняння.
Зауважимо, що в цьому полягає так званий прямий пiдхiд [3] до замiни крайових задач
iнтегральними рiвняннями.

Застосуємо до зображення (12) оператор слiду на поверхнi Γ1 та скористаємося спiввiд-
ношенням стрибка для поверхневого потенцiалу подвiйного шару. В результатi отримаємо

γ0,Γ1
u(x)= Vγ1,Γ1

u(x)+

(
1

2
I−K

)
γ0,Γ1

u(x)−
∂

∂ν(·)
N(x, ·) ◦

H−1/2(Γ0)
h̃(·), x ∈ Γ1. (13)

При цьому з крайової умови (4) вiдома послiдовнiсть γ0,Γ1
u = g̃. Тодi з (13) отримуємо

граничне iнтегральне рiвняння першого роду вiдносно послiдовностi µ := γ1,Γ1
u:

Vµ(x) =

(
1

2
I+K

)
g̃(x) +

∂

∂ν(·)
N(x, ·) ◦

H−1/2(Γ0)
h̃(·), x ∈ Γ1. (14)

Легко бачити, що завдяки спецiальному вигляду оператора q-згортки останнє рiвняння
допускає послiдовне розв’язування вiдносно невiдомих µk, k ∈ N0, причому лiва частина
кожного з отриманих рiвнянь мiститиме один i той самий iнтегральний оператор, а в праву
частину входитимуть розв’язки рiвнянь, знайденi на попереднiх кроках.

Подiбним чином для задачi (2)–(4) можна отримати й iнтегральне рiвняння другого
роду. Для цього подiємо на iнтегральне зображення (12) оператором нормальної похiдної
на поверхнi Γ1:

γ1,Γ1
u(x) =

(
1

2
I+K′

)
γ1,Γ1

u(x) +Dγ0,Γ1
u(x)−

∂

∂ν(·)
N(x, ·) ◦

H−1/2(Γ0)
h̃(·), x ∈ Γ1.

Враховуючи крайову умову (4) та позначення µ := γ1,Γ1
u, приходимо до такого ГIР:

(
1

2
I−K′

)
µ(x) = Dg̃(x)−

∂

∂ν(·)
N(x, ·) ◦

H−1/2(Γ0)
h̃(·), x ∈ Γ1. (15)
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Для розв’язування задачi (2)–(4) можна скористатись i непрямим пiдходом. При цьому
невiдому функцiю зобразимо у виглядi рiзницi двох потенцiалiв вiдносно невiдомої густи-
ни µ:

u(x) = Vµ(x)−
∂

∂ν(·)
N(x, ·) ◦

H−1/2(Γ0)
h̃(·), x ∈ Ω.

Тодi, пiдставивши дане зображення в крайову умову (4), у результатi знову отримаємо
граничне iнтегральне рiвняння першого роду вiдносно послiдовностi µ:

Vµ(x) = g̃(x) +
∂

∂ν(·)
N(x, ·) ◦

H−1/2(Γ0)
h̃(·), x ∈ Γ1. (16)

Зауважимо, що за аналогiєю з теоремами 9 та 12 [2] можна показати коректнiсть вiд-
повiдних граничних iнтегральних рiвнянь.

Отже, нам вдалося отримати подання розв’язку задачi (2)–(4) у виглядi потенцiалiв,
за допомогою якого ми прийшли до систем граничних рiвнянь з рекурентними правими
частинами та однаковими iнтегральними операторами в лiвих частинах. В подальшому
передбачається побудувати ефективнi чисельнi методи їхнього розв’язування на основi гра-
ничних елементiв. Зауважимо, що дана теорiя залишиться справедливою i у випадку iнших
крайових умов, зокрема Неймана.
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Ю.А. Музычук, Р.С. Хапко

О методе граничных интегральных уравнений решения краевых

задач для системы эллиптических уравнений специального вида

в частично неограниченных областях

Рассматривается краевая задача для системы эллиптических уравнений специального вида

в частично неограниченных областях. Использование техники функций Грина дает воз-

можность получить интегральное представление решения с неизвестными функциями на

поверхности ограниченной области. Обсуждаются прямой и непрямой варианты метода

граничных интегральных уравнений.
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Yu.A. Muzychuk, R. S. Chapko

On the boundary integral equation method for boundary-value

problems for a system of elliptic equations of the special type in

partially semiinfinite domains

We consider the boundary-value problem for a system of elliptic equations of the special type in

semiinfinite domains. The use of Green’s function technique leads to the integral representation of

the solution with unknown functions on the surface of a bounded domain. The direct and indirect

versions of the boundary integral equation method are discussed.
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