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Исследованы некоторые свойства 
векторных задач на выпуклой 
допустимой области. Установле-
ны необходимые и достаточные 
условия эффективности и суще-
ствования решений. Построен и 
обоснован метод решения, являю-
щийся обобщением и развитием 
методов линеаризации и градиент-
ного типа для указанного класса 
задач.  

 В.В. Семенов, 2010  
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Введение. Последние десятилетия характе-
ризуются быстрым развитием теории выбора 
и принятия решений. Почти все сложные за-
дачи принятия решений являются многокри-
териальными. Векторные задачи оптимиза-
ции широко используются как математиче-
ские модели формирования и поиска вариан-
тов решений в экономике, технике, социаль-
ной сфере и других областях. При этом осо-
бое значение приобретает теория принятия 
решений при наличии многих критериев.  
Одним из основных, фундаментальных поня-
тий этой теории является понятие оптималь-
ного по Парето или эффективного решения. 
Оно является обобщением понятия точки 
максимума (минимума) числовой функции 
на случай нескольких функций: решение Па-
рето-оптимальное, если значение любого из 
критериев можно улучшить только за счет 
ухудшения значений других критериев [1]. 
Название указанного понятия связано с име-
нем итальянского экономиста и социолога В. 
Парето (1848−1923), который одним из пер-
вых начал его использовать при математиче-
ском исследовании процесса рыночного об-
мена товаров. Свойствам и методам поиска 
Парето-оптимальных решений посвящено 
достаточно много литературы. Эти вопросы 
рассматриваются также во многих работах 
по теории игр, математической экономике, 
теории статистических решений, исследова-
нии операций, теории оптимального управ-
ления и других научных дисциплин, в кото-
рых изучаются различные много критери-
альные модели принятия рациональных  
решений. 
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Данная работа посвящена установлению необходимых и достаточных усло-
вий оптимальности и существования эффективных (Парето-оптимальных) ре-
шений задач векторной оптимизации, построению и обоснованию метода реше-
ния поставленной задачи, который является развитием метода проекции гради-
ента для задач с векторным критерием. Сообщение о полученных результатах 
сделано в [2].  

Достоинство и актуальность разработанного в работе метода состоит в том, 
что он, в отличие от большинства методов векторной оптимизации, не является 
диалоговым, т.е. не требует вмешательства человека в процесс решения задачи. 

1. Постановка задачи. Основные определения. Пусть заданы веществен-
ные пространства n

R  и m
R . Пространство m

R  частично упорядочено кону-

сом mK ⊂ R . Обозначим ( ){ }* : , 0,mK y y z y K= ∈ ≥ ∀ ∈R  – сопряженный к нему 

конус. Пусть X  – замкнутое выпуклое множество из n
R . Векторная функция 

: mf X → R  − непрерывно дифференцируемая на X . 
Рассмотрим задачу векторной оптимизации следующего вида: 

( ) min
x X

f x
∈

→ .                                                    (1) 

Решениями этой задачи будем считать точки x X∈  такие, что 

( ) ( ) { }( )\ 0f X f x K− = ∅∩ , которые традиционно будем называть оптималь-

ными по Парето. Множество Парето оптимальных точек x  обозначим ( )KE X . 

Часто, кроме нахождения элементов множества ( )KE X , рассматриваются зада-

чи поиска строго, слабо эффективных точек, которые определяются соответст-
венно следующим образом: 

( )Kx SE X∈  ⇔  ( )( ) ( )( )\f X x f x K− = ∅∩ ,             (2) 

( )Kx WE X∈ ⇔  ( ) ( )( )intf X f x K− = ∅∩ .                   (3) 

Если  в формулах (1)−(3) вместо X  подставить ( )X O x∩ , где ( )O x  – некото-

рая окрестность точки x , то эффективную точку x  называем соответственно 
локально эффективным, локально строго эффективным и локально слабо эф-
фективным решением. Соответствующие множества обозначаются: 

( ) ( ),K KlocE X locSE X  и ( )KlocWE X . Очевидно, что справедливы включения 

( ) ( ) ( )K K KSE X E X WE X⊆ ⊆  и ( ) ( ) ( )K K KlocSE X locE X locWE X⊆ ⊆ . Отсюда 

следует, что если ( )KSE X ≠ ∅ , то не непустые и остальные из указанных тут 

эффективных множеств, а необходимое условие локальной слабой эффективно-
сти будет необходимым условием локальной строгой эффективности. 

Пусть B  − некоторое выпуклое замкнутое ограниченное множество из m
R . 

Множество B  можно выбрать следующим образом: ( )* 1
0

mB K S= ∩ R ,  
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где 1
0S − шар радиуса 1 с центром в точке 0. Можно записать, что 

* con(conv )K B= . Определим опорную функцию Bσ  множества :B  

( ) ( )max ,
def

B
z B

y y z
∈

σ =  и определим свойства этой функции: ( ) ( )B By yσ λ = λσ ;  

( ) ( ) ( )B B Bx y x yσ + ≤ σ + σ ; ( ) ( ) mB Bx y x yσ − σ ≤ −
R

; ( ){ }: 0BK y y− = σ ≤ ;  

( ){ }int : 0BK y y− = σ < . 

2. Существование решений. Используя принцип Вейерштрасса–Гильберта 
«компактность + непрерывность = существование», получим такие результаты:  

Теорема 1. Пусть выполнены условия: 

1) X  – компактное множество из n
R ; 2) : mf X → R  – непрерывна. 

Тогда множество ( )KE X  оптимальных по Парето точек x  не пустое. 

Доказательство. Выберем некоторый вектор * mk +∈R , очевидно, что 

( ) { }*, 0 \ 0mk k k K> ∀ ∈
R

. Докажем существование решений оптимизационной 

задачи ( )( )*, infm
x X

k f x
∈

→
R

. Рассмотрим минимизирующую последовательность 

( )px , px X∈ , ( )( ) ( )( )lim *, inf *, mmp
p x X

k f x k f x
→∞ ∈

=
RR

. Поскольку X  – компакт, 

то можно считать, что *p
p

x x X
→∞
→ ∈  в n

R . С учетом непрерывности 

: n mf →R R  имеем: ( ) ( )*p
p

f x f x
→∞
→  в m

R  и ( )( ) ( )( )*, * inf *,m m
x X

k f x k f x
∈

≤
R R

. 

Покажем, что *x  является точкой из множества оптимальных по Парето реше-
ний. Пусть (от противного) существует y X∈ , такая, что выполняется включе-

ние: ( ) ( ) { }( )* \ 0f y f x K− ∈− . Но, согласно выбору вектора *k , справедливо 

неравенство ( )( ) ( )( )*, *, *mk f y k f x<
R

. Полученное противоречие доказывает 

теорему. 

3. Необходимые условия оптимальности. Напомним конструкцию конуса 

касательных направлений. Замкнутый конус  ( ) 0
0

0
| lim sup

X x
T x X

α→+

−= =
α

 

( ) 0: 0, , 0,n k
k k k

k kk

z x
z z X z

→∞ →∞

 −= ∈ ∃ α > ∈ α → + → α 
R  называется конусом каса-

тельных направлений. 
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Теорема 2. Пусть x  – оптимальная по Парето точка ( )( )Kx E X∈ . Тогда  

( )( ) intf x x x K∇ − ∉ −   x X∀ ∈ . 

Доказательство. Покажем, что x X∀ ∈  ( )|x x T x X− ∈ . Рассмотрим после-

довательность ( )1k k kx x x X= − β + β ∈ , ( )0,1 , 1k kβ ∈ β → . Имеем 
1

k

k

x x
x x

− = −
− β

. 

Отсюда следует, что ( )|x x T x X− ∈ . По определению множеств ( )KE X   

( )и |T x X : ( ) ( ) intf x f x K− ∉ − x X∀ ∈ , ( ) ( ) ( )(k kf x f x f x x x− = + − −

( )) intf x K− ∉ − 0k k∀ > . Далее ( ) ( )1 int
n

k k

k k

x x x x
f x o K

 − −∇ + ∉ − α α  R

. Сделав 

граничный переход при k → ∞  с учетом замкнутости множества ( )\ intn K−R , 

получим ( )( ) intf x x x K∇ − ∉ − . Теорему доказано.  

Из того, что ( ){ }int : 0BK y y− = σ < , можно записать эквивалентное приве-

денному необходимое условие оптимальности: ( )( )( ) 0B f x x x x Xσ ∇ − ≥ ∀ ∈ .  

Отметим, что условия, являющиеся необходимыми для эффективности  
в определенном смысле, являются необходимыми для эффективности и в более 
узком смысле. Например, необходимое условие слабой эффективности будет  
и необходимым условием для других двух видов эффективности. 

4. Алгоритм и доказательство его сходимости. Для нахождения прибли-
женного решения задачи (1) предлагается следующий итерационный процесс: 

1) положим 0s = ; 
2) пусть sx X∈  − s -е приближение; 

3) находим sx − решение экстремальной задачи: 

( )( )( ) 21
min

2B s s sf x x x x xσ ∇ − + − → ; 

4) если s sx x= , то sx X∈  считается решением задачи, иначе положим 

( )1s s s s sx x x x+ = + ρ − , ( )0,1sρ ∈  переходим к пункту 2. 

Алгоритм генерирует последовательности точек из допустимого множе-
ства. При s sx x=  в точке sx X∈  выполнено необходимое условие минимума  
и завершение итерационного процесса корректно. Далее предполагаем, что  
последовательность { }sx  бесконечна и (из этого следует) все ее точки лежат 

снаружи множества решений. При построении { }sx  будем считать, что sρ  вы-

бираются следующим образом: 
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            ( )
1

0,1 , 0,s s s
s s

∞

→∞ =
ρ ∈ ρ → ρ = +∞∑ .                                 (4) 

Сформулируем условия, выполнение которых для алгоритма, гарантирует 
его сходимость [4]. 

Теорема 3.  Предположим, что: 
1) существует компакт K X⊂ : nx K n∈ ∀ ∈R ; 

2) для любой сходящейся подпоследовательности ( )knx  выполнены условия: 

а) если lim *
kn

k
x x X

→∞
′= ∈ ,   то ( )1, 0

k kn n
k

x x+
→∞

ρ → ; 

б) если lim *
kn

k
x x X

→∞
′′= ∉ ,   то ( ]0 00: 0,∃δ > ∀δ∈ δ kτ < +∞ ,  

где ( ){ }min : ,
k

k
k n n

n n
n x x

>
τ = ρ > δ ; 

3) существует непрерывная на множестве граничных точек последователь-
ности ( )nx  функция ( )W ⋅ , такая, что для любой последовательности из 2, а)  

( ) ( )lim lim
k kn

k k
W x W xτ→∞ →∞

< ; 

4) множество ( ) ( ){ }* * : *W W X W x x X= = ∈  имеет всюду плотное дополнение. 

Тогда последовательность ( )( )nW x  имеет границу и все граничные точки по-

следовательности ( )nx  принадлежат связному компактному подмножеству *X .  

Теорема 4. Если выполнено условие (4), множество ( )*f X  имеет всюду 

плотное дополнение, то все граничные точки последовательности { }sx , постро-

енной алгоритмом, образуют связное компактное подмножество *X , а числовая 

последовательность ( ){ }sf x  имеет границу. 

Доказательство. Проверим выполнение условий теоремы про достаточ-
ные условия сходимости итерационных алгоритмов. За построением все члены 
последовательности { }sx  принадлежат компакту X . Рассмотрим подпоследова-

тельность { } : * *
k ks s

k
x x x X

→∞
→ ∈ . Справедливо неравенство  

( )1 0
k k k k k ks s s s s s

k
x x x x diam X+

→∞
− = ρ − ≤ ρ → . 

Пусть { }ksx  – последовательность, сходящаяся к *x X′′∉ . Покажем, что 

существует такое 0 0δ > , что для всех k  и ( ]00,δ∈ δ : 

{ }min :
k

k
k s s

s s
s x x

>
τ = − > δ < +∞ . 
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Предположим обратное: 0 0∀ δ > ( )0 0 0k k∃ = δ : 
0

0ks sx x− ≤ δ  как только 

0ks s> . Тогда из неравенства треугольника имеем: ( )0 0ks sx S xδ∈ ⇒  

⇒ ( )0 0k ks sx S xδ∈ ⇒ ( )0 0ksx S xδ′′∈ ⇒ ( )
02sx S xδ ′′∈  

0ks s∀ > .  

Положим ( )( )( ) BW f x⋅ = σ . Из условия теоремы следует, что ( )W ⋅  −  

непрерывная на X  функция, множество ( ){ }* : *W W x x X= ∈  имеет всюду 

плотное дополнение.  Рассмотрим разницу  ( ) ( ) ( )( )1 1s s B sW x W x f x+ +− = σ −  

( )( )B sf x−σ = ( )( )( ) ( )( )B s s s s B sf x x x f xσ + ρ − − σ =  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )B s s s s s s B sf x f x x x o f x= σ + ρ ∇ − + ρ − σ ≤

( )( )( ) ( ) ,s B s s s sf x x x o≤ ρ σ ∇ − + ρ  

где 
0ks s> . Оценим выражение ( )( )( )B s s sf x x xσ ∇ − ,  где sx  определяется  

решением задачи 

( )( )( ) 21
min,

2B s s sf x x x x x x Xσ ∇ − + − → ∈ .                    (5) 

Поскольку *x X′′∉ , то 1 0∃α >  и точка x X∈  такие, что 
2 2

1 0x x′′− ≥ α > . 

Из последнего неравенства следует, что 0∃α >  и x X∈ : 

( )( )( ) 0B f x x x′′ ′′σ ∇ − < α < , поскольку  ( )( )( ) 2
B s s s s sf x x x x xσ ∇ − ≤ − − , что 

следует из (5). Из непрерывности ( )f∇ ⋅  и скалярного произведения, следует, 

что найдутся такие окрестности ( )
1

S xδ , ( )
2

S xδ ′′ , что для любых точек 

( )
11x S xδ∈ , ( )

22x S xδ ′′∈  имеет место неравенство: ( )( )( )2 1 2 0B f x x xσ ∇ − < α < . 

Пусть xɶ  – любая точка из int X , тогда [ ), intx x X⊂ɶ , поскольку X  выпуклое  

и x X∈ . Возьмем любую точку [ ) ( )
1

,x x x S xδ∈ɶɶ ɶ ∩ . При том, что { }ksx  сходится 

к x′′  при больших k  имеет место неравенство ( )( )( ) 0
k kB s sf x x xσ ∇ − < α <ɶɶ . 

Возьмем 0 12δ < δ . Тогда справедливо неравенство ( )( )( ) 0,B s sf x x xσ ∇ − < α <ɶɶ  

0ks s> . Поскольку ( )( )( ) 21
arg min

2s B s s s
x X

x f x x x x x
∈

 = σ ∇ − + − 
 

, то справедливо 

неравенство ( )( )( ) ( )( )( ) 221 1

2 2B s s s s s B s s sf x x x x x f x x x x xσ ∇ − + − ≤ σ ∇ − + −ɶ ɶɶ ɶ , 

откуда  
22

s s sx x x x− ≤ −ɶɶ .   
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Следовательно ( )( )( ) ( )( )( ) 0B s s s B s sf x x x f x x xσ ∇ − ≤ σ ∇ − < α <ɶɶ .  

Тогда ( ) ( ) ( )
01 ,s s s s kW x W x o s s+ − < αρ + ρ > . Взяв 

0ks  достаточно большим, 

получим 

( ) ( )
01 ,

2s s s kW x W x s s+
α− < ρ > .                                   (6) 

Просуммируем неравенства (6) при 0, ,ks s r k k= > , 

( ) ( )
1

2k

k

r

r s s
s s

W x W x
−

=

α− < ρ∑ .                                           (7) 

Осуществив граничный переход в (7) при r → ∞  и учтя 
k

s
s s

∞

=
ρ = +∞∑ , полу-

чим противоречие с ограниченностью на компакте X  непрерывной функции 

( )W ⋅ . Таким образом, существует такое 0 0δ > , что для всех k  и ( ]00,δ∈ δ : 

{ }min :
k

k
k s s

s s
s x x

>
τ = − > δ < +∞ . Однако, выбирая достаточно маленькое 0 0δ >  

и большое 0k , возможно повторить доказательство оценки (7) для k ks s≤ ≤ τ .  

С другой стороны ( )
1 1

0 1 diam
k k

k k

k k

s s s s
s s s s

x x x x X
τ − τ −

τ +
= =

δ < − < − ≤ ρ∑ ∑ .  

Потому  ( )
1

0

diam

k

k

s
s s X

τ −

=

δρ >∑ . Учитывая последнее неравенство в (5), получаем 

( ) ( ) ( )
0

2diamk ksW x W x
Xτ

αδ− < , откуда ( ) ( )lim lim
k ks

k k
W x W xτ→∞ →∞

< . 

Таким образом, необходимые условия теоремы 3 выполнены, следовательно 

все граничные точки последовательности { }sx  принадлежат *X  и числовая по-

следовательность ( ){ }sf x  имеет границу. Связность и компактность множества 

граничных точек следует из того, что ( )1 diam 0s s s s s s
s

x x x x X+
→∞

− = ρ − ≤ ρ →   

и утверждение [5, с. 76]: если последовательность точек { }kx  метрического про-

странства E  вложена в некоторый компакт K , ( )1, 0E k k
k

x x+
→∞

ρ → , то множество 

L  граничных точек { }kx  является связным компактом. Теорему доказано. 
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Заключение. Получены достаточные условия существования решений и не-
обходимые условия Парето оптимальности для исследуемого класса векторных 
оптимизационных задач. Построен и обоснован новый метод, который является 
развитием метода проекции градиента для задач векторной оптимизации. Дока-
зана сходимость предложенного метода. Достоинство и актуальность разрабо-
танного в роботе метода состоит в том, что он, в отличие от большинства мето-
дов векторной оптимизации не является диалоговым, т. е. не требует вмешатель-
ства человека в процесс решения задачи. 

В.В. Семенов 

МЕТОДИ ГРАДІЄНТНОГО ТИПУ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ВЕКТОРНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ 

Досліджені деякі властивості векторних задач на опуклій допустимій області. Встановлені необ-
хідні і достатні умови існування та ефективності розв’язків. Побудовано і обгрунтовано метод 
розв’язання, який є узагальненням і розвитком методів лінеаризації та градієнтного типу дла вка-
заного класу задач.   

V.V. Semenov 

GRADIENT-TYPE METHODS FOR SOLVING VECTOR OPTIMIZATION PROBLEMS 

The properties of vector problems on convex feasible region are investigated. Necessary and sufficient 
conditions for the existence and efficiency of solutions are stipulated. The solution method, which is a 
generalization and development of linearization and gradient methods for this class of problems is 
constructed and justified.  
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