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Наводяться основнi твердження методу скiнченних елементiв з оптимальним вибором

параметрiв, базисних функцiй та координат вузлiв елементiв.

1. Постановка задачi. У данiй роботi дослiджуються схеми методу скiнченних елементiв
(МСЕ) розв’язування задачi Дiрiхле для двовимiрного рiвняння елiптичного типу другого
порядку, в яких з умови мiнiмуму функцiонала знаходяться вузловi параметри, базиснi
функцiї та координати вузлiв сiтки, на яку розбивається область iнтегрування. В обчис-
лювальнiй математицi вiдомi методи наближення функцiй за допомогою деякого набору
їх значень у фiксованих точках (вузлах), точнiсть яких покращується при оптимальному
виборi вузлiв (полiноми Чебишова П.Л., квадратурнi формули Гаусса тощо, якi приводять
до оптимальних алгоритмiв). Тому дослiдження схем МСЕ з оптимальним вибором вузлiв
сiтки є актуальною задачею.

2. Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Проблемi оптимального або близько-
го до оптимального вибору вузлiв в МСЕ були присвяченi роботи [1, 2], в яких дано апо-
стерiорний аналiз похибки i викладено адаптивний процес проведення обчислень в МСЕ.
Запропонований в цих роботах вибiр оптимальної або близької до оптимальної сiтки вузлiв
iстотно оснований на припущеннi, що базиснi функцiї в МСЕ є вiдомими сплайнами. У [3]
дослiджуються питання найкращого вибору вузлiв при iнтерполюваннi функцiй ермiтови-
ми сплайнами, зокрема отриманi явнi вирази для асимптотично оптимального розмiщення
вузлiв ермiтових сплайнiв. Цi результати можуть бути з вiдповiдними змiнами перенесенi на
випадок МСЕ, основаного на використаннi полiномiальних сплайнiв. У роботi [4] дослiджу-
ються деякi питання дiагностики особливостей точного розв’язання задачi Кошi методом
згущення сiтки.

У роботах О.М. Литвина та його учнiв [5] дослiджувалися схеми МСЕ, в яких опти-
мально вибиралися як вузловi параметри, так i базиснi функцiї при фiксованому наборi
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вузлiв розбиття. Тому актуальною є задача дослiдження схем МСЕ з оптимальним вибо-
ром вузлових параметрiв, базисних функцiй та координат вузлiв.

3. Формулювання цiлей роботи (постановка завдання). Метою даної роботи є
формулювання задачi оптимального вибору вузлових параметрiв, базисних функцiй та ко-
ординат вузлiв у методi скiнченних елементiв задачi Дiрiхле для рiвняння елiптичного типу
другого порядку (прямокутнi елементи) та обгрунтування запропонованого методу її розв’я-
зання; розробка алгоритму чисельної реалiзацiї запропонованої оптимiзацiйної задачi.

4. Допомiжнi твердження. Припустимо, що область Ω розбита лiнiями x = xk (k =
= 1,m), y = yl (l = 1, n) на елементи Πk,l = [xk, xk+1] × [yl, yl+1] (k = 1,m− 1, l = 1, n − 1)
i в кожному з цих елементiв наближений розв’язок ũ(x, y) крайової задачi

Lu(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (1)

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω, (2)

де

Lu(x, y) = −
∂

∂x

(
p1(x, y)

∂u(x, y)

∂x

)
−

∂

∂x

(
p2(x, y)

∂u(x, y)

∂y

)
+ q(x, y)u(x, y),

p1, p2 ∈ C1(Ω), q ∈ C(Ω), f ∈ L2(Ω),

зображується у виглядi: ũ(x, y) = uk,l(x, y), (x, y) ∈ Πk,l ⊂ Ω

uk,l(x, y) =

1∑

µ=0

1∑

ν=0

Ck+µ,l+νh1
µ
k+µ,l+ν(s)h2

ν
k+µ,l+ν(t) = wk,l(s, t), (3)

де

s =
x− xk

xk+1 − xk

, t =
y − yl

yl+1 − yl

, h1µ
k,l(s), h2ν

k,l(t) ∈ C2[0, 1]

i мають властивостi

h10
k,l(0) = h20

k,l(0) = 1, h10
k,l(1) = h20

k,l(1) = 0,

h11
k,l(0) = h21

k,l(0) = 0, h11
k,l(1) = h21

k,l(1) = 1, ∀ (xk, yl) ∈ Ω.
(4)

Лема 1. Якщо функцiї h1µ
k,l(s), h2

ν
k,l(t) ∈ C2[0, 1] задовольняють властивостi (4), то

формула (3) задовольняє такi властивостi:
1) uk,l(xk+µ, yl+ν) = Ck+µ,l+ν, 0 6 µ, ν 6 1, Πk,l ⊂ Ω;
2) ũ(x, y) ∈ C(Ω)

⋂
W 1

2 (Ω);

3) якщо Ck,l = 0 ∀(xk, yl) ∈ ∂Ω, то ũ(x, y) ∈
◦

W 1
2 (Ω) = {u ∈ W 1

2 (Ω) | u(x, y) = 0, (x, y) ∈
∈ ∂Ω}.

Зауваження. Можна також припустити, що h1µ
k,l(s), h2

ν
k,l(t) ∈ C1[0, 1].

Введемо позначення

J̃k,l =

∫∫

Πk,l

(
p1

(
∂uk,l

∂x

)2

+ p2

(
∂uk,l

∂y

)2

+ qu2
k,l − 2fuk,l

)
dxdy,

p1 = p1(x, y), p2 = p2(x, y), q = q(x, y), f = f(x, y), uk,l = uk,l(x, y).

(5)
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Лема 2. Для функцiоналiв J̃k,l виконується рiвнiсть J̃k,l = Jk,l, де

Jk,l =

1∫

0

1∫

0

(
p1k,l(s, t)

(
∂wk,l(s, t)

∂s

)2

∆1−2
k + p2k,l(s, t)

(
∂wk,l(s, t)

∂t

)2

∆2−2
k +

+ qk,l(s, t)w
2
k,l(s, t) − 2fk,l(s, t)wk,l(s, t)

)
∆1k∆2ldsdt, (6)

∆1k = xk+1 − xk, ∆2l = yl+1 − yl,

p1k,l(s, t) = p1(s∆1k + xk, t∆2l + yl), p2k,l(s, t) = p2(s∆1k + xk, t∆2l + yl),

qk,l(s, t) = q(s∆1k + xk, t∆2l + yl), fk,l(s, t) = f(s∆1k + xk, t∆2l + yl).

Основнi твердження роботи.
Теорема 1. Функцiя h1i

k+i,l(s) входить у функцiонали Jk,l, Jk,l−1. Тому з урахуван-
ням того, що JΩ(u) =

∑
∏

k,l⊂Ω

Jk,l, рiвняння Ейлера для функцiонала JΩ, вiдносно функцiї

h1i
k+i,l(s), i = 0, 1, матиме вигляд

1∑

µ=0

1∑

ν=0

∂

∂s

(
(A1i,0

k,l,µ,ν(s) +A1i,1
k,l−1,µ,ν(s))

dh1µ
k+µ,l+ν(s)

ds

)
−

−

1∑

µ=0

1∑

ν=0

(B1i,0
k,l,µ,ν(s) +B1i,1

k,l−1,µ,ν(s))h1
µ
k+µ,l+ν(s) − F1i,0

k,l(s) − F1i,1
k,l−1(s) = 0, (7)

де

A1i,0
k,l,µ,ν(s) = Ck+µ,l+νCk+i,l

∆2l

∆1k

1∫

0

(p1k,l(s, t)h2
ν
k+µ,l+ν(t)h2

0
k+i,l(t))dt,

A1i,1
k,l−1,µ,ν(s) = Ck+µ,l+νCk+i,l

∆2l−1

∆1k

1∫

0

(p1k,l−1(s, t)h2
ν
k+µ,l+ν(t)h2

1
k+i,l(t))dt,

B1i,0
k,l,µ,ν(s) =

(
∆1k

∆2l

1∫

0

(
p2k,l(s, t)

dh2ν
k+µ,l+ν(t)

dt

dh20
k+i,l(t)

dt

)
dt −

− ∆1k∆2l

1∫

0

(qk,l(s, t)h2
ν
k+µ,l+ν(t)h2

0
k+i,l(t))dt

)
Ck+µ,l+νCk+i,l,

B1i,1
k,l−1,µ,ν(s) =

(
∆1k

∆2l−1

1∫

0

(
p2k,l−1(s, t)

dh2ν
k+µ,l+ν(t)

dt
·
dh21

k+i,l(t)

dt

)
dt−

− ∆1k∆2l−1

1∫

0

(qk,l−1(s, t)h2
ν
k+µ,l+ν(t)h21

k+i,l(t))dt

)
Ck+µ,l+νCk+i,l,
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F1i,0
k,l(s) = Ck+i,l∆1k∆2l

1∫

0

fk,l(s, t)h2
0
k+i,l(t)dt,

F1i,1
k,l(s) = Ck+i,l∆1k∆2l−1

1∫

0

fk,l−1(s, t)h2
1
k+i,l(t)dt.

Аналогiчну систему рiвнянь можна отримати при мiнiмiзацiї функцiонала JΩ за функ-
цiями h2j

k,l+j(s), j = 0, 1,

1∑

µ=0

1∑

ν=0

∂

∂t

(
(A20,j

k,l,µ,ν(t) +A21,j
k−1,l,µ,ν(t))

dh2ν
k+µ,l+ν(t)

dt

)
−

−

1∑

µ=0

1∑

ν=0

(B20,j
k,l,µ,ν(t) +B21,j

k−1,l,µ,ν(t))h2
ν
k+µ,l+ν(t) − F20,j

k,l (t) − F21,j
k−1,l(t) = 0. (8)

Вирази для вiдповiдних коефiцiєнтiв опускаємо.
Системи (7), (8) являють собою систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь з такою влас-

тивiстю: система (7) є системою диференцiальних рiвнянь, коефiцiєнти якої А1, В1 залежать
вiд функцiй h2ν

k+µ,l+ν(t) i навпаки, система (8) є системою диференцiальних рiвнянь, ко-
ефiцiєнти якої А2, В2 залежать вiд функцiй h1µ

k+µ,l+ν(s). Ця властивiсть лежить в основi
запропонованого методу наближеного знаходження розв’язку поставленої оптимiзацiйної
задачi.

Теорема 2. Якщо наближений розв’язок задачi (1), (2) шукати у виглядi ũ(x, y), то
для знаходження Ck,l отримаємо систему Рiтца

∑

(xk,yl)∈Ω

γm,n,k,lCk,l = βm,n, (xm, yn) ∈ Ω, (9)

де γm,n,k,l = [h1k,l(x)h2k,l(y), h1m,n(x)h2m,n(y)],

[ϕ(x, y), ψ(x, y)] :=

∫∫

Ω

(
p1(x, y)

∂ϕ(x, y)

∂x

∂ψ(x, y)

∂x
+ p2(x, y)

∂ϕ(x, y)

∂y

∂ψ(x, y)

∂y
+

+ g(x, y)ϕ(x, y)ψ(x, y)

)
dxdy,

βm,n =

∫∫

Ω

f(x, y)h1m,n(x)h2m,n(y) dxdy.

Для знаходження невiдомих функцiй h1k,l(x), h2k,l(y) необхiдно розв’язати систему iн-
тегро-диференцiальних рiвнянь

δh1µ

k,l
JΩ(ũ) = 0, δh2ν

k,l
JΩ(ũ) = 0, ∀ (k, l) : (xk, yl) ∈ Ω, 0 6 µ, ν 6 1. (10)

Для оптимального вибору вузлiв (xk, yl) потрiбно розв’язати задачу

JΩ(ũ) → min
(xk,yl)∈Ω

, (11)

де мiнiмiзацiя функцiонала проводиться при умовi, що h1µ
k,l, h2

ν
k,l знайденi.

36 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2009, №4



Алгоритм чисельного розв’язання оптимiзацiйної задачi (9)–(11). Мiнiмiзацiя
функцiонала JΩ(ũ) за сталими Ck,l, функцiями h1µ

k,l(s), h2
ν
k,l(t) та вузлами (xk, yl) повинна

проводитись одночасно, але з практичної точки зору зручним є iтерацiйний процес, який
опишемо за кроками.

К р о к 1. Задаємо початкове розбиття областi Ω на прямокутнi елементи
∏
k,l

прямими

x = xk (k = 1,m1) та y = yl (l = 1,m2). Отриманi вузли (xk, yl) будемо вважати початковим

наближенням системи вузлiв i позначати (x
〈0〉
k , y

〈0〉
l ).

К р о к 2. Задаємо початковi базиснi функцiї h1
µ〈0〉
k,l (s), h2

ν〈0〉
k,l (t) у виглядi довiльних функ-

цiй з властивостями (4).

К р о к 3. Знаходимо початкове наближення C
〈0〉
k,l для невiдомих параметрiв Ck,l шляхом

розв’язання вiдповiдної системи Рiтца (9).

К р о к 4. Знаходимо оптимальнi значення (x
〈1〉
k , y

〈1〉
l ), якi вiдповiдають базисним функ-

цiям h1
µ〈0〉
k,l (s), h2

ν〈0〉
k,l (t), з умови JΩ(uk,l) → min

(xk ,yl)∈Ω
, якщо Ck,l змiнюється на кожнiй iте-

рацiї, тобто на кожнiй iтерацiї Ck,l знаходиться шляхом розв’язання вiдповiдної системи
Рiтца.

Кроки 1–4 завершують блок, який умовно можна назвати блоком оптимального вибору

вузлiв (xk, yl) при вiдомих базисних функцiях h1
µ〈0〉
k,l (s), h2

ν〈0〉
k,l (t). Наступний блок умовно

можна назвати блоком оптимального вибору базисних функцiй h1µ
k,l(s), h2

ν
k,l(t) при заданiй

сiтцi розбиття з вузлами (xk, yl).

К р о к 5. Пiдставляємо у функцiонал JΩ(uk,l) знайденi значення C
〈1〉
k,l , вузли (x

〈1〉
k , y

〈1〉
l ) та

початкове наближення до функцiй h2
ν〈0〉
k,l (t). В результатi JΩ(ũ) буде функцiоналом, який

залежить лише вiд невiдомих функцiй h1k,l(s), h1
′
k,l(s) та вiд змiнної s, тобто JΩ(ũ) =

= J1(h1k,l(s), h1
′
k,l(s), s).

Знаходимо цi функцiї з умови мiнiмуму функцiонала JΩ(ũ), розв’язуючи систему рiв-

нянь (7), коефiцiєнти якої залежать вiд функцiй h2
ν〈0〉
k,l (t). Знайденi h1k,l(s) позначимо як

h1
µ〈1〉
k,l (s) i пiдставимо їх у систему (8). З цiєї системи знаходимо h2k,l(t) та позначаємо

h2
ν〈1〉
k,l (t).
Крок 5 дозволяє знову повторити кроки 1–4, тобто вибрати оптимальну сiтку при умовi,

що базиснi функцiї h1µ
k,l(s), h2

ν
k,l(t) вибранi оптимально на кроцi 5.

Процес цей продовжуємо до тих пiр, поки не буде виконуватись одна iз умов:

1) |J
〈r〉
Ω (ũ) − J

〈r−1〉
Ω (ũ)| < ε,

2) |x
〈r〉
k − x

〈r−1〉
k | < ε1, |y

〈r〉
l − y

〈r−1〉
l | < ε1,

де ε та ε1 — заданi дослiдником числа.
Таким чином, в роботi запропоновано загальний метод побудови схем МСЕ з оптималь-

ним вибором вузлових параметрiв, базисних функцiй та вузлiв.
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