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Обчислено структури алгебр диференцiальних iнварiантiв для гладких шарувань на мно-

говидах.

Пусть F — гладкое слоение коразмерности m на многообразии M . Локально это слоение
может быть задано набором h = (h1, . . . , hm) первых интегралов, где hi ∈ C∞

loc(M), dh1∧· · ·∧
∧dhm 6= 0. При этом два набора h, и α(h), где α : Rm → Rm — локальный диффеоморфизм,
определяют одно и тоже слоение. Имея это в виду, рассмотрим расслоение π : Rm × M →
→ M , тогда каждое локальное сечение sf : x ∈ M 7→ (x, f1(x), . . . , fm(x)) ∈ Rm × M этого
расслоения определяет слоение f1 = c1, . . . , fm = cm при условии регулярности

df1 ∧ · · · ∧ dfm 6= 0. (1)

Псевдогруппа всех локальных диффеоморфизмов Rm естественным образом действует
на пространстве сечений π. А именно, образом сечения s ∈ C∞

loc(π) при диффеоморфизме α

является сечение

α(s) = (α × 1) ◦ s. (2)

Пусть Jk(π) — многообразие k-джетов локальных сечений расслоения π, а Jk
0 (π) ⊂

⊂ Jk(π) — многообразие k-джетов регулярных сечений. Описанное выше калибровочное
действие (2) поднимается [2] до действия α(k) в расслоении k-джетов πk : Jk(π) → M ,

α(k)([s]kx) = [α(s)]kx,

где через [s]kx обозначен k-джет сечения s в точке x ∈ M . Аналогично, каждое векторное
поле V на пространстве Rm, рассматриваемое как вертикальное векторное поле на расслое-
нии π, продолжается [2] до вертикального векторного поля V (k) на расслоении πk. А именно,
векторному полю V (k) отвечает локальная однопараметрическая группа преобразований

α
(k)
t : Jk(π) → Jk(π),

где αt : Rm × M → Rm × M — группа сдвигов вдоль векторного поля V . Отметим, что при

этом α
(k)
t : Jk

0 (π) → Jk
0 (π).

Дифференциальным инвариантом слоений порядка 6 k мы называем [1, 3] гладкую
функцию F ∈ C∞(Jk

0 (π)) такую, что V k(F ) = 0, для всех векторных полей V ∈ D(Rm)
на Rm.

Выберем локальные координаты (x1, . . . , xn) в M , и пусть u1, . . . , um — координаты в Rm.
Соответствующие локальные координаты в Jk(π) будем обозначать через ui

σ, где

ui
σ([sf ]ka) =

∂|σ|fi

∂xσ
(a), a ∈ M,

и σ = (σ1, . . . , σn) — мультииндекс длины |σ| = σ1 + · · · + σn 6 k.
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Пусть

Vϕ =

m∑

i=1

ϕi(u)
∂

∂ui
—

векторное поле на Rm, тогда в выбранной системе координат векторное поле V (k)
ϕ примет

вид [2]

V (k)
ϕ =

∑

i,|σ|6k

Dσ(ϕi)
∂

∂ui
σ

,

где Dσ = Dσ1

1 ◦ · · · ◦ Dσn

n ,

Di =
∂

∂xi
+

∑

j,σ

u
j
σ+1i

∂

∂u
j
σ

—

операторы полной производной.
Таким образом, условие, что функция F = F (x, ui

σ) является дифференциальным ин-
вариантом слоений, эквивалентно тому, что

∑

i,σ

Dσ(ϕi)
∂F

∂ui
σ

= 0 (3)

для всех гладких функций ϕ1, . . . , ϕm.
Для описания дифференциальных инвариантов порядка 6 k мы обозначили через Nk

слой расслоения πk : Jk
0 (π) → M над точкой x ∈ M . Отметим, что Nk — гладкое много-

образие размерности mCk
n+k.

Обозначим через Pk распределение на многообразие Nk, задаваемое векторными поля-
ми V (k)

ϕ , где компоненты ϕ = (ϕ1(u), . . . , ϕm(u)) являются полиномами степени 6 k отно-

сительно переменных u1, . . . , um.
Теорема 1. 1. Распределение Pk является вполне интегрируемым распределением раз-

мерности mCk
m+k.

2. Функция F ∈ C∞(Jk
0 (π)) является дифференциальным инвариантом слоений тогда

и только тогда, когда ограничение F на слои Nk является 1-м интегралом распределе-
ния Pk.

Мы скажем, что дифференциальные инварианты F1, . . . , Fr порядка 6 k образуют
функциональный базис в алгебре дифференциальных инвариантов слоений в окрестности
V ⊂ Jk

0 (π), если любой дифференциальный инвариант порядка 6 k является функцией
F1, . . . , Fr в этой окрестности и если dF1 ∧ · · · ∧ dFr 6= 0 в этой окрестности. Число r мы
называем размерностью алгебры дифференциальных инвариантов порядка 6 k.

Теорема 2. Размерность rk алгебры дифференциальных инвариантов слоений порядка
6 k дается следующей формулой:

rk = m(Ck
n+k − Ck

m+k).

Как следует из этой теоремы (ср. [4]), не существует нетривиальных дифференциальных
инвариантов порядка 0, а размерность алгебры дифференциальных инвариантов первого
порядка равна m(n − m).
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Для того чтобы описать эти инварианты заметим, что слои проекции π1,0 : J1(π) →
→ M × Rm суть T ∗M ⊗ Rm, а каждый 1-джет [sf ]1a определяется m-ковекторами Θ1 =
= daf1, . . . ,Θm = dafm, если f1(a) = · · · = fm(a) = 0. Пусть Θ = Θ1 ∧ · · · ∧ Θm, тогда
под действием калибровочных преобразований, сохраняющих точку sf (a), m-ковектор Θ
переходит в пропорциональный, а следовательно, всякая функция F : Λm(T ∗

a M) \ 0 → R

и имеющая однородность степени 0 задает дифференциальный инвариант порядка 1.
Это позволяет указать базис в дифференциальных инвариантах 1-го порядка. А именно,

обозначение через MI , где I = 1 6 i1 < i2 < · · · < in−m 6 n — определитель матрицы ‖ui
j‖,

1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n, из которой удалены столбцы с номерами i1, . . . , in−m, и пусть

M =

√∑

I

M2
I .

Теорема 3. Размерность алгебры дифференциальных инвариантов слоений порядка 1
равна m(n − m), a функция

FI =
MI

M

локально порождает эту алгебру.
Для нахождения дифференциальных инвариатов порядка > 2 заметим, что дифферен-

цирования X̂ , являющиеся полными производными вдоль векторных полей X ∈ D(M) [2],
коммутируют с калибровочным действием, а потому X̂(F ) является дифференциальным
инвариантом порядка (k + 1) всякий раз, когда F является дифференциальным инвариан-
том порядка k. Непосредственный подсчет размерностей показывает, что справедлив сле-
дующий результат.

Теорема 4. 1. Функции F σ
I ∈ C∞(Jk

0 π), где

F σ
I = Dσ(FI), |σ| 6 k − 1,

являются дифференциальными инвариантами порядка 6 k.
2. Любой дифференциальный инвариант слоений порядка 6 k локально представим

в виде функции инвариантов F σ
I , |σ| 6 k − 1.
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