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Встановлено коректну розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для ево-

люцiйних рiвнянь з операторами Бесселя дробового диференцiювання та їх узагальнен-

нями з граничною функцiєю з простору узагальнених функцiй типу ультрарозподiлiв.

Нелокальнi крайовi задачi для диференцiально-операторних рiвнянь та рiвнянь з частин-
ними похiдними виникають при побудовi загальної теорiї крайових задач, описуваннi всiх
коректних задач для конкретного оператора, математичному моделюваннi рiзноманiтних
природничих процесiв. Нелокальнi крайовi задачi в рiзних аспектах дослiджували багато
математикiв, використовуючи при цьому рiзнi методи та пiдходи (О.О. Дезiн, В.К. Роман-
ко, С. Г. Крейн, В.М. Борок, Б.Й. Пташник, М. I. Матiйчук, В. I. Чесалiн та iн.). Одер-
жано важливi результати щодо постановки, коректної розв’язностi та побудови розв’язкiв,
дослiджено питання залежностi характеру розв’язностi задач вiд поведiнки символiв опе-
рацiй, сформульовано умови регулярностi та нерегулярностi крайових умов для важливих
випадкiв диференцiально-операторних рiвнянь.

У цiй роботi дослiджується нелокальна багатоточкова за часом задача для еволюцiйних
рiвнянь з псевдодиференцiальними операторами, побудованими за символами, якi допус-
кають аналiтичне продовження в певну область комплексної площини (клас таких опера-
торiв мiстить i оператори Бесселя дробового диференцiювання; нелокальнi багатоточковi
за часом задачi для еволюцiйних рiвнянь з такими операторами на сьогоднi не вивченi).
Встановлено структуру та властивостi фундаментального розв’язку, коректну розв’язнiсть
задачi у випадку, коли гранична функцiя є узагальненою функцiєю типу ультрарозподiлiв,
знайдено зображення розв’язку у виглядi згортки фундаментально розв’язку з граничною
функцiєю, доведено властивiсть локалiзацiї розвитку багатоточкової задачi.

1. Властивостi фундаментального розв’язку багатоточкової задачi. Нехай ω ∈
∈ (1,+∞)\{2, 4, 6, . . .}, µ ∈ (−∞, 0] — фiксованi параметри. Символом Pµ

ω позначимо сукуп-
нiсть функцiй a: R → [0,∞), якi задовольняють такi умови:

1) функцiя a нескiнченно диференцiйовна на R, при цьому

∃B = B(a) > 0 ∀ ε > 0 ∃ cε > 0 ∀m ∈ Z+ ∀x ∈ R : |Dm
x a(x)| 6 cεB

mmmeε|x|
ω

,

∃ b0 > 0 ∀x ∈ R : a(x) > b0|x|
ω;

2) функцiя a ∈ Pµ
ω допускає аналiтичне продовження в область Gµ := {z = x + iy ∈

∈ C : |y| 6 K(1 + |x|)µ, x ∈ R,K > 0} комплексної площини; функцiя e−a(z), z ∈ Gµ,
задовольняє нерiвнiсть

|e−a(x+iy)| 6 L̃0 exp{−̃α0|x|
ω}, z = x+ iy ∈ Gµ,
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з деякими сталими L̃0, α̃0 > 0, залежними лише вiд функцiї a. З теореми типу Фрагмена–
Лiндельофа [1, c. 264] випливає, що похiднi функцiї e−a на дiйснiй осi задовольняють не-
рiвностi

|Dm
x e

−a(x)| 6 L0A
m
0 m

m(1−µ/ω) exp{−α0|x|
ω}, m ∈ Z+, x ∈ R,

з деякими сталими L0, A0, α0 > 0. Звiдси дiстаємо, що e−a є елементом простору S
1−µ/ω
1/ω ,

який належить просторам типу S (просторiв Sβ
α, α > 0, β > 0), введених I. М. Гельфан-

дом та Г.Є. Шиловим в [1]. Простори типу S складаються з нескiнченно диференцiйовних
функцiй, заданих на R, на якi накладаються певнi умови спадання на нескiнченностi та зро-
стання похiдних. Цi умови задаються за допомогою нерiвностей |xkϕ(m)(x)| 6 ckm, x ∈ R,
{k,m} ⊂ Z+, де {ckm} — деяка подвiйна послiдовнiсть додатних чисел. Якщо на елемен-
ти послiдовностi {ckm} не накладаються жоднi обмеження (тобто ckm можуть змiнюватися
довiльно разом з функцiєю ϕ), то маємо, очевидно, простiр S ≡ S(R) Шварца швидко
спадних на нескiнченностi функцiй. Якщо ж числа ckm задовольняють певнi умови, то вiд-
повiднi конкретнi простори мiстяться в S i називаються просторами типу S. Зокрема, для
довiльних фiксованих α, β > 0

Sβ
α(R) ≡ Sβ

α := {ϕ ∈ S | ∃ c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0 ∀ {k,m} ⊂ Z+∀x ∈ R : |xkϕ(m)(x)| 6

6 cAkBmkkαmmβ}.

Простiр Sβ
α можна охарактеризувати ще так [1]. Sβ

α складається з тих i лише тих нескiн-
ченно диференцiйовних на R функцiй, якi задовольняють нерiвностi

|ϕ(m)(x)| 6 c1B
m
1 m

mβ exp{−c2|x|
1/α}, m ∈ Z+, x ∈ R,

з деякими додатними сталими c1, B1, c2, залежними вiд функцiї ϕ.
Якщо 0 < β < 1 i α > 1 − β, то Sβ

α складається з тих i лише тих функцiй ϕ, якi
допускають аналiтичне продовження в комплексну площину i задовольняють нерiвнiсть
|ϕ(x + iy)| 6 c3 exp{−a|x|

1/α + b|y|1/(1−β)}, c3 > 0, a > 0, b > 0.
Топологiчна структура в просторах Sβ

α визначається так. Символом Sβ,B
α,A позначимо

сукупнiсть функцiй ϕ ∈ Sβ
α , якi задовольняють умову

∀A > A ∀B > B : |xkϕ(m)(x)| 6 cAkBmkkαmmβ, {k,m} ⊂ Z+.

Ця множина перетворюється в повний злiченно нормований простiр, якщо норми в нiй
ввести за допомогою спiввiдношень

‖ϕ‖δρ = sup
x,k,m

|xkϕ(m)(x)|

(A+ δ)k(B + ρ)mkkαmmβ
, {δ, ρ} ⊂

{
1,

1

2
, . . .

}
.

Якщо A1 < A2, B1 < B2, то Sβ,B1

α,A1
неперервно вкладається в Sβ,B2

α,A2
i Sβ

α =
⋃

A,B>0
Sβ,B
α,A .

Отже, в Sβ
α можна ввести топологiю iндуктивної границi просторiв Sβ,B

α,A [1].

У просторах Sβ
α визначена i є неперервною операцiя зсуву аргументу Tx : ϕ(ξ) → ϕ(ξ+x).

Ця операцiя є також диференцiйовною (навiть нескiнченно диференцiйовною [1]) у тому ро-
зумiннi, що граничне спiввiдношення (ϕ(x + h) − ϕ(x))/h → ϕ′(x), h → 0, справджується
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для кожної функцiї ϕ ∈ Sβ
α у сенсi збiжностi за топологiєю простору Sβ

α. У Sβ
α визна-

чена i неперервна операцiя диференцiювання. Простори типу S є досконалими [1] (тобто
просторами, всi обмеженi множини яких компактнi), вони тiсно пов’язуються мiж собою

перетворенням Фур’є, а саме правильними є формули F [Sβ
α ] = Sα

β , де F [Sβ
α ] :=

{
ψ : ψ(σ) =

=
∫
R

ϕ(x)eiσxdx, ϕ ∈ Sβ
α

}
.

Символом (Sβ
α)

′ позначимо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на Sβ
α зi

слабкою збiжнiстю. Оскiльки при β > 1 в Sβ
α(α > 0) є й фiнiтнi функцiї [1], то має сенс

таке означення: узагальнена функцiя f ∈ (Sβ
α)

′ (α > 0, β > 1) дорiвнює нулевi на iнтервалi
(a, b) ⊂ R, якщо 〈f, ϕ〉 = 0 для довiльної функцiї ϕ ∈ Sβ

α, носiй якої мiститься в (a, b)
(тут 〈f, ϕ〉 позначає значення функцiонала f на основнiй функцiї ϕ). Оскiльки в основному
просторi Sβ

α визначена операцiя зсуву аргументу Tx, то згортку узагальненої функцiї f ∈
∈ (Sβ

α)
′ з основною функцiєю ϕ задамо формулою

(f ∗ ϕ)(x) = 〈f, T−xϕ̌(·)〉 ≡ 〈f, ϕ(x− ·)〉, ϕ̌(ξ) := ϕ(−ξ).

Iз властивостi нескiнченної диференцiйовностi операцiї зсуву аргументу в просторi Sβ
α ви-

пливає, що згортка f ∗ ϕ є звичайною нескiнченно диференцiйовною на R функцiєю.
Оскiльки F−1[Sα

β ] = Sβ
α, то перетворення Фур’є узагальненої функцiї f ∈ (Sβ

α)
′ означимо

за допомогою спiввiдношення 〈F [f ], ϕ〉 = 〈f, F−1[ϕ]〉, ϕ ∈ Sα
β .

Нехай f ∈ (Sβ
α)

′. Якщо f ∗ ϕ ∈ Sβ
α , ∀ϕ ∈ Sβ

α i iз спiввiдношення ϕν → 0 при ν → ∞
за топологiєю простору Sβ

α випливає, що f ∗ ϕν → 0 при ν → ∞ за топологiєю простору
Sβ
α, то функцiонал f називається згортувачем у просторi Sβ

α. Якщо f ∈ (Sβ
α)

′ — згортувач
у просторi Sβ

α, то для довiльної функцiї ϕ ∈ Sβ
α правильною є формула F [f ∗ϕ] = F [f ] ·F [ϕ].

З умови 1 випливає, що функцiя a ∈ Pµ
ω — мультиплiкатор у просторi S1

1/ω. Оскiльки

1 − µ/ω > 1 (µ 6 0), то функцiя a ∈ Pµ
ω є мультиплiкатором i в просторi S1−µ/ω

1/ω . Зокрема,

aω(x) = (1+x2)ω/2, x ∈ R, належить класу P 0
ω i є мультиплiкатором у просторi S1

1/ω (а також

у просторi S1−µ/ω
1/ω , µ < 0), e−aω ∈ S1

1/ω.
Вiзьмемо функцiю a з класу Pµ

ω . Iз властивостей цiєї функцiї випливає, що в просторi

S
1/ω
1−µ/ω визначений, є лiнiйним i неперервним оператор A, побудований за функцiєю a як за

символом за правилом ∀ϕ ∈ S
1/ω
1−µ/ω : Aϕ = F−1[a · F [ϕ]].

Якщо a = aω, то, як вiдомо [2, c. 395], оператор A ≡ Aω являє собою конструктив-
ну реалiзацiю оператора (I − D2

x)
ω/2, ω = 2, 4, 6, . . .: (I − D2

x)
ω/2ϕ = Aωϕ, який (див. [2])

називається оператором Бесселя дробового диференцiювання.
Для еволюцiйного рiвняння

∂u(t, x)

∂t
+Au(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T ) × R ≡ Ω, (1)

де A — оператор, побудований ранiше, розглянемо нелокальну багатоточкову (m-точкову)

за часом задачу: знайти розв’язок u ∈ C1((0, T ], S
1/ω
1−µ/ω) рiвняння (1), який задовольняє

умову

µu(t, ·) |t=0 −µ1u(t, ·) |t=t1 − · · · − µmu(t, ·) |t=tm= ϕ, (2)
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де ϕ ∈ S
1/ω
1−µ/ω, m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] — фiксованi числа,

µ > max
{ m∑
k=1

µk, µ02
m
}
, µ0 = max{µ1, . . . , µm}, 0 < t1 < · · · < tm 6 T . Скориставшись

методом перетворення Фур’є, знайдемо, що розв’язок задачi (1), (2) має вигляд

u(t, x) =

∫

R

Γ(t, x− ξ)ϕ(ξ) dξ = Γ(t, x) ∗ ϕ(x), (t, x) ∈ Ω,

де

Γ(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x), Q(t, σ) = exp{−ta(σ)}

(
µ−

m∑

k=1

µk exp{−tka(σ)}

)−1

.

Основнi властивостi функцiї Γ сформулюємо в нижченаведених твердженнях.
Лема 1. Для функцiї Γ та її похiдних справджуються нерiвностi

|Ds
xΓ(t, x)| 6 c0B

sss/ωt−(s+1)/ω exp{−a0t
−µ/(ω−µ)|x|1/(1−µ/ω)}, µ 6 0,

(t, x) ∈ Ω, s ∈ Z+,
(3)

сталi a0, c0, B > 0 не залежать вiд t.
Лема 2. Функцiя Γ(t, ·), t ∈ (0, T ], як абстрактна функцiя параметра t iз значеннями

в просторi S
1/ω
1−µ/ω

, диференцiйовна за t (пiд абстрактною функцiєю тут розумiємо вiдоб-
раження Ω ∋ ν → fµ ∈ X, де Ω — деяка множина чисел, X — лiнiйний топологiчний
простiр або об’єднання таких просторiв [1]).

Лема 3. У просторi (S
1/ω
1−µ/ω)

′ справджується граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

Γ(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

Γ(t, ·) = δ

(δ — дельта-функцiя Дiрака).

З оцiнок (3) випливає, що Γ(t, ·) є елементом простору S1/ω
1−µ/ω при кожному t > 0. Отже,

має змiст згортка Γ(t, ·) ∗ ϕ, де ϕ — узагальнена функцiя з простору (S
1/ω
1−µ/ω)

′. Символом

(S
1/ω
1−µ/ω, ∗)

′ позначимо клас узагальнених функцiй з (S
1/ω
1−µ/ω)

′, якi є згортувачами в просторi

S
1/ω
1−µ/ω. З леми 3 випливає таке твердження.

Наслiдок 1. Нехай ω(t, x) = f ∗ Γ(t, x), f ∈ (S
1/ω
1−µ/ω , ∗)

′, (t, x) ∈ Ω. Тодi в просторi

(S
1/ω
1−µ/ω)

′ правильним є граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

ω(t, ·)−

m∑

k=1

µk lim
t→tk

ω(t, ·) = f.

Зауважимо також, що Γ є розв’язком рiвняння (1). Надалi функцiю Γ називатимемо
фундаментальним розв’язком m-точкової задачi для рiвняння (1) (позначення: ФРБЗ).
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2. Коректна розв’язнiсть m-точкової задачi. Властивiсть локалiзацiї. З наслiд-
ку 1 випливає, що для рiвняння (1) m-точкову (за t) задачу можна ставити так: знайти
розв’язок рiвняння (1), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·) −

m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f, f ∈ (S
1/ω
1−µ/ω)

′, (4)

де границi розглядаються в просторi (S1/ω
1−µ/ω)

′. Має мiсце таке твердження.
Теорема 1. Задача (1), (4) коректно розв’язна. Розв’язок зображається у виглядi

згортки: u(t, x) = f ∗ Γ(t, x), (t, x) ∈ Ω, де Γ — фундаментальний розв’язок багатоточ-
кової задачi для рiвняння (1).

Оскiльки узагальнена функцiя f — згортувач у просторi S1/ω
1−µ/ω, а функцiя Γ(t, ·) —

ФРБЗ для рiвняння (1), є неперервною абстрактною функцiєю параметра t ∈ (0, T ] iз зна-

ченнями в просторi S1/ω
1−µ/ω, то граничнi спiввiдношення u(t, ·) = f ∗ Γ(t, ·) −→

t→tk
f ∗ Γ(tk, ·) =

= u(tk, ·), tk ∈ (0, T ], k ∈ {1, . . . ,m}, справджуються в просторi S1/ω
1−µ/ω. Звiдси, зокрема,

дiстаємо, що u(t, ·) → u(tk, ·) при t → tk, k ∈ {1, . . . ,m}, рiвномiрно на довiльному вiд-
рiзку [a, b] ⊂ R. Вказану збiжнiсть в (4) погiршує перший доданок, оскiльки для функцiї
Γ(t, ·) точка t = 0 є особливою. Однак якщо граничну функцiю f брати з класу (Sβ

1−µ/ω)
′ ⊂

⊂ (S
1/ω
1−µ/ω)

′, де β > 1, то можна отримати локальне покращення збiжностi згортки f ∗Γ(t, ·)

при t → +0. Це пояснюється тим, що клас Sβ
1−µ/ω при β > 1 мiстить фiнiтнi функцiї i в цьо-

му випадку коректним є поняття збiжностi узагальненої функцiї f з гладкою функцiєю на
деякiй вiдкритiй множинi Q ⊂ R.

Символом Ms позначатимемо клас функцiй, якi є мультиплiкаторами в просторi Sβ
1−µ/ω,

β > 1 + (1 − µ)/ω.
Теорема 2 (властивiсть локалiзацiї). Нехай f ∈ (Sβ

1−µ/ω)
′, де β > 1+(1−µ)/ω, u(t, x) —

розв’язок задачi (1), (4) з граничною функцiєю f . Якщо узагальнена функцiя f збiгається
на iнтервалi (a, b) ⊂ R з функцiєю g ∈ Ms, то на довiльному промiжку [c, d] ⊂ (a, b)
граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− · · · − µm lim
t→tm

u(t, x) = g(x)

справджується рiвномiрно вiдносно x.
Зауважимо, що отриманi результати мають мiсце i у випадку n незалежних змiнних.
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