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ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÂÍÅØÍÈÕ ÐÅÑÓÐÑÎÂ ÌÅÆÄÓ ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÀÌÈ

ÄÂÓÕÏÐÎÄÓÊÒÎÂÎÉ ÐÀÇÂÈÂÀÞÙÅÉÑß ÑÈÑÒÅÌÛ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ âíåøíèõ ðåñóðñîâ,

äâóõïðîäóêòîâàÿ ñèñòåìà.

Ìíîãèå ðåàëüíûå îáúåêòû ìîäåëèðîâàíèÿ (òåõíè÷åñêèå, ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå,

ýêîëîãè÷åñêèå, áèîëîãè÷åñêèå è äðóãèå ñèñòåìû) ìîæíî ðàññìîòðèâàòü êàê

äâóõïðîäóêòîâûå ðàçâèâàþùèåñÿ ñèñòåìû. Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à

íàèëó÷øåãî (ïî íåêîòîðîìó âûáðàííîìó êðèòåðèþ) ðàñïðåäåëåíèÿ âíåøíèõ

ðåñóðñîâ ñèñòåìû ìåæäó åå ïîäñèñòåìàìè âåñüìà àêòóàëüíà.

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé çàäà÷è àêàäåìèê

Â.Ì. Ãëóøêîâ ââåë íîâûé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé

îïèñàíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ óïðàâëÿåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èíòåãðàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè âîëüòåððîâñêîãî òèïà [1]. Õàðàêòåðíûìè îñîáåííîñòÿìè óðàâíåíèé

Ãëóøêîâà ÿâëÿþòñÿ:

— íàëè÷èå ôóíêöèè â íèæíèõ ïðåäåëàõ èíòåãðàëîâ (â ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ

ýòà çàäàííàÿ èëè èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê âðåìåííàÿ ãðà-

íèöà ëèêâèäàöèè óñòàðåâøèõ òåõíîëîãèé ïðîèçâîäñòâà, à òåõíè÷åñêîå ïåðåâîîðó-

æåíèå ïðîèçâîäñòâà ñ íèçêèìè òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè ïðè îãðà-

íè÷åííîñòè òðóäîâûõ è ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ — âàæíåéøèé ôàêòîð óïðàâëåíèÿ

ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìîé);

— íàëè÷èå â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ ôóíêöèè, ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë

êîòîðîé ñîñòîèò â ðàñïðåäåëåíèè ÷èñëà ðàáî÷èõ ìåñò ìåæäó îòðàñëÿìè ãðóïï À (ïðî-

èçâîäñòâî ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà) è Á (ïðîèçâîäñòâî ïðåäìåòîâ ïîòðåáëåíèÿ).

Â.Ì. Ãëóøêîâ ñòàâèë î÷åíü âàæíóþ äëÿ ïðàêòèêè ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó,

ñîñòîÿùóþ â ìàêñèìèçàöèè îæèäàåìîãî âûõîäà ïðîäóêöèè îòðàñëåé ïðîèçâî-

äñòâà ãðóïïû Á çà íåêèé ïëàíîâûé ïåðèîä ñ ïîìîùüþ âûáîðà íàèëó÷øåãî è ñáà-

ëàíñèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàáî÷èõ ìåñò ìåæäó ãðóïïàìè À è Á (ïðè îïðåäå-

ëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ çàäàâàëèñü óðàâíåíèÿ áàëàíñà ðàáî÷åé ñèëû è ðîñòà ôîí-

äîâ). Îñíîâíîé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì [2]: äëÿ ìàêñèìèçàöèè âûõîäà

ïðîäóêòîâ ïîòðåáëåíèÿ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì îòðåçêå âðåìåíè ïëàíèðîâàíèÿ äî-

êàçàíà íåîáõîäèìîñòü ðîñòà ÷èñëà ðàáî÷èõ ìåñò â ãðóïïå À ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ ìè-

íèìàëüíî äîïóñòèìûì êîëè÷åñòâîì, êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò âûõîä ïðîäóêòîâ

ïîòðåáëåíèÿ íà íåáîëüøîì îòðåçêå âðåìåíè ïëàíèðîâàíèÿ.

Â äàëüíåéøåì íîâûé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ

çàäà÷ ïðèìåíÿëñÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì (áèîëîãè÷åñêèõ,

ýêîëîãè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ è äð.). Áûëè îïóáëèêîâàíû ñîòíè íàó÷íûõ ðàáîò è

÷åòûðå ìîíîãðàôèè [3–6] î ìîäåëèðîâàíèè ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì (ÐÑ)

óðàâíåíèÿìè Ãëóøêîâà, ãäå èññëåäîâàëèñü âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ,

åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Ãëóøêîâà, ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñòðóêòóðû è àñèìïòîòèêè

ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÐÑ, ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ è èçó÷åíû âîïðîñû ýôôåêòèâíîñòè
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ýòèõ àëãîðèòìîâ. Â áîëüøèíñòâå ïóáëèêàöèé èññëåäîâàëèñü çàäà÷è äëÿ ÐÑ

ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé ïðåäûñòîðèåé, ïðè÷åì íåïîñðåäñòâåííîå âîçäåéñòâèå íà

ñèñòåìó âíåøíèõ äëÿ íåå ôàêòîðîâ íå ðàññìàòðèâàëîñü.

Íà îñíîâå ðàçäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ÐÑ íà âíóòðåííèå è âíåøíèå (ïîñòóïàþùèå

â ñèñòåìó èçâíå) â [7] ïðåäëîæåíû, à â [8] óòî÷íåíû óðàâíåíèÿ ÐÑ, êîòîðûå

â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé Ãëóøêîâà èñïîëüçóþò ôóíêöèè áîëåå øèðîêîãî êëàññà,

äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàþò íåïîñðåäñòâåííîå âîçäåéñòâèå âíåøíèõ ôàêòîðîâ íà

ÐÑ, ïîçâîëÿþò èçó÷àòü çàäà÷è áåç íà÷àëüíîé ïðåäûñòîðèè ñèñòåìû äî ìîìåíòà

íà÷àëà åå ìîäåëèðîâàíèÿ è äàþò âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíåå óïðàâëÿòü äàííîé

ñèñòåìîé çà ñ÷åò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìåæäó ïîäñèñòåìàìè íå òîëüêî âíóòðåííèõ,

íî è âíåøíèõ ðåñóðñîâ. Â [7] êà÷åñòâåííî èññëåäîâàíà îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à

ðàñïðåäåëåíèÿ êàê âíóòðåííèõ, òàê è âíåøíèõ ðåñóðñîâ ÐÑ ìåæäó åå

ïîäñèñòåìàìè è ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé [2] ðåçóëüòàò. Äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

äâóõïðîäóêòîâîé ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé ìîäåëè íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ

îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ðàñïðåäåëåíèÿ:

— âíóòðåííèõ ðåñóðñîâ (âíåøíèå ðåñóðñû íå ó÷èòûâàëèñü) [3];

— êàê âíóòðåííèõ, òàê è âíåøíèõ ðåñóðñîâ [9];

— âíåøíèõ ðåñóðñîâ ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè âíóòðåííèõ ðåñóðñîâ [10, 11].

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè ñîñòîèò â ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

ðàñïðåäåëåíèÿ âíåøíèõ ðåñóðñîâ ìåæäó ïîäñèñòåìàìè äâóõïðîäóêòîâîé

ðàçâèâàþùåéñÿ ñèñòåìû ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè åå âíóòðåííèõ ðåñóðñîâ

äëÿ áîëåå øèðîêîãî, ÷åì îïèñàííîãî â [10, 11], êëàññà ìîäåëåé ÐÑ.

Ðàññìîòðåâ îáúåêò ìîäåëèðîâàíèÿ êàê äâóõïðîäóêòîâóþ ÐÑ [3], âûäåëèì

â íåì äâå ïîäñèñòåìû:

— ïîäñèñòåìà ñàìîñîâåðøåíñòâîâàíèÿ À, â êîòîðîé îäíîé ÷àñòüþ

ïðîäóêòîâ ïåðâîãî ðîäà (ìàòåðèàëüíî, ýíåðãåòè÷åñêè è èíôîðìàöèîííî

îáåñïå÷èâàþùèõ âíóòðåííþþ ôóíêöèþ îáúåêòà ìîäåëèðîâàíèÿ — åãî

ñóùåñòâîâàíèå è ðàçâèòèå) ñîçäàþòñÿ íîâûå, áîëåå ýôôåêòèâíûå (ïðîèçâîäè-

òåëüíûå) ïðîäóêòû ïåðâîãî ðîäà;

— ïîäñèñòåìà Á, â êîòîðîé äðóãîé ÷àñòüþ ïðîäóêòîâ ïåðâîãî ðîäà âûïîëíÿ-

åòñÿ îñíîâíàÿ (âíåøíÿÿ) ôóíêöèÿ îáúåêòà ìîäåëèðîâàíèÿ — âûïóñê íåêîòîðûõ

ïðîäóêòîâ âòîðîãî ðîäà, ìàòåðèàëüíî, ýíåðãåòè÷åñêè è èíôîðìàöèîííî îáåñïå-

÷èâàþùèõ ýòó âíåøíþþ ôóíêöèþ è ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòîì âçàèìîäåéñòâèÿ

ýòîãî îáúåêòà ñ âíåøíåé ñðåäîé.

Â ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìå ïðîäóêòàìè ïåðâîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ðà-

áî÷èå ìåñòà, à âòîðîãî ðîäà — ïðîäóêòû ñèñòåìû, ïîñòóïàþùèå âíåøíåìó çà-

êàç÷èêó. Âíóòðåííèìè ðåñóðñàìè ÐÑ áóäåì ñ÷èòàòü òîëüêî ïðîäóêòû ïåðâîãî

ðîäà, ÿâëÿþùèåñÿ èñòî÷íèêàìè ñàìèõ ñåáÿ è ïðîäóêòîâ âòîðîãî ðîäà. Âíåøíèìè

ðåñóðñàìè ÐÑ áóäåì íàçûâàòü ïðîäóêòû êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî ðîäà, ïîñòó-

ïàþùèå â ÐÑ èç âíåøíåé ñðåäû (ïðè ýòîì ÷àñòü âíåøíèõ ðåñóðñîâ ñòàíîâèòñÿ

âíóòðåííèìè ðåñóðñàìè ÐÑ).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: m t( ) è c t( ) — ñêîðîñòè ïîÿâëåíèÿ â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ÐÑ â ìîìåíò âðåìåíè t íîâûõ ïðîäóêòîâ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è

âòîðîãî ðîäîâ; f t( ) — ñêîðîñòü ïîñòóïëåíèÿ â ÐÑ â ìîìåíò t âíåøíåãî ðåñóðñà

( ,f m è c ïðåäïîëàãàþòñÿ îäíîé ðàçìåðíîñòè); x t f t( ) ( ) è ( ( )) ( )1� x t f t — ñêîðîñ-

òè ïîñòóïëåíèÿ â ÐÑ â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîäóêòîâ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è

âòîðîãî ðîäîâ; y m( ) ( )� � è ( ( )) ( )1� y m� � — äîëè m( )� , èñïîëüçóåìûå â äàëüíåé-

øåì äëÿ ïðîèçâîäñòâà ñîîòâåòñòâåííî m t( ) â ïîäñèñòåìå À è c t( ) â ïîäñèñòåìå Á,

0 � �� t, 0 1� �y ; a t( ) — ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ðàíåå êîòîðîãî ïîÿâèâøè-

åñÿ â ÐÑ ïðîäóêòû ïåðâîãî ðîäà íå ôóíêöèîíèðóþò ïî êàíàëàì ym m� è ( )1� y m

â ìîìåíò âðåìåíè t, a t t( ) � (äëèíà âðåìåííîãî èíòåðâàëà t a t� ( ) íàçûâàåòñÿ ïðî-
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äîëæèòåëüíîñòüþ ïîñëåäåéñòâèÿ èëè ïàìÿòüþ ñèñòåìû); � �( , )t è � �( , )t — ñêî-

ðîñòè ñîçäàíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t íîâûõ ïðîäóêòîâ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è

âòîðîãî ðîäîâ, ïðèõîäÿùèåñÿ íà îäíó åäèíèöó èç ïîÿâèâøèõñÿ â ìîìåíò � ïðî-

äóêòîâ ïåðâîãî ðîäà â ïîäñèñòåìàõ À è Á, 0 � �� t; t0 — ìîìåíò íà÷àëà ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ÐÑ (ÐÑ íàçûâàåòñÿ âîçíèêàþùåé, åñëè a t t( ) � 0).

Ïðèìåì, ÷òî íà ïðîìåæóòêå ( ( ), )inf
t t T

a t t

0

0
� �

çàäàíû ôóíêöèè y y( ) ( )� �� 0 è

m m( ) ( )� �� 0 ; 0 0� � � � 	
t t T ; âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè, êðîìå a t( ), ïî

îïðåäåëåíèþ íåîòðèöàòåëüíû.

Ïîëîæèì a t( ) � 0, � � � � �( , ) ( ) ( )t t� 1 2 , 0 � �� t, t t T0 � � � 	
, è ðàññìîò-

ðèì íà [ , ]t T0 ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

ôóíêöèé m t( ), c t( ):

m t t y m d x t f t

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 	�� � � � � �1 2

0

, (1)

c t t y m d x t f t

t

( ) ( , )( ( )) ( ) ( ( )) ( )� � 	 �� � � � � �1 1

0

, (2)

ãäå çàäàíû êóñî÷íî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè y s y s( ) ( )� 0 , m s m s( ) ( )� 0 , a t( )0 �

� � � �0 0s t T , 0 � �� t, t t T
[ , ]0 .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàíû íåîòðèöàòåëüíûå íåïðåðûâíûå â ñâîèõ îáëàñòÿõ

îïðåäåëåíèé ôóíêöèè f t( ), �1 ( )t , � 2 ( )s , �( , )t s , y t( ) è êóñî÷íî íåïðåðûâíûå

ôóíêöèè x t( ), y0 ( )� , m0 ( )� , ïðè÷åì 0 1� �x t( ) , 0 1� �y t( ) , 0 10� �y ( )� ,

ôóíêöèÿ m0 ( )� îãðàíè÷åíà, � 
[ , )0 0t , 0 � �s t, 0 0� � � � 	
t t T . Òîãäà ñèñòåìà

óðàâíåíèé (1), (2) èìååò íà t t T
[ , ]0 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

m t t A t y x f d m A t t

t

t

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )
*� 	

�

�� � � � � � � �1 2 0

0�

�

�

�

�

�

�

	 x t f t( ) ( ), (3)

c t x f B t y t y d

t

( ) ( ) ( )[ ( , ) ( ) ( ) ( , )( ( ))]� 	 � 	� � � � � � � � � �2 1

0

t

�

	 	 	 �m B t t c t x t f t
* *

( , ) ( ) ( ( )) ( )0 1 , (4)

ãäå

A t u u y u du

t

( , ) exp ( ) ( ) ( )� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�� 1 2 ,

B t A u u t u y u du

t

( , ) ( , ) ( ) ( , )( ( ))� � � �

�

� �� 1 1 ,

m y m d

t

* ( ) ( ) ( )� � � � � � �2 0 0

0

0

, c t t y m d

t

*
( ) ( , )( ( )) ( )� �� � � � � �1 0 0

0

0

,

ïðè÷åì m t( ), c t( ) êóñî÷íî íåïðåðûâíû íà [ , ]t T0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èâ

k t t t y t( ) ( ) ( ) ( )� � �1 2 , n t m t x t f t( ) ( ) ( ) ( )� � ,

F t k t m y x f d

t

t

( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ( ) )
*

� 	 � � � � � � �2

0

, N t y n d

t

t

( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �2

0

è ðàçáèâ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ [ , ]0 t íà äâà ïîäîòðåçêà: [ , ]0 0t è [ , ]t t0 ,

óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

� � �N t k t N t F t( ) ( ) ( ) ( ) , (5)

ãäå k t( ) è F t( ) — èçâåñòíûå è íåïðåðûâíûå íà [ , ]t T0 ôóíêöèè. Óðàâíåíèå (5)
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì N t( )0 0� ëåãêî ðåøèòü íà [ , ]t T0 , íàïðèìåð, ìåòîäîì

Ýéëåðà, óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà exp �

�

�

�

�

�

�

�

�
� k u du

t

t

( )

0

è ïðîèíòåãðèðîâàâ

îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà îò t0 äî t. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì ðåøåíèå

N t F k u du d

t

t

t

( ) ( ) ( )�

�

�

�

�

�

�

�

�
�� � �

�

exp

0

èëè, âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì, äëÿ t t T
[ , ]0 ïîëó÷èì

m t x t f t t y x f d

t

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 	 	

�

�

�

�
�� � � � � � �1 2

0

	

�

�

�

�

�

�

�

��� � � � � � � �

�

1 2 1 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y s s y s ds d

t

t

t

exp � �

�

2

0

( ) ( ) ( ) ( )u y u x u f u du

t

�

�

�

�

�

	

	 	 � �m t y s s y s ds

t

t t

*
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � �

�

1 1 2 1 21

0

exp

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

d� . (6)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì

� � � � � � � � �

�

1 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (y s s y s ds d u

t

exp �

�

�

�

�

�

�

�

�
) ( ) ( ) ( )y u x u f u du

tt

t

00

�

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �� � � � � � �

�

2 1 2

0t

t t

y x f s s y s ds( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )exp �

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�1 d�

� �� � � � � � � �2

0

1

t

t

y x f A t d( ) ( ) ( ) ( )( ( , ) ) ,

(7)

� � � � � � � �

�

1 2 1 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

t t

y s s y s ds d� �

�

�

�

�

�

�

�

�
exp �

�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

� ��exp � �1 2

0

1( ) ( ) ( )s s y s ds

t

t

� �A t t( , )0 1 . (8)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (6) ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (7) è (8), ïî-

ëó÷àåì ðàâåíñòâî (3).

Ðàçáèâàÿ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â óðàâíåíèè (2) íà ïîäîòðåçêè [ , ]0 0t ,

[ , ]t t0 è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå íàéäåííóþ ôóíêöèþ m t( ) , èìååì

c t c t x t f t t y x f

t

t

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( , )( ( )) ( ) ( )
*

� 	 � 	 ��1 1

0

� � � � � d� 	

	 �

�

�

�

�
�
�m t y s s y s ds

t

* ( , ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �

�

1 1 1 2

0

exp

�

�

�

�
�

� d

t

t

��

0

	 �� � � � � � � � �( , )( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (t y d u y u x u f u s

t

t

1 1 2 1

0

exp ) ( ) ( ) .�

��

2

0

s y s ds du

ut

��

�

�

�

�

�

�

�

�
(9)

Èçìåíèâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9) ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì

èíòåãðàëå
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d t y u y u x u f u

tt

t

� � � � � � � �

�

( , )( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2

00

��� exp 1 2( ) ( ) ( )s s y s ds du

u

�

��

�

�

�

�

�

�

�

�
�

� ��� du t y u y u x u f u

u

t

t

t

� � � � � � �( , )( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2

0

exp 1 2( ) ( ) ( )s s y s ds d

u

�

� ��

�

�

�

�

�

�

�

�
�

� ��� � � � � � � �2 11

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ( )) ( )u y u x u f u du t y

u

t

t

t

exp 1 2( ) ( ) ( )s s y s ds d

u

�

� ��

�

�

�

�

�

�

�

�
�

� ��� � � � � � � � � �

�

2 11

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ( )) ( )y x f d t u y u u

t

t

t

exp 1 2( ) ( ) ( )s s y s ds du

u

�

��

�

�

�

�

�

�

�

�
�

� � B t y x f d

t

t

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �2

0

è âûïîëíèâ òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (4). Î÷åâèäíî,

íàéäåííûå ôóíêöèè m t( ), c t( ) êóñî÷íî íåïðåðûâíû íà [ , ]t T0 (êàæäàÿ èç íèõ

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êóñî÷íî íåïðåðûâíîé è íåïðåðûâíîé ôóíêöèé).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîé çàäàííîé êóñî÷íî íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè x t( ), 0 1� �x t( ) , ñèñòåìà (1), (2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, ìîæíî ïîñòà-

âèòü ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó: â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 èç óðàâíåíèé

(1), (2) ñðåäè âñåõ êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x t( ), 0 1� �x t( ) , çàäàííûõ íà

[ , ]t T0 , t T0 � � 	
, íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ x t( ) (è ñîîòâåòñòâóþùèå åé ôóíêöèè

m t( ), c t( )), êîòîðàÿ áû äîñòàâëÿëà ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó I x c t dt

t

T

( ) ( )� �
0

.

Îáîçíà÷èì � � � �( , ) ( , )T t t d

t

T

� � 	 �1 , � � � � � �( , ) ( , )( ( )) ( , ) ( ) ( )t t y t B t t y t� � 	1 2 ,

ãäå B t( , )� îïðåäåëåíî â òåîðåìå 1, t t T0 � � �� .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà

I x( ) äîñòèãàåòñÿ ïðè x t( ) � 0, åñëè �( , )T t � 0, è ïðè x t( ) �1 , åñëè �( , )T t � 0,

t t T
[ , ]0 . Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

— åñëè y t( ) �1, t t T
[ , ]0 , òî íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû T t� 0 ìàêñèìóì

ôóíêöèîíàëà I x( ) äîñòèãàåòñÿ ïðè x t( ) � 0, t t T
[ , ]0 ;

— åñëè T t� 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà I x( ) äîñòèãàåòñÿ

ïðè x t( ) � 0 , t t T
[ , ]0 ;

— åñëè T t� �0

1

�

, inf const
t t

t y t

0

1 0
� � �	


� � � �
�

� � �( , )( ( )) , òî ìàêñèìóì ôóíê-

öèîíàëà I x( ) äîñòèãàåòñÿ ïðè x t( ) �1 íà t T0

1
, �

�

�
�

�

�

�
�

, ò.å. â íà÷àëüíîé ÷àñòè îòðåç-

êà [ , ]t T0 , è ïðè x t( ) � 0 — â êîíöå ýòîãî îòðåçêà, ïðè÷åì èñêîìîå ýêñòðåìàëüíîå

óïðàâëåíèå x t( ), t t T
0

� � , ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 0 èëè 1 íà êàæäîì èç

ïîäûíòåðâàëîâ îòðåçêà [ , ]t T0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

I x c t dt f t c t m t y

t

T

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )( ( ))* *� � 	 	 ��
0 0

1 1� � � � �

t

t

T

��

�

�

�

�

�

0

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�

�
	�exp � � � � �

�

1 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) (s s y s ds d dt x f

t

) ( , ) ( ) ( )� � �	t d x t f t dt

t

t

t

T

00

��

�

�

�

�

�

�

�

�

.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Äèðèõëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ

â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå

dt x f t d d x f t dt

t

t

t

T T

t

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )� � � � � � � � � �

�

� ��� �
00 0

T

�

� ��� �x f d t dt x t f t dt t d

T

t

T

t

T

t

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,� � � � � � � �

�0 0

T

�

ïîëó÷èì

I x I x f t d x t f t d

t

t

t

T

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
*

� 	 �

�

�

�

�

�

�

�

�
�� � � � � �

00

t I x t f t t d dt

t

T

t

T

� 	 �

�

�

�

�

�

�

�

�
��

*
( ) ( ) ( , )� � � 1

0

èëè

I x I x t f t T t dt

t

T

( ) ( ) ( ) ( , )
*� 	 � �

0

,

(10)
ãäå

I f t c t m t y s s y
* * *

( ) ( ) ( ) ( , )( ( )) ( ) ( ) (� 	 	 �� � � � � � �1 1 21 exp s ds d dt

tt

t

t

T

) )

000

�

����

�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

� 	 	� [ ( ) ( ) ( , )]
* *

f t c t m B t t dt

t

T

0

0

,

� � � �( , ) ( , )T t t d

t

T

� � 	 �1 , � � � � � �

�

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )( ( ))t t y t u u y u

t

� � ��2 1 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�
	 � ��exp � � � � �1 2 1( ) ( ) ( ) ( , )( ( ))s s y s ds du t y t

t

u

( , )( ( )) ( , ) ( ) ( )� � �t y t B t t y t1 2� 	 ,

m y m d

t

* ( ) ( ) ( )� � � � � � �2 0 0

0

0

, c t t y m d

t

*
( ) ( , )( ( )) ( )� �� � � � � �1 0 0

0

0

.

Åñëè y t( ) �1, t t T
[ , ]0 , òî � �( , )t � 0, �( , )T t � �1, t t T0 � � �� , I x( ) �

� � �I x t f t dt

t

T

*
( ) ( )

0

. Ñëåäîâàòåëüíî, íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû T t� 0 ìàêñèìóì

ôóíêöèîíàëà I x( ) äîñòèãàåòñÿ ïðè x t( ) � 0, t t T
[ , ]0 . Ïîñêîëüêó �( , )T T � � �1 0

è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ �( , )T t ñîõðàíÿåò çíàê â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

t T� , ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàííûìè ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

— íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ �( , )T t � 0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ T t� 0 ;

— åñëè T t� �0

1

�

, ãäå 0 1

0

� � �
� � �	


const = inf� � �

�t t

t y t( , )( ( )), òî �( , )T t �

� � � ��( )T t 1 0 äëÿ t t T
 �
�

�
�

�

�

�0

1
,

�

è ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 
, T T� � �
1

�


 , ÷òî

�( , )T t � 0 äëÿ t T
( , ]
 .

Èç ôîðìóëû (10) âûòåêàåò, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà

I x( ) äîñòèãàåòñÿ ïðè x t( ) � 0, åñëè �( , )T t � 0, è ïðè x t( ) �1 , åñëè �( , )T t � 0,

t t T
[ , ]0 . Îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.
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Äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàññìîòðåííîãî êëàññà ìîäåëåé ÐÑ äîêàçàíû òåîðå-

ìû 3 â [10] è 4 â [11].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, �1 1( )t � , � �2 0( )s � � ,

� �( , )t s � � 0, y t y( ) [ , ]� 
 0 1 , ãäå �, � è y — const, s t
[ , ]0 , t t T
[ , ]0 . Åñëè y �1 ,

òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé T t� 0 ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà I x( )

äîñòèãàåòñÿ ïðè x t( ) � 0, t t T
[ , ]0 . Åñëè y � 0, òî ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà I x( )

äîñòèãàåòñÿ äëÿ T t� �0

1

�

ïðè x t( ) � 0, t t T
[ , ]0 , à äëÿ T t� �0

1

�

ïðè x t( ) �1 íà

t T0

1
, �

�

�
�

�

�

�
�

�

è x t( ) � 0 íà T T�
�

�
�

�

�
�

1

�

, . Åñëè 0 1� �y , òî ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà I x( )

äîñòèãàåòñÿ äëÿ T t

y

y

y

� � 	
�

�

�

�
�

�

�

�
�0

1
1

1�

�

�

ln
( )

ïðè x t( ) � 0, t t T
[ , ]0 , à äëÿ

T t

y

y

y

� � 	
�

�

�

�
�

�

�

�
�0

1
1

1�

�

�

ln
( )

ïðè x t( ) �1 íà t T

y

y

y

0

1
1

1
, ln

( )
� 	

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�

�

è x t( ) � 0 íà

T

y

y

y

T� 	
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

1
1

1�

�

�

ln
( )

, .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, �1 1( )t � , � �2 0( )s � � ,

� �( , )t s � � 0, y t y( ) [ , ]� 
 0 1 , f t f( ) � � 0, x t x( ) [ , ]� 
 0 1 , ãäå �, �, x, y è f —

const, s t
[ , ]0 , t t T
[ , ]0 . Åñëè y �1 , òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé

T t� 0 ìàêñèìóì ôóíêöèè I x( ) äîñòèãàåòñÿ ïðè x � 0. Åñëè y � 0, òî ìàêñèìóì

ôóíêöèè I x( ) äîñòèãàåòñÿ äëÿ T t t
 	
�

�
�

�

�
�0 0

2
,

�

ïðè x � 0, à äëÿ T t� 	0

2

�

ïðè x �1 .

Åñëè 0 1� �y , òî ìàêñèìóì ôóíêöèè I x( ) äîñòèãàåòñÿ äëÿ T t T
[ , ]
*

0 ïðè x � 0,

à äëÿ T T�
*

ïðè x �1 , ãäå T T�
*

— ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

e

y

y

y T t
y T t� �

�

�
( )

( )
( )

�
� 	

�

�

�

�
�

�

�

�
�

� � �0 1
1

1 00 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåíà è àíàëèòè÷åñêè ðåøåíà çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè íà

çàäàííîì âðåìåííîì îòðåçêå ïëàíèðîâàíèÿ âûõîäà ïðîäóêòîâ âòîðîãî ðîäà, îáå-

ñïå÷èâàþùèõ îñíîâíóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû, ïîñðåäñòâîì íàèëó÷øåãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âíåøíèõ ðåñóðñîâ ìåæäó ïîäñèñòåìàìè À (ïîäñèñòåìîé ñàìîñîâåðøåí-

ñòâîâàíèÿ ñèñòåìû) è Á (ïîäñèñòåìîé âûïîëíåíèÿ îñíîâíîé ôóíêöèè ñèñòåìû)

äâóõïðîäóêòîâîé ðàçâèâàþùåéñÿ ñèñòåìû äëÿ çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âíóò-

ðåííèõ ðåñóðñîâ ìåæäó ýòèìè ïîäñèñòåìàìè. Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ìîæåò èí-

òåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê äîñòèæåíèå ðåêîðäà âíåøíåé ôóíêöèè ñèñòåìû íà çàäàí-

íîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå. Äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

êà÷åñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû âðåìåíè ïëàíèðîâàíèÿ

(ìîäåëèðîâàíèÿ) è èñêîìûé îïòèìóì äîñòèãàåòñÿ:

— ïðè ìàêñèìàëüíîì èñïîëüçîâàíèè â ïîäñèñòåìå Á âíåøíèõ ðåñóðñîâ äëÿ

âûïîëíåíèÿ îñíîâíîé ôóíêöèè ñèñòåìû â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè÷èíû

âðåìåíè ïëàíèðîâàíèÿ ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè ìåæäó ïîäñèñòåìàìè À è Á

âíóòðåííèõ ðåñóðñîâ ñèñòåìû, à òàêæå íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû âðåìåíè

ïëàíèðîâàíèÿ ïðè ïîñòóïëåíèè âíóòðåííèõ ðåñóðñîâ òîëüêî â ïîäñèñòåìó À;

— â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áîëüøîé âåëè÷èíû âðåìåíè ïëàíèðîâàíèÿ ïðè ïî-

ñòóïëåíèè âíóòðåííèõ ðåñóðñîâ íå òîëüêî â ïîäñèñòåìó À ïðè ìàêñèìàëüíîì èñ-

ïîëüçîâàíèè â íåé âíåøíèõ ðåñóðñîâ íà âíóòðåííèå ïîòðåáíîñòè ñèñòåìû íà

áîëüøåé íà÷àëüíîé ÷àñòè îòðåçêà ïëàíèðîâàíèÿ è ìàêñèìàëüíîì èñïîëüçîâàíèè
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â ïîäñèñòåìå Á âíåøíèõ ðåñóðñîâ äëÿ âûïîëíåíèÿ îñíîâíîé ôóíêöèè ñèñòåìû

â êîíöå ýòîãî âðåìåííîãî îòðåçêà (åñëè ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ

íà ïëàíîâîì ïðîìåæóòêå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âíåøíèõ ðåñóðñîâ), à òàêæå ïðè

ìàêñèìàëüíîì èñïîëüçîâàíèè â ïîäñèñòåìå À âíåøíèõ ðåñóðñîâ íà âíóòðåííèå

ïîòðåáíîñòè ñèñòåìû íà âñåì îòðåçêå âðåìåíè ïëàíèðîâàíèÿ (åñëè íå ïðåäó-

ñìîòðåíà óêàçàííàÿ âûøå âîçìîæíîñòü).

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð âåëè÷èíû çàäàííîãî ïðîìåæóòêà ïëàíèðîâàíèÿ T t� 0

ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåòðèâèàëüíûì (íàïðèìåð, îíà ìîæåò îãðàíè÷èâàòü

äîñòîâåðíûé ïðîãíîç èñõîäíûõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòåé � è �). Êàê îòìå÷àåòñÿ

â [3], â ðåçóëüòàòå ñíèæåíèÿ ñïðîñà íà ïðîäóêòû ïî èñòå÷åíèè îïðåäåëåííîãî

âðåìåíè (ïî îòíîøåíèþ ê ìîìåíòó íà÷àëà ïëàíèðîâàíèÿ t0) îáû÷íî ñóùåñòâóåò

òàêîå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå T
*

, ÷òî ñ ó÷åòîì óâåëè÷åíèÿ ñïðîñà íà ïðîäóêòû íà

îòðåçêå [ , ]t T0 (T T� *) íå êîìïåíñèðóåò åãî óìåíüøåíèÿ íà îòðåçêå [ , ]
*

t T0 .

Â ýòîì ñëó÷àå óäà÷íûì ìîæåò îêàçàòüñÿ âûáîð îòðåçêà [ , ]
*

t T0 .

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîëó÷åíèå àíàëèòè-

÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ äðóãèõ êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè, íàïðèìåð, â [3, 11].
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