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Ñ ÇÀÄÀÍÍÛÌÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀÌÈ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ãåíåðàöèÿ ðàçíîîáðàçíûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàçðà-

áîòêå è ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ìíîãèõ íàó÷íûõ è ïðè-

êëàäíûõ çàäà÷ [1–6]. Ïîä ãåíåðàöèåé â íèõ ïîíèìàåòñÿ ïîñòðîåíèå âñåõ êîì-

áèíàòîðíûõ ñòðóêòóð îïðåäåëåííîãî òèïà [3]. Â óêàçàííûõ èñòî÷íèêàõ ãëàâ-

íûì îáðàçîì ðåøàþòñÿ çàäà÷è ãåíåðàöèè äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ êîìáèíàòîðíûõ

îáúåêòîâ — ïåðåñòàíîâîê, ñî÷åòàíèé, ðàçáèåíèé, äåðåâüåâ, äâîè÷íûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé. Ðåçóëüòàòû ãåíåðàöèè êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ èñïîëüçóþòñÿ

ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ, êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè è â äðóãèõ

îáëàñòÿõ [7–10]. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ãåíåðàöèè áîëåå ñëîæíûõ êîìáèíàòîðíûõ

îáúåêòîâ çàòðóäíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ñðåäñòâ è íå-

îáõîäèìîñòüþ çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, ñâÿçàííûõ ñ èçáûòî÷íîñ-

òüþ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè.

Äîñòàòî÷íî ñëîæíûå êîìáèíàòîðíûå êîíôèãóðàöèè ìîãóò áûòü ôîðìàëüíî

îïèñàíû è ñãåíåðèðîâàíû ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêòèâíûõ ñðåäñòâ îïèñàíèÿ êîìïî-

çèöèîííûõ k-îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ( k-ìíîæåñòâ), ïðåäëîæåííûõ

â [11, 12]. Ïðè ýòîì ïîä êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâîì ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî

êîðòåæåé, ïîñòðîåííûõ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ (òàê

íàçûâàåìûõ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåííûìè ïðàâè-

ëàìè [13]. Ïðèìåðàìè êëàññè÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ìîãóò ñëóæèòü

ïåðåñòàíîâêè, ñî÷åòàíèÿ, ðàçìåùåíèÿ, äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Àïïàðàò k-ìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èññëåäîâàí â [11–13], îáùèå ïðèí-

öèïû èõ ãåíåðàöèè ðàññìîòðåíû â [13]; îäíàêî ñàìà çàäà÷à ãåíåðàöèè k-ìíî-

æåñòâ â îáùåì ñëó÷àå îñòàëàñü íåðåøåííîé, èññëåäîâàí ëèøü îäèí èç åå ÷àñò-

íûõ ñëó÷àåâ [14].

Çàäà÷à ãåíåðàöèè k-ìíîæåñòâ, â ñâîþ î÷åðåäü, òðåáóåò ðåøåíèÿ çàäà÷ ãåíå-

ðàöèè áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè k-ìíî-

æåñòâ. Áàçîâûìè ìîãóò áûòü êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà ñ èçâåñòíûìè îïèñàíèÿìè

è àëãîðèòìàìè ãåíåðàöèè: êàê êëàññè÷åñêèå êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà (ïåðåñòà-

íîâêè, ñî÷åòàíèÿ, ðàçìåùåíèÿ, êîðòåæè), òàê è íåêëàññè÷åñêèå: ïåðåñòàíîâêè êîð-

òåæåé, êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê, ïåðåñòàíîâêè ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì öèêëîâ

è äð. [12–14]. Äëÿ ìíîãèõ áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ îïèñàíû àëãîðèòìû

èõ ãåíåðàöèè [1–3, 5, 15], îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êàæäûé àëãîðèòì ãåíå-

ðàöèè îñíîâàí íà ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îáùèé ïîäõîä ê ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ

k-îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ( k-ìíîæåñòâ) íà îñíîâå åäèíîãî ïîäõîäà ê

ãåíåðàöèè ðàçëè÷íûõ áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû — ðåøåíèå çàäà÷è ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ

k-îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.
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1. ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÅ k-ÎÁÐÀÇÛ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ (k-ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ)
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Ïîñêîëüêó ãåíåðàöèÿ k-ìíîæåñòâ îñíîâûâàåòñÿ íà ãåíåðàöèè áàçîâûõ êîìáè-

íàòîðíûõ ìíîæåñòâ, íåîáõîäèì àëãîðèòì äëÿ ãåíåðàöèè ýòèõ ìíîæåñòâ.

2. ÃÅÍÅÐÀÖÈß ÁÀÇÎÂÛÕ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Ñ êàæäûì áàçîâûì êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâîì T ñâÿæåì ìíîæåñòâî p T( ) �

�{ }A m S, , , ãäå A a a an� � �{ }1 2, � , a a an1 2� � �� , — ìíîæåñòâî ïîðîæäàþ-

ùèõ ýëåìåíòîâ, m — äëèíà êîðòåæà t T� (ïîëàãàåì, ÷òî âñå êîðòåæè ìíî-

æåñòâà èìåþò ðàâíóþ äëèíó), S — íàáîð ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ìíî-

æåñòâî T , íàïðèìåð, ïàðàìåòðû n n nk1 2, � �� äëÿ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè

è äðóãèå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðíûå äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-

æåñòâ. Ïîä êëàññîì êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà áóäåì ïîíèìàòü åãî ïðèíàä-

ëåæíîñòü ïåðåñòàíîâêàì, ñî÷åòàíèÿì è ò.ä.
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Ïóñòü çàäàíû áàçîâîå êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî T è åãî ïàðàìåòðû p T( ) . Íå-

îáõîäèìî ñãåíåðèðîâàòü âñå ýëåìåíòû t T� , êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîðòåæåì

äëèíû m . Ââåäåì îáîçíà÷åíèå t t t t
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Èçëîæèì âíà÷àëå èäåþ àëãîðèòìà ãåíåðàöèè áàçîâûõ ìíîæåñòâ. Àëãîðèòì

ðàáîòàåò ðåêóðñèâíî, íà êàæäîì óðîâíå ðåêóðñèè i J
m

�

�1

0
äîáàâëÿÿ â òåêóùèé

êîðòåæ t t t t
i

i� � �( , )1 2 � ñëåäóþùèé ýëåìåíò ti�1, ïîëó÷àÿ íà óðîâíå i �1 êîð-

òåæ t t t t
i

i
�

�

� � �

1

1 2 1( , )� . Íà óðîâíå m n� àëãîðèòì äîáàâëÿåò êîðòåæ t t
m

� âî

ìíîæåñòâî T .

Ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæåñòâà T ê îïðåäåëåííîìó êëàññó êîìáèíàòîðíûõ ìíî-

æåñòâ óñòàíàâëèâàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ýëåìåíò t Ai� �1 . Íà êàæäîì

óðîâíå i J
m

�

�1

0
îáîçíà÷èì F f f f A

i
k� � � �{ }1 2, � ìíîæåñòâî âñåõ ïîðîæäà-

þùèõ ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì îãðàíè÷åíèÿì. Òîãäà âî âõîäíîé êîð-

òåæ t t t t
i

i� � �( , )1 2 � àëãîðèòì äîáàâëÿåò ýëåìåíò t fi j�

�1 äëÿ êàæäîãî j Jk� è

ðåêóðñèâíî âûçûâàåò ñåáÿ ñ ïàðàìåòðîì t t t f
i

j
�

� � �

1

1 2( , )� .
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äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ
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âàòü èõ â âèäå óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ, äëÿ êîòîðûõ t t ti1 2� �� â ñëó÷àå ñî-

÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé è t t ti1 2� � �� äëÿ ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè. Òîã-
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Îïèøåì àëãîðèòì GenBase, ðåàëèçóþùèé îïèñàííûå äåéñòâèÿ. Âõîäíûå

äàííûå GenBase — ìíîæåñòâî T , íàáîð ïàðàìåòðîâ p T( ) , à òàêæå êîðòåæ t
i
. Íà

êàæäîì óðîâíå ðåêóðñèè i J
m

�

�1

0
àëãîðèòì ôîðìèðóåò ìíîæåñòâî F
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, çàòåì â t
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ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿåò êàæäûé ýëåìåíò F
i
, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî, è ðåêóðñèâíî

âûçûâàåò ñåáÿ.

Äëÿ ãåíåðàöèè âñåõ íåîáõîäèìûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà GenBase âûçûâàåò-

ñÿ ñ ïàðàìåòðàìè T , ( ) , p T( ) . Îòìåòèì, ÷òî áàçîâîå êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî

ìîæåò ñîñòîÿòü èç åäèíñòâåííîãî çàäàííîãî êîðòåæà. Òîãäà GenBase íè÷åãî íå

äîáàâëÿåò ê çàäàííîìó êîðòåæó è ïðåêðàùàåò ðàáîòó:

function GenBase(T t
i
, p T( ));

local F
i
;

if i m� , then T T t
i

: � � ; exit;

end if;
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case T of
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end function;

Äëÿ ãåíåðàöèè êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ äðóãèõ êëàññîâ ñ ïîìîùüþ äàííî-

ãî àëãîðèòìà äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëà ôîðìèðîâàíèÿ

ìíîæåñòâà F
i
.

3. ÃÅÍÅÐÀÖÈß k-ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Ïóñòü äàíû êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà Y Y Y Y Y Y Yn n0 1 2 11 12 1 1
, , , , , , ,� � �

� �

�

���

�

, , ,Y Y

k

knn n1 1
1 1�

, à òàêæå ïàðàìåòðû p Y p Y p Ynn nk
( ), ( ), ..., ( )...0 1 1 1�

. Íåîá-

õîäèìî ïîëó÷èòü k-ìíîæåñòâî W zz k k�
�

� � �� �� �1 0 ( ) , z A p Y� �0 0( ) . Ââå-

äåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ìíîæåñòâî Yi i in1 2, ,...,
áóäåì íàçûâàòü ðîäèòåëüñêèì ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà

Y j j j jn n1 2 1...
�

, åñëè i j i j i jn n1 1 2 2� � � � �, � . Ìíîæåñòâî Y j j j jn n1 2 1...
�

áóäåì íàçû-

âàòü äî÷åðíèì ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Yi i in1 2... . Äëÿ óäîáñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ àëãî-

ðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è èçìåíèì ñèñòåìó èíäåêñàöèè áàçîâûõ ìíîæåñòâ, ïåðåéäÿ

îò èíäåêñîâ ïåðåìåííîé äëèíû ê èíäåêñàì ôèêñèðîâàí-

íîé äëèíû. Êàæäîå áàçîâîå ìíîæåñòâî íà óðîâíå

i J
k

�

�1

0
áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Yij , ãäå j J

i
� � — ïîðÿä-

êîâûé íîìåð áàçîâîãî ìíîæåñòâà, à � i îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëîé (1). Ïðè ýòîì äëÿ ìíîæåñòâà Y0 â ôîðìóëàõ áóäåì

ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèå Y01.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü çàäàíû áàçîâûå ìíîæåñòâà Y0 ,

Y1, Y2 , Y11, Y21, Y22 , Y111, Y Y211 221, , ñâÿçü ìåæäó êîòîðû-

ìè ìîæíî ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâèòü â âèäå äåðåâà (ðèñ. 1).

Íà ïåðâîì óðîâíå òàêîãî äåðåâà íàõîäÿòñÿ ìíîæå-

ñòâà Y1 è Y2 , íà âòîðîì — Y11, Y21 è Y22 , íà òðåòüåì —

Y111, Y211 è Y221. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâîé èíäåêñàöèåé

ìíîæåñòâà ïåðâîãî óðîâíÿ îáîçíà÷èì Y11 è Y12 , âòîðîãî

— Y21, Y22 è Y23 , òðåòüåãî — Y31, Y32 è Y33 . Òîãäà ñõå-

ìà ñâÿçè áàçîâûõ ìíîæåñòâ ïðè èçìåíåííîé èíäåêñàöèè

ïðèíèìàåò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà (ðèñ. 2).

Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá èíäåêñàöèè ïîçâîëÿåò íåÿâ-

íî çàäàòü ñâÿçü ìåæäó äî÷åðíèì è ðîäèòåëüñêèì ìíî-

æåñòâàìè. Ïóñòü ìíîæåñòâî Yij ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè

ìíîæåñòâà A p Yij ij� ( ), ìîùíîñòü êîòîðîãî n Aij ij� | | .
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Òîãäà èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ k-ìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî íà óðîâíå i �1 èìååòñÿ nij

äî÷åðíèõ ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Yij . Ïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå ni1 ìíîæåñòâ íà óðîâíå

i �1 ÿâëÿþòñÿ äî÷åðíèìè ìíîæåñòâàìè Yi1, ñëåäóþùèå ni2 ìíîæåñòâ — äî÷åðíè-

ìè äëÿ Yi2 è ò.ä. äëÿ âñåõ Yij , j J
i

� � . Òîãäà äëÿ êàæäîãî áàçîâîãî ìíîæåñòâà

ìîæíî îäíîçíà÷íî óñòàíîâèòü âñå åãî ðîäèòåëüñêèå è äî÷åðíèå ìíîæåñòâà. Ïðè

ýòîì ïîëîæèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè n-çàìåùåíèÿ ïîðîæäàþùèé ýëå-

ìåíò a Al ij� ðîäèòåëüñêîãî ìíîæåñòâà Yij áóäåò çàìåùåí ýëåìåíòàìè l-ãî åãî

äî÷åðíåãî ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü k-ìíî-

æåñòâî ïðåäñòàâëåíî äåðåâîì

(ðèñ. 3), ãäå Ð a b( , ) — ìíî-

æåñòâî ïåðåñòàíîâîê ýëåìåí-

òîâ à è b, Ñ c d e
3

2
( , , ) — ìíî-

æåñòâî ñî÷åòàíèé èç òðåõ

ýëåìåíòîâ ïî äâà, T ( , , )1 2 3 —

êîðòåæ ( )123 è ò.ä.

Ìíîæåñòâî Y11 ïîðîæäå-

íî òðåìÿ ýëåìåíòàìè: c d e, , ,

êîòîðûå ïðè âûïîëíåíèè

îïåðàöèè n-çàìåùåíèÿ áóäóò çàìåíåíû ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ Y21, Y22 è Y23 ñî-

îòâåòñòâåííî. Ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû f è g ìíîæåñòâà Y12 áóäóò çàìåíåíû ýëå-

ìåíòàìè ìíîæåñòâ Y24 è Y25 ñîîòâåòñòâåííî.

4. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÃÅÍÅÐÀÖÈÈ k-ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Îïèøåì àëãîðèòì ãåíåðàöèè k-ìíîæåñòâ. Â íà÷àëå åãî ðàáîòû ñ ïîìîùüþ

àëãîðèòìà GenBase ãåíåðèðóþòñÿ ýëåìåíòû êàæäîãî áàçîâîãî ìíîæåñòâà Yij ,

çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðåàëèçóþòñÿ îòîáðàæåíèÿ � � �i i z
�1 0� �� � ( ),

z A p Y� �0 0( ) , äëÿ êàæäîãî i J
k

�

�1

0
, ò.å. ïðîèçâîäèòñÿ îïåðàöèÿ n-êîìïîçèöèè,

ãäå ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ðîäèòåëüñêîãî ìíîæåñòâà çàìåíÿþòñÿ ýëåìåíòà-

ìè-êîðòåæàìè åãî äî÷åðíèõ ìíîæåñòâ.

Íà óðîâíå i � 0 ðîäèòåëüñêèì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Y0 , äî÷åðíè-

ìè — ìíîæåñòâà Y11, Y Y12 1 1
� �� � . Íà óðîâíå i �1 ðîäèòåëüñêîå ìíîæåñòâî — ðå-

çóëüòàò êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé � �1 0� ( )z , ïîëó÷åííûé íà íóëåâîì óðîâíå,

äî÷åðíèìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ Y21, Y Y22 2 2
, ,� � . Íà óðîâíå i ðîäèòåëücêîå

ìíîæåñòâî — ðåçóëüòàò êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé � � �i i z� �� �

�1 0 ( ), äî÷åðíèå

ìíîæåñòâà — Y i( )�1 1, Y Yi i i( ) ( ), ,
� �

�

1 2 1 1
� � .

Ââåäåì ìíîæåñòâî P
i
, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ

êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé � � �i i� �� �

�1 0 ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó

z A p Y� �0 0( ) . Îáîçíà÷èì P z
i

i i�
�

� � �� �� �1 0 ( ), ìíîæåñòâî åãî ïîðîæäàþ-

ùèõ ýëåìåíòîâ — A
i
, äëèíó êàæäîãî åãî ýëåìåíòà-êîðòåæà — m

i
. Òàê êàê íà

óðîâíå i ìíîæåñòâî P
i

ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ-êîðòåæåé ìíîæåñòâ Y Yi i i1� �� � , òî

åãî ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî èìååò âèä

A A
i

j

ij

i

�

�1

�

�

, A p Yij ij� ( ) , (5)

à äëèíà êàæäîãî åãî ýëåìåíòà-êîðòåæà ðàâíà

m m
i

j

ij

i

�

�1

�

�

, m p Yij ij� ( ) , (6)
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Y0

Y11

Y21
Y22 Y23 Y24 Y25

Ðèñ. 3

Ñ ñ d e
3

2
( , , )



ãäå Aij — ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ, mij — äëèíà êàæäîãî ýëåìåí-

òà-êîðòåæà áàçîâîãî ìíîæåñòâà Yij .

Äëÿ íóëåâîãî óðîâíÿ P Y
0

0� , A A p Y
0

0 0� � ( ) , m m p Y
0

0 0� � ( ) .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ � i ïðè íîâîé èíäåêñàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

�
�

i i j

j

i j i jA A p Y

i

� �
�

�

� �

�

�
| | , ( )( ) ( ) ( )1

1

1 1

1

, (7)

àíàëîãè÷íóþ (1).

Â îïåðàöèè n -çàìåùåíèÿ ýëåìåíòàðíîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ çàìåíà îäíîãî

êîðòåæà äðóãèì. Îïèøåì ôóíêöèþ replace, âûïîëíÿþùóþ òàêóþ çàìåíó. Âõî-

äîì ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ êîðòåæ x x x xm� � �( , )1 2 � , åãî äëèíà m , ìíîæåñòâî ýëå-

ìåíòîâ A ai� { }, êîòîðûìè ïîðîæäåí êîðòåæ x , è ìíîæåñòâî R ri� { }, i Jn� ,

n A� | | òàêîå, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò a Ai � íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà r Ri � . Âûõî-

äîì ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ êîðòåæ x, ãäå âûïîëíåíû âñå çàìåíû. Ôóíêöèÿ replace

ïðèâåäåíà íèæå:

function replace(x , m , A , R );

for i A: , , ..., | |�1 2

for j m: , , ...,�1 2

if x aj i� then x rj i: � , ;

end if;

end for;

end for;

return x ;

end function;

Âõîäíûìè äàííûìè àëãîðèòìà Gen_ k-set ãåíåðàöèè k -ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ

÷èñëî k (÷èñëî óðîâíåé äåðåâà ðàâíî k �1), êëàññû áàçîâûõ ìíîæåñòâ Yij è èõ ïà-

ðàìåòðû p Yij( ) , i J
k

�

0
, j J

i
� � . Âûõîäîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ýëåìåíòîâ ãåíåðèðóåìîãî k -ìíîæåñòâà.

Àëãîðèòì Gen_ k-set ãåíåðàöèè k-ìíîæåñòâà ïðèâåäåí íèæå:

procedure Gen_ k-set;

� 0 1: � ;

for i k: , , ...,� 0 1 do

if i � 0 then �
�

i i j

j

A

i

: | |( )�
�

�

�

� 1

1

1

;

for j i: , , ...,�1 2 � do

Y Yij ij: (( ),� Gen_ Base , p Yij( ));

end for;

end for;

P Y
0

0: � ; A A p Y
0

0: ( )� � ; m m p Y
0

0: ( )� � ;

for i k: , , ...,� �0 1 1 do

P
i�

� �

1
: ;

A A
i

j

ij

i

�

�1

�

�

;

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 6 101



m m
i

j

ij

i

�

�1

�

�

;

foreach x P
i

� do

foreach p Y i1 1 1�
�( )

foreach p Y i2 1 2�
�( )

��

foreach p Y
i ii� �
� �

�
�1 11( )

P P
i i� �

� �

1 1
: replace(x , m

i
, A

i
, { })p p p

i1 2 1
, � �

�

� � ;

end for;

��

end for;

end for;

end for;

if i k� �1 then print P
i�1

;

end for;

end procedure;

Íà êàæäîì óðîâíå i J
k

�

�1

0
â êàæäîì êîðòåæå òåêóùåãî ðîäèòåëüñêîãî ìíî-

æåñòâà P
i

åãî ýëåìåíòû-êîðòåæè çàìåíÿþòñÿ âñåìè âîçìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè

ýëåìåíòîâ-êîðòåæåé äî÷åðíèõ ìíîæåñòâ Y Y Yi i i i( ) ( ) ( ), , ..,
� � �

�

1 1 1 2 1 1� . Ïðîõîäÿ

â öèêëå ïî âñåì ýëåìåíòàì-êîðòåæàì òåêóùåãî äî÷åðíåãî ìíîæåñòâà, êàæäûé

ðàç ïîëó÷àåì íàáîð êîðòåæåé { }p p p
i1 2 1

, , ..., �
�

, ãäå p Yj i j�
�( )1 — òåêóùèé êîð-

òåæ j-ãî äî÷åðíåãî ìíîæåñòâà, è ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè replace â êîðòåæå x P
i

�

çàìåíÿåì êàæäûé ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò a Aj
i

� íà p Yj i j�
�( )1 .

Ñóùåñòâåííûì ïðåèìóùåñòâîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ

ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, ò.å. ìíîæåñòâ P
i

íà êàæäîì óðîâíå i Jk�
�1, êîòî-

ðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê k-ìíîæåñòâà, ãäå k i� .

Ïðèìåð 3. Ïóñòü íåîáõîäèìî ñãåíåðèðîâàòü ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê äâóõ

çàäàííûõ êîðòåæåé: T1 1 2� ( , ), T2 3 4� ( , ) . Òîãäà k �1 è ìíîæåñòâî Y0 — ýòî ìíî-

æåñòâî ïåðåñòàíîâîê äâóõ ýëåìåíòîâ èëè ðàçìåùåíèé èç

äâóõ ýëåìåíòîâ ïî äâà, à m0 2� . Ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû

Y0 ìîãóò áûòü ëþáûìè, ïîýòîìó ïîëîæèì A a b0 � { }, . Òîã-

äà Y a b b a0 � { }( , ), ( , ) . Ìíîæåñòâà Y11 1 2� { }( , ) ,

Y12 3 4� { }( , ) , ò.å. çàäàííûå êîðòåæè T1 è T2 , èìåþò ïàðà-

ìåòðû A11 1 2� { }, , A12 3 4� { }, , m m11 12 2� � . Ïðåäñòàâèì

ñòðóêòóðó k -ìíîæåñòâà äëÿ ïðèìåðà 3 (ðèñ. 4).

Â îïåðàöèè n-çàìåùåíèÿ â ðîäèòåëüñêîì ìíîæåñòâå Y0 ïåðâûé ïîðîæäàþ-

ùèé ýëåìåíò a áóäåò çàìåíåí åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Y11, ò.å. êîð-

òåæåì (1, 2), à ýëåìåíò b — êîðòåæåì (3, 4).

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ìíîæåñòâà W z Pz � �� �1 0

1
� ( ) :

1. x ab� ( )

1.1. p1 1 2� ( , )

1.1.1. p2 34� ( )

P
1

:� � � replace(( ) , ,ab a b2 { }, { }( ), ( )12 34 );

// P
1

1234� { }( )
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2. x ba� ( )

2.1. p1 12� ( )

2.1.1. p2 34� ( )

P
1

1234: ( )� �{ } replace(( ), , ,ba a b2 { }, { }( ), ( )12 34 );

// P
1

1234 3412� { }( ), ( )

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì W z Pz � � �� �1 0

1
1234 3412� ( ) ( ), ( ){ }.

4. ÎÖÅÍÊÀ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ Gen_ k-set

Ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà ïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ ãåíåðàöèè áàçîâûõ ìíî-

æåñòâ, à òàêæå ñëîæíîñòüþ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé n-çàìåùåíèÿ è êîëè÷åñòâîì

óðîâíåé k-ìíîæåñòâà.

Äëÿ ãåíåðàöèè áàçîâûõ ìíîæåñòâ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê èçâåñòíûå àëãî-

ðèòìû ñ èçâåñòíûìè îöåíêàìè ñëîæíîñòè (íàïðèìåð, [1–3, 15]), òàê è îïèñàííûé

â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòì GenBase. Â ëþáîì ñëó÷àå êàæäîå áàçîâîå ìíîæåñòâî

Yij , i J
k

�

0
, j J

i
� � , äîëæíî áûòü ñãåíåðèðîâàíî îäíèì èç àëãîðèòìîâ. Òîãäà

ñëîæíîñòü ãåíåðàöèè áàçîâûõ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

O Yij

ji

k i

( )

��

��

10

�

, (8)

ãäå O Yij( ) — ñëîæíîñòü ãåíåðàöèè áàçîâîãî ìíîæåñòâà Yij , çàâèñÿùàÿ îò èñ-

ïîëüçóåìîãî àëãîðèòìà. Îöåíèì O Yij( ) äëÿ àëãîðèòìà GenBase.

Èñõîäÿ èç ñïîñîáîâ îöåíêè ñëîæíîñòè ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà, ñëåäóÿ [5],

ïîä ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü êîëè÷åñòâî èçìåíåíèé ïðîìå-

æóòî÷íûõ äàííûõ, ïðîâåäåííûõ ñ ìîìåíòà âûçîâà àëãîðèòìà äî îêîí÷àíèÿ åãî

ðàáîòû. Â àëãîðèòìå GenBase êî âõîäíîìó êîðòåæó t
i

íà êàæäîì óðîâíå ðåêóð-

ñèè i J
m

�

�1

0
äîáàâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà F

i
è ïðîèñõîäèò ðåêóðñèâíûé

âûçîâ GenBase, ò.å èçìåíÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå äàííûå (êîðòåæè t
i
), è ïîýòîìó

ñëîæíîñòü ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê êîëè÷åñòâî ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ GenBase

íà óðîâíÿõ i J
m

�

�1

0
.

Ïîñêîëüêó íà êàæäîì óðîâíå ðåêóðñèè â êîðòåæ t
i

äîáàâëÿåòñÿ îäèí ýëå-

ìåíò, äëÿ ãåíåðàöèè êàæäîãî èç N êîðòåæåé t t T
m

� � GenBase âûçûâàåòñÿ íå

áîëåå m ðàç. Òîãäà ñëîæíîñòü ãåíåðàöèè ýëåìåíòîâ îäíîãî áàçîâîãî ìíîæåñòâà

íå ïðåâûøàåò mN , N Card T� ( ) .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè àëãîðèòì GenBase èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ãåíåðàöèè âñåõ áà-

çîâûõ ìíîæåñòâ, ôîðìóëà (8) ïðèíèìàåò âèä

m Card Yij ij

ji

k i

( )

��

��

10

�

, m p Yij ij� ( ) . (9)

Ñëåäóÿ âûáðàííîìó ñïîñîáó îöåíêè ñëîæíîñòè, ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ îïå-

ðàöèé n -çàìåùåíèÿ â àëãîðèòìå Gen_ k-set áóäåì îïðåäåëÿòü êîëè÷åñòâîì âûçî-

âîâ ôóíêöèè replace, èçìåíÿþùåé ïðîìåæóòî÷íûå äàííûå àëãîðèòìà, à èìåííî

êîðòåæè x P
i

� . Èç àëãîðèòìà Gen_ k-set ñëåäóåò, ÷òî íà êàæäîì óðîâíå k-ìíî-

æåñòâà i J
k

�

�

0

1
ôóíêöèÿ replace âûçûâàåòñÿ

M Card P Card Y Card Y Card Y
i

i i i i
�

� � �

( ) ( ) ( ) (( ) ( ) ( )1 1 1 2 1� �
� 1

) (10)

ðàç. Âåëè÷èíà Card P
i

( ) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç (4) ïðè ïîäñòàíîâêå k i� .
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Âåëè÷èíû Card Y i j( )�1 , j J
i

�

�

� 1
— ýòî ìîùíîñòè áàçîâûõ ìíîæåñòâ, îïðåäåëÿ-

åìûå ïî èçâåñòíûì äëÿ êàæäîãî êëàññà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ôîðìóëàì.

Íà âñåõ óðîâíÿõ i J
k

�

�

0

1
êîëè÷åñòâî âûçîâîâ ôóíêöèè replace ðàâíî

Card P Card Y
i

j

i j

i

k i

( ) ( )( )

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1

1

0

1 1�

. (11)

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ k-ìíîæåñòâà íå çàâèñèò îò

ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ãåíåðàöèè áàçîâûõ ìíîæåñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ãåíåðàöèè k-ìíîæåñòâ

Gen_ k-set îïðåäåëÿåòñÿ êàê

O Y Card P Card Yij

ji

k

i

j

i j

i i

( ) ( ) ( )( )

�� �

��� 
�

�

�

�

�

10 1

1

1� �

�

�

�

�

�

�

�

�

i

k

0

1

. (12)

Ñëó÷àé, êîãäà âñå áàçîâûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè, îïðåäåëåí

â [13] êàê k-êîìïîçèöèÿ ïåðåñòàíîâîê, ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ êîëè÷åñòâà ýëå-

ìåíòîâ â k-ìíîæåñòâå. Èç [13] ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ âåëè÷èíû

Card P
i

( ) . Åñëè âñå ìíîæåñòâà Yij ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè nij ýëåìåíòîâ, òî

Card Y nij ij( ) !� è

Card P n
i

u

i

j

uj

i

( ) ( )!�

� �

 

0 1

�

. (13)

Òîãäà äëÿ k-êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê ôîðìóëà (10) ïðèíèìàåò âèä

u

i

j

uj i

i

k i i

n n

� � �

�

�

�

  
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 1 1

1

0

1 1�

�

�

�( )! ( )!( )�
. (14)

Ñëåäñòâèå. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ãåíåðàöèè k-êîìïîçèöèè

ïåðåñòàíîâîê ñîñòàâëÿåò

O Y n nij

ji

k

u

i

j

uj i

i i i

( ) ( )! ( (

�� � � �

���   
� �

�

10 0 1 1

1

1� �

�

�

) )!�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

i

k

0

1

, (15)

ãäå nij — êîëè÷åñòâî ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Yij .

5. ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçðàáîòàíî ïðîãðàì-

ìíîå îáåñïå÷åíèå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ãåíåðèðîâàòü k-ìíîæåñòâà ðàç-

ëè÷íîé ñòðóêòóðû è ñëîæíîñòè. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðî-

ãðàììû äëÿ k-ìíîæåñòâà èç ïðèìåðà 2.

Â êîíöå íóëåâîé èòåðàöèè àëãîðèòìà Gen_ k-set ïîëó÷èì

P cdfg cdgf cefg cegf defg degf fgc
1

� {( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( d

gfcd fgce gfce fgde gfde

),

( ), ( ), ( ), ( ), ( ) .}

.

Çäåñü ïîñëåäíèå øåñòü êîðòåæåé ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè ïàð â ïåðâûõ øåñòè

êîðòåæàõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêàì ýëåìåíòîâ a è b âî ìíîæåñòâå Y0 .

Â êîíöå ïåðâîé èòåðàöèè Gen_ k-set ïîëó÷èì

P W xywz wzxy xywzz
2

123456 123456 123789 123� � {( ), ( ), ( ), ( 789

456789 456789 123456

wzxy

xywz wzxy xywz w

),

( ), ( ), ( ), ( zxy

xywz wzxy xywz

123456

123789 123789 456789

),

( ), ( ), ( ), ( )wzxy456789 }.

Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ãåíåðàöèè áàçîâûõ ìíîæåñòâ íóæíî ( ) (2 2 2 3� � � �

� � � � � � � � � � � � �2 2 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 29) ( ) âûçîâîâ ôóíêöèè GenBase. Ïî ôîðìó-
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ëå (10) âûçîâ ôóíêöèè replace ïðîèçâîäèëñÿ ( ( )) ( ( ))2 3 2 12 1 1 1 1 1 24� � � � � � � � �

ðàçà. Ïîëó÷åííîå k-ìíîæåñòâî ñîäåðæèò 12 ýëåìåíòîâ, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðàñ÷åòàìè

ïî ôîðìóëå (4).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä ê ãåíåðàöèè êîìïîçèöèîííûõ

k-îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ (k-ìíîæåñòâ) íà îñíîâå åäèíîãî ïîäõîäà

ê ãåíåðàöèè áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Àëãîðèòì ãåíåðàöèè áàçîâûõ ìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü âñåâîçìîæ-

íûå êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü çàäàíû ïðàâèëà ôîðìè-

ðîâàíèÿ ìíîæåñòâà F
i
. Åñëè òàêèå ïðàâèëà çàäàòü íå óäàåòñÿ, àëãîðèòì ãåíåðà-

öèè k-ìíîæåñòâ äîïóñêàåò ïðèìåíåíèå äðóãèõ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ãåíåðà-

öèè áàçîâûõ ìíîæåñòâ.

Ïðåèìóùåñòâîì ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ãåíåðàöèè k-ìíîæåñòâ ÿâëÿ-

åòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ãåíåðàöèè, ò.å. ìíî-

æåñòâ P
i

íà óðîâíÿõ, ìåíüøèõ k.

Äîâîëüíî òðóäíî îïðåäåëèòü ÿâíóþ çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àëãîðèò-

ìà ãåíåðàöèè îò âõîäíûõ äàííûõ, òàê êàê áàçîâûå ìíîæåñòâà ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ê

ðàçëè÷íûì êëàññàì, èìåþùèì ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà è çàâèñèìîñòè ðàçìåðíîñòè îò

âõîäíûõ äàííûõ. Îäíàêî äëÿ õàðàêòåðíûõ ñëó÷àåâ, òàêèõ êàê êîìïîçèöèÿ ïåðåñòà-

íîâîê, òàêàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà. Ðàçðàáîòàííîå ïðîãðàììíîå îáåñ-

ïå÷åíèå ïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü k-ìíîæåñòâà ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè.
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