
Â.À. ÌÈÕÀÉËÞÊ

ÓÄÊ 519.854 ÏÎÄÕÎÄ Ê ÎÖÅÍÊÅ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ

ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ ÏÐÎÖÅÄÓÐ

ÏÎÑÒÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîñòîïòèìàëüíûé àíàëèç, ZPP-, RP-âåðîÿòíîñòíûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ïðîöåäóðû ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèâëå÷åíèå ýëåìåíòîâ ñëó÷àéíîñòè ïðè ðàçðàáîòêå àëãî-

ðèòìîâ ñòàëî ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì. Ýôôåêòèâíîñòü è ïðîñòîòà ñîñòàâëÿþò

îñíîâó ñëó÷àéíûõ àëãîðèòìîâ, ÷òî ÷àñòî äåëàåò ðàíäîìèçàöèþ ñâîåîáðàçíûì

òðàìïëèíîì äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷ â ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèÿõ. Ñëó-

÷àéíîñòü ñòàíîâèòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ðàçâèòèÿ ñèñòåì ïðèêëàäíîãî ïðî-

ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ îñîáåííî â îáëàñòè ñâÿçè, êðèïòîãðàôèè, îáðàáîòêè

äàííûõ, äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ñëó÷àåâ, êîãäà äëÿ äå-

òåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé òðåáóåòñÿ îãðîìíîå âðåìÿ, òîãäà êàê ìîãóò

áûòü óñïåøíî ïðèìåíåíû ñëó÷àéíûå ìåòîäû. Îäíàêî ïðè âûèãðûøå âî âðå-

ìåíè äëÿ ñëó÷àéíûõ àëãîðèòìîâ óñèëèâàåòñÿ ðèñê âû÷èñëåíèÿ íåïðàâèëüíîãî

îòâåòà, è ýòîò ðèñê ìîæíî ñâåñòè äî ìèíèìóìà.

Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñ ôèêñèðîâàííûì íàáî-

ðîì âõîäíûõ äàííûõ îáû÷íî ïîÿâëÿåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, ëèøü

÷àñòü êîòîðîé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ èìåííî ýòîé çàäà÷è.

Îñòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ òåðÿåòñÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñòàâèò ïðîáëåìó öåëåñîîá-

ðàçíîãî çàäåéñòâîâàíèÿ èçáûòî÷íîé èíôîðìàöèè äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ

îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, â òîì èëè èíîì ñìûñëå «áëèçêèõ» ê èñõîäíîé.

Ïîñòîïòèìàëüíûé àíàëèç äèñêðåòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ [1–4] ïðåäó-

ñìàòðèâàåò ðåøåíèå ñëåäóþùèõ âîïðîñîâ.

— Êàê èçìåíèòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå êîíêðåòíîé çàäà÷è, åñëè îïðåäåëåí-

íûì îáðàçîì èçìåíèòü çíà÷åíèÿ åå êîýôôèöèåíòîâ?

— Êàêèì îáðàçîì èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ ïðè ðåøåíèè íå-

êîòîðîé çàäà÷è êîíêðåòíûì ìåòîäîì, äëÿ ðåøåíèÿ èçìåíåííîé çàäà÷è?

— Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ íåîáõîäèìî íàêîïèòü

ïðè ðåøåíèè èñõîäíîé çàäà÷è â öåëÿõ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ èçìåíåííîé çàäà÷è?

Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ýëåìåíòû ñëó÷àéíîñòè, âíîñèìûå â ïðîâåäåíèå ïîñòîï-

òèìàëüíîãî àíàëèçà äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è ðàññìîòðåíèå âåðîÿòíîñòíûõ

ïîñòîïòèìàëüíûå ïðîöåäóð. (Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû èç ðàáîò [5, 6].)
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1. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÎÍßÒÈß ÒÅÎÐÈÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ

Â äàëüíåéøåì íå áóäåì ãîâîðèòü î ðàçíèöå ìåæäó ïðîáëåìàìè ðàñïîçíàâàíèÿ

ñâîéñòâ (ðàçðåøåíèÿ), ïîèñêà è îïòèìèçàöèè äëÿ NP-ïîëíûõ ïðîáëåì, ïî-

ñêîëüêó îíè âû÷èñëèòåëüíî ýêâèâàëåíòíû (ñì. [8]). Äàäèì íåêîòîðûå íåîáõî-

äèìûå â äàëüíåéøåì ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ [7–9].

Ðàññìîòðèì äâà ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíû Òüþðèíãà (ÂÌÒ).

Îïðåäåëåíèå 1 [9] (on-line BMT). Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà â îòëè-

÷èå îò íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüþðèíãà âìåñòî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî

ïåðåõîäà â äâà ñîñòîÿíèÿ âûáèðàåò îäèí èç âàðèàíòîâ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 2 [9] (off-line ÂÌÒ). Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé äåòåðìèíèðîâàííóþ ìàøèíó Òüþðèíãà (ÄÌÒ), èìåþùóþ äîïîëíèòåëü-

íî èñòî÷íèê ñëó÷àéíûõ áèòîâ, ëþáîå ÷èñëî êîòîðûõ îíà ìîæåò çàêàçàòü è çàãðóçèòü

íà îòäåëüíóþ ëåíòó è çàòåì èñïîëüçîâàòü â âû÷èñëåíèÿõ îáû÷íûì äëÿ ÌÒ îáðàçîì.

Îáà îïðåäåëåíèÿ ÂÌÒ ýêâèâàëåíòíû. Áîëåå òîãî, îíè âïîëíå ñîîòâåòñòâóþò

îáû÷íîìó êîìïüþòåðó, ê êîòîðîìó ïîäêëþ÷åí âíåøíèé ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íà îñíîâå ñëó÷àéíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Îïðåäåëåíèå 3 [7]. Ïóñòü A — ñëó÷àéíûé àëãîðèòì, êîòîðûé äîïóñêàåò îò-

âåò â âèäå çíàêà ? (íå çíàþ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A — àëãîðèòì Ëàñ Âåãàñà äëÿ

ôóíêöèè F , åñëè äëÿ êàæäîãî âõîäà x

P A x F x[ ( ) ( )]� �

1

2
, (1)

P A x P A x F x[ ( ) ?] [ ( ) ( )]� � � � �1
1

2
. (2)

Óñëîâèå (2) èñêëþ÷àåò íåïðàâèëüíûé îòâåò, òàê êàê äàåòñÿ ïðàâèëüíûé îò-

âåò èëè îòâåò ?. Åñëè A x( ) — ïîëèíîìèàëüíàÿ ÂÌÒ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ

ñëîæíîñòè — ZPP.

Îïðåäåëåíèå 4 [7]. Ñëó÷àéíûé àëãîðèòì A íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Ëàñ Âå-

ãàñà, âû÷èñëÿþøèì ôóíêöèþ F , åñëè P A x F x[ ( ) ( )]� �1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âõî-

äà x. Ìîäåëè èç îïðåäåëåíèé 3 è 4 ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó êàæäóþ èç íèõ ìîæ-

íî ñâåñòè ê äðóãîé.

Îïðåäåëåíèå 5 [7]. Ïóñòü A — ñëó÷àéíûé àëãîðèòì è ( , )� L — ïðîáëåìà

ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A — àëãîðèòì Ìîíòå-Êàðëî ñ îäíî-

ñòîðîííåé îøèáêîé (1MC-àëãîðèòì), åñëè P A x[ ( ) ]� �1
1

2
äëÿ êàæäîãî x L� è

P A x[ ( ) ]� �0 1 äëÿ êàæäîãî x L� . Åñëè A — ïîëèíîìèàëüíàÿ ÂÌÒ, òî ñîîòâåò-

ñòâóþùèé êëàññ ñëîæíîñòè — RP.

Îïðåäåëåíèå 6 [7]. Ïóñòü F — ôóíêöèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûé àëãî-

ðèòì A åñòü àëãîðèòì Ìîíòå-Êàðëî ñ äâóñòîðîííèìè îøèáêàìè (2MC-àëãîðèòì),

åñëè ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå � �, 0
1

2
	 � , òàêîå, ÷òî P A x F x[ ( ) ( )]� � 


1

2
� äëÿ

êàæäîãî âõîäà x èç F . Åñëè A x( ) — ïîëèíîìèàëüíàÿ ÂÌÒ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé

êëàññ ñëîæíîñòè — BPP.

Îïðåäåëåíèå 7 [7]. Ïóñòü F — ôóíêöèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûé àë-

ãîðèòì A ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì Ìîíòå-Êàðëî (MC-àëãîðèòì), âû÷èñëÿþùèé F ,

åñëè P A x F x[ ( ) ( )]� �

1

2
äëÿ êàæäîãî âõîäà x èç F . Åñëè A x( ) — ïîëèíîìèàëüíàÿ

ÂÌÒ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ñëîæíîñòè — PP.
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Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ êëàññîâ ñëîæíîñòè ïðîáëåì [8, 9]:

P ZPP RP NP PP� � � � , (3)

RP BPP PP� � . (4)

2. Î �-ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÌ ÏÎÑÒÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÌ ÀÍÀËÈÇÅ

ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ââåäåì ôîðìàëèçàöèþ ïîíÿòèÿ ýôôåêòèâíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîâåäåíèÿ

ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà äëÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

Ïóñòü Ï — íåêîòîðàÿ NP-òðóäíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà (âîçìîæíî, è

NP-ïîëíàÿ), I — ýêçåìïëÿð ïðîáëåìû (çàäà÷è) Ï . Êàæäîìó ýêçåìïëÿðó I çàäà÷è

Ï ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî { }�( )I ýêçåìïëÿðîâ çàäà÷è Ï . Ïîñòîïòè-

ìàëüíûé àíàëèç äëÿ ïàðû ( , ( ) )I I{ }� äàåò îòâåò íà âîïðîñ: êàê, çíàÿ îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà I ( ( ) ){opt }I , íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (ðåøåíèÿ) I  çàäà÷

èç ìíîæåñòâà { }�( )I ( ( ) ){opt }I  . Ââåäåì ïîíÿòèå �-ýôôåêòèâíîãî (� — îäèí èç

êëàññîâ ZPP RP PP, , ) ïîñòîïòèìàëüíîãî ñâåäåíèÿ ýêçåìïëÿðîâ çàäà÷è Ï
efp

( )�

�
.

Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýêçåìïëÿð I Ï� �-ýôôåêòèâíî (� ïðåä-

ñòàâëÿåò ZPP, RP èëè PP) ïîñòîïòèìàëüíî ñâîäèòñÿ ê ýêçåìïëÿðó I Ï� , åñëè ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìàÿ íà ÂÌÒ èç êëàññà � ôóíêöèÿ f ( )� ,

÷òî opt opt( ) ( ( ))I f I � , ò.å. I I
efp

� 

�
( f — ñëîæíîñòü, ÷èñëî òàêòîâ ÂÌÒ).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 8 ââåäåíû ñâåäåíèÿ � � �

efp

ZPP

efp

RP

efp

PP
, , .

Îïðåäåëåíèå 9. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýêçåìïëÿðà I Ï� è ôèêñèðîâàííîãî

� �{ }ZPP RP PP, , èìååì C I I I I
efp

�

�
( ) :�  � { } .

Îïðåäåëåíèå 10. Ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà äëÿ ïàðû ( , ( ) )I I{ }�

íàçîâåì �-ýôôåêòèâíûì, åñëè { }�
�

( ) ( )I C I� .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü � �{ }ZPP RP, . Åñëè � � NP, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà

( , ( ) )I I{ }� , äëÿ êîòîðîé ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà íå ÿâëÿåòñÿ �-ýô-

ôåêòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ � � RP (àíàëîãè÷íî äëÿ � � ZPP).

Ïóñòü { }Ï — ìíîæåñòâî âñåõ ýêçåìïëÿðîâ çàäà÷è Ï è ýêçåìïëÿð I Ï1 �{ } òàêîé,

÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì Ìîíòå-Êàðëî ñ îäíîñòîðîí-

íåé îøèáêîé (1MC-àëãîðèòì), êîòîðûé äàåò òî÷íîå ðåøåíèÿ çàäà÷è (òàêîé ýê-

çåìïëÿð äëÿ êàæäîé NP-òðóäíîé ïðîáëåìû Ï ñóùåñòâóåò, è îí çàâèñèò îò îñî-

áåííîñòåé çàäà÷è Ï). Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ( , ( ) )I I{ }� ïðîâåäå-

íèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ RP-ýôôåêòèâíûì.

Ïîëîæèì I I Ï� �1 { }, { } { }�( ) \I Ï I� 1 è ðàññìîòðèì ïàðó ( , ( ) )I I{ }� . Ñîãëàñ-

íî îïðåäåëåíèþ 10 { }Ï I C I
RP

\ ( )1 1� , îòñþäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî I Ï�{ } ïîëó-

÷àåì I1, I I
efp

RP

1 � .

Â ñèëó âûáîðà I1 ïðîèçâîëüíûé ýêçåìïëÿð I Ï�{ } ìîæíî ðåøèòü çà ïîëèíî-

ìèàëüíîå âðåìÿ íà ÂÌÒ Ìîíòå-Êàðëî ñ îäíîñòîðîííåé îøèáêîé; òàêèì îáðà-

çîì, NP RP� . Ñ ó÷åòîì (3) (ò.å. RP NP� ) ïîëó÷èì RP NP� , ÷òî è äîêàçûâàåò

òåîðåìó 1.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ( , ( ) )I I{ }� ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî

àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ PP-ýôôåêòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ NP PP� (ñì. (3)). Òàêèì îáðàçîì,

èçó÷åíèå PP-ýôôåêòèâíîãî ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.
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Îïðåäåëåíèå 11. Ïðîáëåìó (ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ, ïîèñêà, îïòèìèçàöèè)

áóäåì íàçûâàòü �-ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé ( , , )� �{ }ZPP RP PP , åñëè ñóùåñò-

âóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ÂÌÒ èç êëàññà �, êîòîðàÿ äàåò (òî÷íîå) ðåøåíèå ïðîáëåìû.

3. Î �-ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÎÄÍÎÉ

ÇÀÄÀ×È ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ( )P âèäà

min ( ) ( , , ){ }f x f x x
n

� 1 � , x G B
n n

� � � { }0 1, ,

à òàêæå ñåìåéñòâî { }P
I

äèñêðåòíûõ çàäà÷ ( )P
I

îïòèìèçàöèè

min ( ) ( , , ){ }f x f x x
n

� 1 � , x G B
I

n n
� � � { }0 1, .

Çäåñü I I I I
q

�{ }1 2, , ,� — ýêçåìïëÿðû ñåìåéñòâà çàäà÷ ( )P
I

, q poly n� ( ), ñðåäè

I I q1, ,� åñòü ýêçåìïëÿð, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ( )P (ò.å. � �j G G
I

j

: ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x y B
n

, � x y� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x y
i i

� ,

i n�1, ,� .

Ïî àíàëîãèè ñ [5] ðàññìîòðèì òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Çàäà÷à ( )Ð �-ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, åñëè îäíîâðåìåííî âû-

ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ÂÌÒ èç êëàññà � �( , , )�{ }ZPP RP PP äëÿ

îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x çàäà÷è ( )Ð òàêîãî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò

 �  �  �x G x x x x, , .

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x
*

çàäà÷è ( )P ñóùåñòâóåò ýêçåì-

ïëÿð I
p

ñåìåéñòâà ( )P
I

òàêîé, ÷òî x
*

— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî G
I

p

.

3. Èìååò ìåñòî ñâîäèìîñòü I I I
efp efp efp

q1 2� � �

� � �
� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ï. 1 äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è ( )Ð ìîæíî ïî-

ëó÷èòü çà âðåìÿ poly n( ).

Ñîãëàñíî ï. 2 ñòðîèì ýêçåìïëÿð I
p

(çà âðåìÿ íå áîëüøåå, ÷åì poly n( )) ñå-

ìåéñòâà ( )P
I

òàêîé, ÷òî x
*

— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî äîïóñòèìîãî

ìíîæåñòâà G
I

p

.

Ñîãëàñíî ï. 3 çà âðåìÿ, íå áîëüøåå poly n poly n poly n( ) ( ) [ ( )]� �

2
, ïîëó÷àåì

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x
*

çàäà÷è ( )P (ïîñêîëüêó â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè I I
q1, ,�

� �j G G
I

j

: ).

Òàêèì îáðàçîì, çà âðåìÿ, íå áîëüøåå poly n poly n poly n( ) ( ) [ ( )]
 


2
, ïîëó÷èì

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ( )Ð .

4. ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÃÎ ÏÎÑÒÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ

ÀÍÀËÈÇÀ ÇÀÄÀ×È Î ÏÎÊÐÛÒÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ

Çàäà÷ó î ïîêðûòèè ìíîæåñòâàìè Ï A c( , ) áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ïîñòàíîâêå

min ( ) ( )|{ }f x c x x Q A

i

n

i i
� �

�

�

1

,

Q A x B a x i m
n

ij j

j

n

( ) , , ,|� � � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�
1 1

1

� ,
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B A a i m j n
n n

ij
� � � �{ , } ; { }, , , ; , , ;0 1 1 1� � A — ( , )m n -áóëåâà ìàòðèöà ( );m n�

c i n
i

� �0 1, , , .�

Äëÿ áóëåâûõ ( , )m n -ìàòðèö A a B b
ij ij

� �{ } { }, ââåäåì ìåòðèêó

�(A B a b
ij ij

i j

, ) | |

,

� �
�

.

Ïóñòü M m N n K i i
k

� � �{ } { } { }1 1 1 1, , , , , , , ,� � � — íåêîòîðàÿ âûáîðêà

èç N îáúåìîì k k n k m( , )1 � 	 	 .

Òî÷êà � � �� �( , , )1 �

n

n
B òàêàÿ, ÷òî �

j
�1 ïðè j K� 1 è �

j
� 0 ïðè

j N K� \ 1, à � � �
i i

n

i n
B� �( , , )

1
� òàêàÿ, ÷òî � �

i

i

j

i
� �1 0, ïðè j i� . Ðàññìîòðèì

êëàññ { }A
�

áóëåâûõ ( , )m n -ìàòðèö A A
ij

� { }. Ìàòðèöà A A�{ }
�

òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà A íå ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ è íóëåâûõ ñòðîê è, êðîìå òîãî, âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ:

1) ìàòðèöà A èìååò ïîäìàòðèöó A
1

� ( )� �
i i

k1
� ;

2) ìàòðèöà A èìååò ïîäìàòðèöó A a i M K j N
ij

2

1� � �{ }( \ , ) òàêóþ, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî i M K� \ 1 âûïîëíÿåòñÿ a
ij

j K

�

�

�
1

1

, îñòàëüíûå ýëåìåíòû â A
2

ïðîèçâîëüíû.

Ïóñòü âåêòîð x x x B
n

n* * *
( , , )� �1 � òàêîé, ÷òî x x

i i
k1

1
* *

� � �� , îñòàëüíûå

êîîðäèíàòû âåêòîðà x
*

ðàâíû íóëþ, A A
*

�{ }
�

.

Ëåììà 1 [5]. Èìååì x
*

— (åäèíñòâåííîå) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà

I çàäà÷è Ï A c( , )
*

.

Ïóñòü x
*

— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è î ïîêðûòèè Ï A c( , ) è

A — òàêàÿ, ÷òî �( , )A A


�1 .

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îïðåäåëèòü, îñòàåòñÿ

ëè x
*

îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Ï A c( , )


, è åñëè íåò, òî íàéòè ýòî ðåøåíèå.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïóñòü Find Ï A c x( ( , ), )
*

— ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îïòè-

ìàëüíîå ðåøåíèå x
*

çàäà÷è Ï A c( , )


, èñõîäÿ èç îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ x
*

çàäà-

÷è Ï A c( , ) (ðåçóëüòàò x
*

). Åñëè ýòà ïðîöåäóðà ñîîòâåòñòâóåò ñâîäèìîñòè

� �

efp
ZPP RP

�
�( , ){ } , òî íàçîâåì åå �-âåðîÿòíîñòíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïðîöåäó-

ðîé ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà. Ïðè ýòîì ýêçåìïëÿð I I Ï A c � ( ( , )) �-ýôôåêòèâ-

íî ïîñòîïòèìàëüíî ñâîäèòñÿ ê I I Ï A c I I
efp

( ( , ))( )� � 

�
.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü � �{ }ZPP RP, . Åñëè � � NP, òî ñóùåñòâóåò ýêçåìïëÿð I çà-

äà÷è Ï A c( , ), êîãäà äëÿ Find Ï A c x( ( , ), )
*

 íå ñóùåñòâóåò �-âåðîÿòíîñòíîé ïîëè-

íîìèàëüíîé ïðîöåäóðû ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ � � RP (àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ

� � ZPP).

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè èç [5]. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýê-

çåìïëÿðà I çàäà÷è Ï A c( , ) äëÿ Find Ï A c x( ( , ), )
*

ñóùåñòâóåò RP- âåðîÿòíîñòíàÿ

ïîëèíîìèàëüíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà (îáîçíà÷èì åå

Find Ï A c x
RP

( ( , ), )
*

 ).

Ïóñòü A — ïðîèçâîëüíûé (ïðèáëèæåííûé) ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì èç

êëàññà RP äëÿ ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî I Ï A c� ( , ) è x x x B
n

n* * *
( , , )� �1 � òàêîé,
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÷òî x x
i i

k1
1

* *
� � �� (îñòàëüíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà x

*
ðàâíû íóëþ) åñòü ðåçóëü-

òàò ðàáîòû àëãîðèòìà A íà ýêçåìïëÿðå I . Ïóñòü A A
*

�{ }
�

— ìàòðèöà, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ x
*

, â ñèëó ëåììû 1 àëãîðèòì A äëÿ ýêçåìïëÿðà I
*

(ýêçåìïëÿð Ï A c( , )

ñ ìàòðèöåé A A�

*
) äàñò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, òîãäà ï. 1 òåîðåìû 3 âûïîëíåí.

Ïóñòü T A( ) äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ( , )m n -ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðà-

çîâàíèåì ìàòðèöû A ñ çàìåíîé ïðîèçâîëüíîãî îäíîãî åå ýëåìåíòà: 0 íà 1 èëè 1

íà 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî  �A T A( ) , åñëè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê A ïðåîáðàçîâàíèÿ T

ïîëó÷åíà ìàòðèöà A (î÷åâèäíî, ÷òî �( , )A A �1).

Ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû A
*

, ïðèìåíÿÿ íå áî-

ëåå m n� ïðåîáðàçîâàíèé T :

A A A A A
T T T T

k

*
...� �� � �� � �� � �� �1 2 , (5)

ãäå A T A A A1 1 1� �( ), ( , ) ,
* *

� A T A A A i k
i i i i
 


� � � �1 1 1 1 1( ), ( , ) , , , ;� �

k m n n� � �

2
, ò.å. âûïîëíåí ï. 2 òåîðåìû 3.

Ïðèìåíèâ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (5) RP-âåðîÿòíîñòíóþ ïîëèíîìèàëüíóþ

ïðîöåäóðó ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà Find Ï A c x
RP

( ( , ), )
*

 k ðàç (k m n n� � �

2
),

ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è Ï A c( , ) ñóùåñòâóåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü I
*
, I I I I

k k1 2 1, , , ,�




ýêçåìïëÿðîâ, ïðè÷åì

I
efp

RP*
� I I I I

efp

RP

efp

RP

efp

RP

k
efp

RP

k1 2 1� � � �



� ,

ãäå I Ï A c I Ï A c I Ï A c1 2 1 3 2� � �( , ), ( , ), ( , ), ,
*

� I Ï A c
k k

�
�

( , ),1

I Ï A c
k k


�1 ( , ), A A
k

� .

Âûïîëíåí ï. 3 òåîðåìû 3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à Ï A c( , ) — RP-ïîëèíî-

ìèàëüíî ðàçðåøèìà, ò.å. ïðèíàäëåæèò êëàññó RP. Ïîêàçàíî, ÷òî NP RP� . Îòñþ-

äà, ïîñêîëüêó RP NP� (ñì. (3)), ïîëó÷èì RP NP� . Òåîðåìà äîêàçàíà.

5. ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÃÎ ÏÎÑÒÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ

ÀÍÀËÈÇÀ ÇÀÄÀ×È Î ÐÀÍÖÅ

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ áóëåâó çàäà÷ó î ðàíöå â ïîñòàíîâêå ( ( , , ))R a b c :

max ( ) ( , )|f x c x x Q a b

i

n

i i
� �

�

�

�

�

�

��

�

1

, Q a b x B a x b
n

j

j

n

j
( , ) |� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

1

.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå a
j
, c

j
è b — öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà:

a a a Z c c c Z b Z
n

n

n

n
� � � � �( , , ) , ( , , ) , ,1 1

1
� � Z x x x

n

n
� �{ ( , , ) |1 � x

i
� 0,

x
i

— öåëûå, i n�1, ,� }. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à R a b c( , , ) — NP-ïîëíàÿ [10].

Äëÿ x x x x Z y y y y Z
n n

n

n n

n
� � � �













( , , , ) , ( , , , )1 1

1

1 1

1
� � ââåäåì ìåòðèêó

�( , ) | |x y x y

i

n

i i
� �

�




�

0

1

. Ïóñòü a a a b Z
n

n
� �




( , , , )1

1
� , à âåêòîð a òàêîé, ÷òî

�( , )a a  �1 (çàäà÷ó R a b c( , , ) áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü êàê R a c( , )).

Ïóñòü N n K i i
k

� �{ } { }1 2
1 1, , , , , ,� � — íåêîòîðàÿ âûáîðêà èç N îáúåìà k

( ), ( , , )
* * *

1 1� � � �k n x x x B
n

n
� òàêîé, ÷òî x x

i i
k1

1
* *

� � �� , îñòàëüíûå êîîðäè-

íàòû âåêòîðà x
*

ðàâíû íóëþ. Ïóñòü âåêòîð a a a b
n

* * * *
( , , , )� 1 � òàêîé, ÷òî

a a a k
i i j

k1
1 1

* * *
,� � � � 
� ïðè j N K� \ 1, b k

*
� .
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Ëåììà 2 [5]. Èìååì x
*

— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è

R a c( , )
*

, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì .

Âîçíèêàåò âîïðîñ: åñëè x
*

— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è

R a c( , ), òî ìîæíî ëè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îïðåäåëèòü, îñòàåòñÿ ëè x
*

îïòè-

ìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è R a c( , ) , à åñëè ýòî íå òàê, òî îïðåäåëèòü ðåøåíèå.

Òîãäà ïóñòü Find R a c x( ( , ), )
*

 — ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå ðå-

øåíèå x
*

çàäà÷è R a c( , ) , èñõîäÿ èç îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ x
*

çàäà÷è R a c( , ) (ðå-

çóëüòàò x
*

). Åñëè ýòà ïðîöåäóðà ñîîòâåòñòâóåò ñâîäèìîñòè � �

efp
ZPP RP

�
�( , ){ } ,

òî áóäåì åå íàçûâàòü �-âåðîÿòíîñòíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïðîöåäóðîé ïîñòîïòè-

ìàëüíîãî àíàëèçà. Ïðè ýòîì ýêçåìïëÿð I I �( Ï À c( , )) �-ýôôåêòèâíî ïîñòîïòè-

ìàëüíî ñâîäèòñÿ ê I I Ï À c I I
efp

( ( , ))( )� � 

�
.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü � �{ }ZPP RP, . Åñëè � � NP, òî ñóùåñòâóåò ýêçåìïëÿð I çà-

äà÷è R a c( , ), êîãäà äëÿ Find R a c x( ( , ), )
*

 íå ñóùåñòâóåò �-âåðîÿòíîñòíîé ïîëèíî-

ìèàëüíîé ïðîöåäóðû ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ � � ZPP (àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ

� � RP). Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè èç [5]. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è R a c( , ) ïðîöåäóðû Find R a c x( ( , ), )
*

 ñóùåñòâóåò ZPP-âåðî-

ÿòíîñòíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà (îáîçíà÷èì åå

Find R a c x
ZPP

( ( , ), )
*

 ).

Ïóñòü A — ïðîèçâîëüíûé (ïðèáëèæåííûé) ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì èç

êëàññà ZPP äëÿ ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî I R a c� ( , ), à x x x B
n

n* * *
( , , )� �1 � òà-

êîé, ÷òî x x
i i

k1
1

* *
� � �� , îñòàëüíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà x

*
, ðàâíûå íóëþ, ïðåä-
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� �1 ( , ), .

Âûïîëíåí ï. 3 òåîðåìû 3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à R a c( , ) ZPP-ïîëèíîìè-

àëüíî ðàçðåøèìà, ò.å. ïðèíàäëåæèò êëàññó ZPP, ò.å. NP ZPP� . Ïîñêîëüêó

ZPP NP� (ñì. (3)), ïîëó÷èì ZPP NP� . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû 1, 4 è 5 ñâèäåòåëüñòâóþò î ñëîæíîñòè âåðîÿòíîñò-

íîãî ïðîâåäåíèÿ ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, ÷òî

èìåëî ìåñòî äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ [5].
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