
ÓÄÊ 519.21

Â.Ê. ßÑÈÍÑÊÈÉ, Í.Ï. ÁÎÄÐÈÊ

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ Â ÑÐÅÄÍÅÌ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÉ
ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÕ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
Ñ ÊÎÍÅ×ÍÛÌ ÏÎÑËÅÄÅÉÑÒÂÈÅÌ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ
ÔÀÊÒÎÐÎÂ
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ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, ñëó÷àéíûé ôàêòîð.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì áåç ïîñëåäåéñòâèÿ îòíîñè-
òåëüíî ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ, èõ ñâîéñòâàì è àñèìïòîòè÷åñêîìó
ïîâåäåíèþ ïîñâÿùåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðàáîòû È.È. Ãèõìàíà, À.Â. Ñêî-
ðîõîäà [1–5], â êîòîðûõ ìîæíî íàéòè ññûëêè íà àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ
èíîñòðàííûõ àâòîðîâ.

Èññëåäîâàíèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåì
ïîñâÿùåíû èçâåñòíûå ìîíîãðàôèè Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî, Ë.Å. Øàéõåòà è
Ð.Ç. Õàñüìèíñêîãî [6–8]. Ïîïóëÿðíà ìîíîãðàôèÿ Å.Ô. Öàðüêîâà [9], â êîòîðîé íà
âûñîêîì ôóíäàìåíòàëüíîì óðîâíå èçëîæåíû îñíîâíûå âîïðîñû àñèìïòîòè÷åñ-
êîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé (ÑÄÔÓ) è èõ ïðèëîæåíèé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îáîáùåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû Å.Ô. Öàðüêîâà ïðè íà-
ëè÷èè â ÑÄÔÓ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ. Îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê èíòåãðàëüíîé çàïè-
ñè ðåøåíèÿ äèôôóçèîííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ (ÄÑÄÔÓ) ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî äåòåðìèíèðîâàííîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÄÔÓ).
Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì (l.i.m.) ñèëüíîãî ðåøåíèÿ àâòîíîìíîãî ÄÑÄÔÓ ñ êîíå÷-
íûì ïîñëåäåéñòâèåì ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ (äåéñòâèå íà ñèñòåìó èçâíå
ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ). Èçó÷åíî ïîâåäåíèå íà
áåñêîíå÷íîñòè ñèëüíûõ ðåøåíèé íåàâòîíîìíûõ ÄÑÄÔÓ ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ ôàêòî-
ðîâ. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé ëèíåéíîãî íåàâòîíîìíîãî ÄÑÄÔÓ áîëåå îáùåãî âèäà. Ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ ìîäåëüíûìè çàäà÷àìè, â êîòîðûõ ó÷òåíî âëèÿ-
íèå ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé íà ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èçó÷àåìîé ñèñòåìû.

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÄÑÄÔÓ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ
ÐÅØÅÍÈß ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÓÞÙÅÃÎ ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÄÔÓ

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� F � ñ ôèëüòðàöèåé { }�t t, � 0 ,
�t � F , çàäàíî ëèíåéíîå ÄÑÄÔÓ ñî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè

dy t a y dt f b y dW tt t( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )� � � � (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y s( ) ( )� � �� � ïðè � � 	 
� � �[ , ],0 0. (2)

Çäåñü a( )� — ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç Cn ([ , ])	� 0 â �
n ; b( )� —

ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç Cn ([ , ])	� 0 â � �
n n� ; y y tt � �{ ( )� ,

� �� 	[ , ]0 } — îòðåçîê òðàåêòîðèè; W t W t( ) ( , ) :[ , ]� 
 � �� 0 1� � — ñêàëÿðíûé
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ïðîöåññ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ; � �( ) :� � �
1 — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ çàêî-

íîì ðàñïðåäåëåíèÿ F x� ( ) èëè p x� ( ); f f ij i j
n n n� � ��{ } , :1 � � � , ãäå f ij ( )�

( , , , )i n j n� �1 1 — áåðîâñêèå ôóíêöèè ( f ( ( )� � ) íå çàâèñèò îò áðîóíîâñêîãî

ïðîöåññà, à �{ }f ij
2 ( )� � 
, �{ }� , — îïåðàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ).

Îáîçíà÷èì x t s( , , )� ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1), (2) äåòåðìèíèðîâàííîãî
óðàâíåíèÿ

dx t a x dtt( ) ( )� . (3)

Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ÄÑÄÔÓ (1), (2) ìîæíî çàïèñàòü â èí-
òåãðàëüíîì âèäå

y t s x t s f h t b y dW

t

( , , ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � ��� � 	�
0

, (4)

ãäå { }h t t( ), � 0 — ìàòðè÷íîå ðåøåíèå (3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

h( )
, [ , );

, .
�

� �

�
�

� 	

�

�
�
�

0 0

1 0

Íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ (2) äëÿ ÄÑÄÔÓ ìîæíî âûáèðàòü êàê íåñëó÷àéíóþ, òàê
è N s-èçìåðèìóþ ñ íåïðåðûâíûìè ðåàëèçàöèÿìè. Îáîçíà÷èì �1 ( , )a b ïðîñòðàíñòâî

N t -èçìåðèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ � � �( ) ( , ) :[ , )t t n� 
 � �0 � � ñ íîðìîé

| | ( )| | | ( )|( , )� �t t dt
a b

a

b
2 2� � 
� �{ } .

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ { }h t s t s( , ), � � 0 íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé
÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé { }� � �h t s t st ( , ), 0 , à òàêæå F t T( , ) ( , )� ��1 0 äëÿ � 
T 0 .

Òîãäà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

z t h t s F s dW s

t

( ) ( , ) ( ) ( )� �
0

èìååò ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë

dz t h t s F s dW s dt h t t F t dWt

t

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) (� �
�

�
�
�

�

�
�
�

��
0

t).
(5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ � �� 
 � �t t 0 (òàêèõ, ÷òî [ , ] [ , ]� �� � 
t t 0 ) è � �
�� 	 �t t

m
ïîëó÷èì êîíå÷íîå ÷èñëî t t kk � �� �, k m� 0 1, , ,� , m��. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü
ïðèðàùåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z t( ), çàäàííîãî èíòåãðàëîì Âèíåðà–Èòî
êàê ôóíêöèè âåðõíåé ãðàíèöû, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ïî îïðåäåëåíèþ ñòîõàñòè-
÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà dz t( ) [4, 10]:

z t z t z t z t h t F s dk k

k

m

k( ' ' ) ( ' ) [ ( ) ( )] ( , ) ( )	 � 	 ��
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� � �
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���
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h t s dtdW s h t t F t dW tt

t

tt
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m

k

kk

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )
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t

� � � �
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� �
t

t

t

t

m mh t s dW s dt A B

'

( , ) ( )
0

, (6)

ãäå

A h t s h s s F s dW sm

k

m

t

t

k

k

k

� 	
�

	

�� �
�

0

1

1

1

[ ( , ) ( , )] ( ) ( );

B h s s F s dW s dtm t

t

t

t
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k
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( , ) ( ) ( )

1

0

1
.

Ïóñòü C h t s
t s t

t� �
�� � ��
sup | ( , )|2 . Îöåíèì âòîðîé ìîìåíò �{ }| |Am

2 , èñïîëüçóÿ ðà-

âåíñòâî âòîðîãî ìîìåíòà ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà Èòî [4] îáû÷íîìó èíòåãðà-
ëó îò âòîðîãî ìîìåíòà ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, à èìåííî:

� �{ } { }| | [ ( , ) ( , )] | | ( )| |A m h t s h s s F s dsm k

t

t

k

k
2

1
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� �{ }| | ( )| |
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| | |� | ( ', '')t t
2 .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îöåíèòü

� �{ } { }| | ( , ) | | ( )| |B h t s dt F s dsm t

t
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� �
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0

1 21

� �{ }| | ( )| |
( )

| | |� | ( ', '')t t
2 .

À ýòî çíà÷èò, ÷òî lim lim
m

m
m

mA B
�
 �


� � 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç (6) ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà.
Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëó (5) áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëÿ t � 	[ , ]� 0 , ïîëàãàÿ, ÷òî

h t( ) � 0 ïðè � � 	t [ , ]� 0 . Òîãäà çàäà÷à (1), (2) ýêâèâàëåíòíà (5) è äëÿ � � 	t [ , ]� 0 ,
òàê êàê x s s( , , ) ( )� �� � � � ïðè � � 	� �[ , ]0 ïî îïðåäåëåíèþ.

Òåîðåìà 1. Ðåøåíèå ÄÑÄÔÓ (1) ìîæíî çàïèñàòü â èíòåãðàëüíîé ôîðìå
ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû Êîøè äåòåðìèíèðîâàííîãî ÄÔÓ (3) äëÿ
� � 
t s 0

y t s x t s f H t b y dW

s

t

( , , ) ( , , ) ( ( )) ( ) , ( )� � � � � ��� � 	 � 
� ,
(7)

ãäå x t s( , , )� — ëþáîå ðåøåíèå ÄÔÓ (3), � 
 �
	
�b y b d y, ( ) ( )�

�

� �
0

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, çàäàííûé âûðàæåíèåì (7), ñîãëàñíî
ëåììû 1 èìååò ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë

dy t s dx t s f b y dW tt( , , ) ( , , ) ( ( )) , ( )� � � �� � � 
 �

� � 	
�

�
�
�

�

�
�
�

� f h t b x dWt

t

( ( )) ( ) ( ) ( )� � � ��

0

,

êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ (4).
Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ èìååì

� 	 � 	h t a ht t( ) ( ( ))� �� . Òîãäà ñîãëàñíî ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà a( )� ïîëó÷èì

f h t b x dWt

t

( ( )) ( ) ( ) ( )� � � ��� 	 ��
0

� � 		�a f h b x dW a x yt

t

t t( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )� � � �� �

0

,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 1.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÂÒÎÐÎÃÎ ÌÎÌÅÍÒÀ ÐÅØÅÍÈß
ÀÂÒÎÍÎÌÍÎÃÎ ÄÑÄÔÓ

Îáîçíà÷èì � 
� �, çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ��� íà ýëåìåíòàõ áàíà-
õîâîãî ïðîñòðàíñòâà ���; C Cn

n([ , ]) ([ , ] )	 � 	 �� �0 0 � ; C * ([ , ] [ , ]	 � 	 �� �0 0

� M n ( ))� — ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, äåéñòâóþ-
ùèõ èç C ([ , ])	� 0 â M n ( )� . Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ýòîì ïðî-

ñòðàíñòâå îïðåäåëèì ôîðìóëîé

� 
�
	
�	 � 	 � � �

�

, [ ( ) ( )]sp dT
0

,

ãäå � �� 	 �C M n([ , ] ( ))0 � ; 	 — ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ
ôóíêöèé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îòðåçêà [ , ]	� 0 ; sp A — ñëåä ìàòðèöû A;
M n ( )� — ìàòðèöà ðàçìåðà n n� ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè; Bn ( )� —
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ f B n� �� ( )� � , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ || | |f �

� � 

�

sup
x

f x
�

| ( )| .

Èçëîæèì ìåòîä ïîëó÷åíèÿ è àíàëèçà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ âòîðûõ
ìîìåíòîâ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ÄÑÄÔÓ (1), (2) â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå è äîêà-
æåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå [11] èõ ðåøåíèé.

Áóäåì ïîëàãàòü:
à) ôóíêöèîíàëû a b C, ([ , ])*� 	� 0 êàê êîýôôèöèåíòû ÄÑÄÔÓ (1) íåïðå-

ðûâíû;
á) a( )0 0� ; b( )0 0� .

Òîãäà ÄÑÄÔÓ (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

dy t a y dt f b y dW tt t( ) , ( ( )) , ( )�� 
 � � 
� � .

Òåîðåìà 2. Äëÿ � � 	� �C ([ , ])0 , g C� 	*([ , ])� 0 è s � 0 íåîáõîäèìûìè è äîñòà-
òî÷íûìè óñëîâèÿìè âûïîëíåíèÿ

� 
��g y st s, ( , )� �1 � � �t � (8)

ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:
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1) êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà V a e( ) ,
 
 
� 	� 
 ðàñïîëîæå-
íû â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ( : )
 
� �� Re 0 ;

2) ñóùåñòâóåò âòîðîé ìîìåíò âíåøíåãî ñëó÷àéíîãî âîçäåéñòâèÿ
�{ }f 2 ( ( ))� � � 
;

3) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
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� �
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( ( ))�{ }

�

�
�

�

�
�

	1

,

ãäå i � 	1; e C
 �� 	
~

([ , ])0 äëÿ � � 	� �[ , ]0 è � �
 C îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

e e


��( ) � ;

~
([ , ])C 	� 0 — ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

C ([ , ])	� 0 â �.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî

ôóíêöèîíàëà g C� 	*([ , ])� 0 ïðåäñòàâëåíèå (7) ðåøåíèÿ y t s( , , )� çàäà÷è Êîøè
(1), (2) ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ h t( ) ÄÔÓ (3) ìîæíî çàïèñàòü

� �{ } { }� 
 �� 
 � � 

�

	�g y g x s f g ht t

i

n

ii t, , ( , ) ( ( )) ,2 2

1

2� � � �
2 2

�{ }� 
� b y d

s

t

, .� � (9)

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü çàäàí ëþáîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë g ��1. Òîãäà

íåîáõîäèìûì óñëîâèåì � �s 0 ïðèíàäëåæíîñòè y t s( )� ïðîñòðàíñòâó �1
� � �t � åñòü óñëîâèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ðåøåíèÿ x t( ) ÄÔÓ (3), (2),
�{ }f 2 ( )� � 
 (âûïîëíåíî óñëîâèå 2). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.9 [9]
â íàøåì ñëó÷àå êîðíè êâàçèïîëèíîìà V a e( ) ,
 
 
� 	� 
 ðàñïîëîæåíû â ïîëó-
ïëîñêîñòè { Re }
 
� �� | 0 (âûïîëíåíî óñëîâèå 1). Çàìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøèõ
ðàññóæäåíèÿõ ìîæíî ïîëîæèòü s � 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèÿ 3 òåîðåìû 2, ïðîèíòåãðèðîâàâ ðàâåíñòâî (9) ïî
t � �
( , )0 , äëÿ g b� ïîëó÷èì

1
1

2 2

0 0

	 � 

!

"

#
#

$

%

&
&

�
�


 


� � �� �

i

n

ii t tf b h dt b y{ } {( ( )) , ,� � 
 �2 }dt � 




� b x dtt, ( , )0 2

0

� .

Îòñþäà

�

�
0

2

2

0

1

2

0

1







�

�
�

�
� 
 �

� 


	

{ }

{

b y dt

b x dt

f

t

t

i

n

ii

,

, ( , )

( (

�

� �)) ,} � 




� b h dtt
2

0

.

(10)

Èç (10) äëÿ b��1 ñëåäóåò

�

i

n

ii tf b h dt

�




� � � 
 �
1

2 2

0

1{ }( ( )) ,� � . (11)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ïëàíøåðåëÿ [12] è ôîðìóëîé

h t
i

e V dt

c

( ) ( )� 	

�
�

1

2
1

�

 




Re

,

÷òî äàåò

� �

i

n

ii t

i

n

iif b h dt f

�




�
� � �� 
 �

1

2 2

0 1

2 1
{ } { }( ( )) , ( ( ))� � � �

� 








� 


	� 

 

 
  

 
 




�
b e

i a b
di

i

,

,

2

0

. (12)
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Òîãäà, ïîäñòàâèâ (12) â (11), ïîëó÷èì óñëîâèå (8). Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1–3 òåîðåìû 2. Äëÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ èíòåãðàëà

�

0

20



� � 
{ }| ( , , )|y t dt�

äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà

�

0

2



� � 
 � 
{ }| , |b y dtt .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â (9) � 
 �g y y tt, ( ), è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðà-
âåíñòâî îò 0 äî 
. Ïðèíÿâ m t b yt( ) ,� � 
�{ }2 , ïåðåïèøåì ïðè g b� ïîëó÷åííîå

ðàâåíñòâî (9) â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû [12, 13] ñ ïîëîæè-
òåëüíûì ÿäðîì

m t b x f b h mt

i

n

ii t( ) , ( , ) ( ( )) , ( )�� 
 � � 

�

	�0 2

1

2 2

0

� � � ���{ }
t

d� �. (13)

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ (3) èìååò ýêñïîíåíöè-
àëüíûé ðîñò ïðè t � �
, äëÿ àíàëèçà lim ( )

t
m t

�

äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåîáðà-

çîâàíèå Ëàïëàñà [12, 14]. Äåéñòâèòåëüíî, èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

e m t dt e m t dtt t
 
( ) ( )
0 0


 


� �
 

 
 

 

 
 �

Re

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè

m t dt( )
0




� � 


äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åãî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

M e m t dtt( ) ( )
 
� � 
	



�
0

äëÿ íåêîòîðîãî äåéñòâèòåëüíîãî îòðèöàòåëüíîãî 
.
Âû÷èñëèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò îáåèõ ÷àñòåé (13), ïîëó÷èì

M r( ) ( )( ( ))
 
 � 
� 	 	1 1, (14)

ãäå
r b x e dtt

t( ) , ( , )
 � 
� � 
 	



� 0 2

0

,

p f b h e dt

i

n

ii t
t( ) ( ( )) ,
 � � 
� � 


�

	



� ��

1

2 2

0

{ } . (15)

Â (14) äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî 
 âûáðàíî òàêèì, ÷òîáû èíòåãðàëû (14), (15)
ñóùåñòâîâàëè, à â êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè { Re }z� �� | 
 
 íå áûëî íóëåé
ôóíêöèè 1	 p( )
 .

Äàëåå ñîãëàñíî óñëîâèþ 1 òåîðåìû 2 âñå ðåøåíèÿ ÄÔÓ (3) ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàþò, òîãäà r( )0 � 
 è p( )0 � 
 ñóùåñòâóþò. Íî òàê êàê r( )
 è p( )
 íåïðåðûâ-
íû, à ôóíêöèÿ p( )
 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2 òåîðåìû 2 (�{ }f 2 ( ( ))� � � 
) ìî-
íîòîííî óáûâàåò ïðè äåéñòâèòåëüíûõ 
, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî p( )0 1� .
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Òîãäà èç íåïðåðûâíîñòè r p( )( ( ))
 
1 1	 	 â îêðåñòíîñòè 
 � 0 ñëåäóåò (8)
� 
��g y st s, ( , )� �1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ p( )0 ñíîâà ïðèìåíèì òåîðåìó Ïëàíøåðåëÿ [12] è äîñòàòî÷-
íîñòü óñëîâèé òåîðåìû 2 áóäåò äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y t( ) � 0 ÄÑÄÔÓ (1), (2) (âûïîëíåíî
óñëîâèå á) a b( ) ( )0 0 0� � ) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
â öåëîì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû B 
 0 è �
 0, ÷òî ïðè íåêîòîðîì 

 0
è � � �t s 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

| | ( , )| | max | ( , )|y s y st
h

t� �
�1

2

0

2� �
	 � �

�{ }

� �	 	

	 � �

	 	Be Bet s

h

t s�

�

�� � �( ) ( )max | ( )| | | | |
0

2
1�{ }

äëÿ � � �
| | | |� 1 .
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ a) è á). Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

y t s( , , )� � 0 ÄÑÄÔÓ (1), (2) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
â öåëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ðåøåíèÿ ÄÔÓ (3) ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-
âàþò ïðè t �
 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (9) äëÿ âòîðûõ ìî-
ìåíòîâ, êîãäà g yt� , èëè èç (13), êîãäà b yt� .

Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç (7), åñëè âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò
êâàäðàòà ðåøåíèÿ y t( , , )0 � ÄÑÄÔÓ (1) è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ èíòåãðàëà Âèíåðà–Èòî (ðàâíîãî íóëþ) è ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ îò êâàäðàòà èíòåãðàëà Âèíåðà–Èòî

� � �{ } { } { }| ( , , )| | ( , , )| ( ( )) |y t x t f hii

i

n

0 02 2 2

1

� � � �� �
�
� ( )| ( )t m d

t

	� � � �2

0

. (16)

Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (16),
ïîëó÷èì

M e x t dt H Mt( ) | ( , , )| ( ) ( )
 � 
 

� �	



� �{ }0 2

0

, (17)

ãäå H e h t dtt( ) | ( )|
 
� 	



�
2

0

, M ( )
 — ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò m t( ).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû 3 èíòåãðàëû â (17) ñõîäÿòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè
{ Re }
 
 �� � 	� | ïðè íåêîòîðîì � 
 0, ÷òî è äîêàçûâàåò ýòó òåîðåìó.

Äåòåðìèíèðîâàííûå (íåñëó÷àéíûå) äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, ìîäåëüþ ñëîæíûõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì òðàíñïîðòíîãî çà-
ïàçäûâàíèÿ [15, 16], â êîòîðûõ ïåðåäàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå âåùåñòâî, ýíåðãèÿ èëè
ñèãíàëû. Òðàíñïîðòíûå çàïàçäûâàíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ òàêæå â òåïëîýíåðãåòèêå —
âðåìÿ äâèæåíèÿ ìàçóòà èëè óãëÿ îò ðåçåðâóàðà ê òîïêå, è â êîñìîíàâòèêå — âðå-
ìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà îò Çåìëè ê Ëóíå (èëè äðóãîãî íåáåñíîãî òåëà) [17, 18].

Òåõíîëîãè÷åñêîå çàïàçäûâàíèå èìååò ìåñòî â õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðî-
öåññàõ (ïðîèçâîäñòâî ñåðíîé êèñëîòû è ñòåêëà, ïðîöåññ ñóøåíèÿ [19, 20]), â çàäà-
÷àõ óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè ñ ó÷åòîì çàïàñîâ â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè, à âî
ìíîãèõ çàäà÷àõ ýêîíîìèêè ó÷åò çàïàçäûâàíèÿ íóæåí äëÿ êà÷åñòâåííîãî
îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé [21–25].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåîáõîäèìû íå òîëüêî ó÷åò ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ â îïè-
ñàííûõ âûøå ñèñòåìàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé èëè ñòîõàñòè÷åñêèõ
ÄÔÓ, íî è èññëåäîâàíèå èõ íà óñòîé÷èâîñòü ñ òå÷åíèåì âðåìåíè [15, 24–26].
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Ðàññìîòðèì ÄÑÄÔÓ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ, îïèñûâàþùåé ñèñòåìó,
è èññëåäóåì åãî íà óñòîé÷èâîñòü â l. i.m.

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 1. Íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå ( , , , )� F � � çàäàíî ÄÑÄÔÓ

dy t ay t dt f
b

y t d dW t( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )� � �
�

�
�
�

�

�
�
�	

�� �
�

� �

�

0

, (18)

ãäå y t y t f( ) ( , ):[ , ) ; : ; ( ) :� 
 � � � �� � �0 � �� � � �; w t( , ):[ , )� 0 
 � �� �.
Íàéäåì óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (18) äëÿ a� 0, ëåãêî ïîäñ÷èòàòü ïîäûíòåãðàëü-

íîå âûðàæåíèå äëÿ b y f
b

y t dt( ) ( ( )) ( )� �
	
�� �

�
� �

�

0

è ïîëó÷èòü óñëîâèå àñèìïòîòè-

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè y t s( , , )� � 0 â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì â öåëîì

�{ }f
b

h

a
d2

2

2

2

2 2 2
0

4 2( ( ))
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� � 	 �	
�{ }f
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a
a e a2

2

3 3
1 1( ( )) ( )� �

�
� � . (19)

Íàéäåì óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
äëÿ çàäàííûõ � �( ) è f ( ( ))� � .

— Ïóñòü � �( ) — ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà [ , ]0 1 , à

f ( ( )) ( )� � � �� , òîãäà �{ }� �2 1

3
( ) � . Óñëîâèå (19) ïðèìåò âèä

b

a
a e a

2

3 3
1 3

�
� �( )� 	 �	 .

— Ïóñòü � �( ) — ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà [ , ]0 1 , à
f ( ( )) sin� � ��� , òîãäà

� �{ } { }f xdx x dx2 2 2

0

1

0

1

1 2 2( ( )) sin sin ( cos )� � �� � �� � � 	� � �
1

2
.

Óñëîâèå (19) ïðèìåò âèä
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— Ïóñòü � �( ) — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
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Çíà÷èò, óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì â öå-
ëîì ïðèìåò âèä
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— Ïóñòü � �� n — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëå-
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ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Áåðíøòåéíà äëÿ ôóíêöèè f a2 ( ). Óñëîâèå (19) ïðèìåò âèä
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a
a e f

k

n
C x xa

n
k k n k

k
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— Ïóñòü � — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

p x
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�
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Òîãäà
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Óñëîâèå (19) ïðèìåò âèä

b

a
a e

e

a
2
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1

1�
�


�



( )� 	 �

	

	
	

.

— Ïóñòü � ��N a( , )2 ñ ïëîòíîñòüþ

p x e

x a

�
�

��
( )

( )

�
	

	
1

2

2

22 ,

à f ( )� �� . Òîãäà � �{ }� � � � �2 2 2 2( ) ( )� � � �D a . Óñëîâèå (19) ïðèìåò âèä

b

a
a e

a

a
2

3 3 2 2
1

1

�
�

�

�( )� 	 �
�

	 .

— Ïóñòü � èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè

p x
e x

x

x

�



( ) ;

,
� � 


� �

�
�
�

	 0

0 0

ãäå f ( )� �� . Òîãäà

�� 
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Óñëîâèå (19) ïðèìåò âèä

b

a
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�( )� 	 �	 .

— Ïóñòü � — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïà-
ðàìåòðîì 
, à f ( )� �� . Òîãäà
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Çíà÷èò, óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ y t( ) � 0
ÄÑÄÔÓ (18) â öåëîì èìååò âèä

b

a
a e a

2

3 3 2
1

1

�
�


 


�( )� 	 �
�

	

ïðè 
 
 0.
Çàìå÷àíèå 2. Ïîëó÷åííûå âûøå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â l. i.m. äëÿ ÄÑÄÔÓ

ëåãêî ïåðåíåñòè íà ñëó÷àé ÄÑÄÔÓ âèäà

dx t A x t dt f dw t x tj j j

j

N

j j j

j

N

( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 	 � 	
� �
� �� �

0 0

� .

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÍÀ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈÉ
ÍÅÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ ÄÑÄÔÓ

Ñëó÷àé íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ �t t� , ��( , )0 1 . Ïóñòü íà âåðîÿòíîñ-
òíîì áàçèñå ( , , , )� F � � çàäàíî ÄÑÄÔÓ âèäà

dy t a y dt f by t dW tt( ) , ( ( )) ( ) ( )�� 
 � � � � (20)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y s( ) ( )� � �� � � � 	� �[ , ]0 , (21)

ãäå ��( , ]0 1 ; a Ñ� 	* ([ , ])� 0 ; b��
1; W t W t( ) ( , )� � — îäíîìåðíûé ïðîöåññ

áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ; � �( ) — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ p x� ( ),
ïðè÷åì � �( ) íå çàâèñèò îò W t( ); f — áåðîâñêàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 4. Äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè ïðîñòðàíñòâó �1 ðå-

øåíèé (20), (21) ïðè s � 0 è � � 	� �C ([ , ])0 ÿâëÿþòñÿ:
, ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ðåøåíèé çàäà÷è (4), (21);
, �{ }f 2 ( )� � 
;
, âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

b d

i a ei

2

2
0

�






�




�

| , |	� 

�� . (22)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ðåøåíèå (20) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå ñ ïîìîùüþ
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ÄÔÓ dx t a x dtt( ) ,� � 
 â âèäå

y t x t f b h t y d dW

t

( , , ) ( , , ) ( ( )) ( ) ( ) ( )0 0
0

� � � � � � �� � 	� . (23)

Âîçâåäåì â êâàäðàò îáå ÷àñòè (23), âîçüìåì èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è,
ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îò èíòåãðàëà Âèíåðà–Èòî êàê
ôóíêöèè âåðõíåé ãðàíèöû, ïîëó÷èì

� � �{ } { } {| ( , , )| | ( , , )| ( ) | ( )| (y t x t f b h t y0 02 2 2 2 2� � � �� � 	 �� �)}d

t

0
� . (24)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (24) ïî t îò 0 äî �
 è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ
[12], ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ðåøàåòñÿ âîïðîñ ïðèíàäëåæíîñòè âñåõ ðåøåíèé ÄÑÄÔÓ
(20), (21) ïðîñòðàíñòâó �1, òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò òåîðåìû 4 ëåãêî îáîáùàåò-
ñÿ íà óðàâíåíèå ñ áåñêîíå÷íûì ïîñëåäåéñòâèåì.

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì ÄÑÄÔÓ

dy t ay t dt f by t dW t( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )� 	 � � � � , a 
 0. (25)

Òîãäà äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (22) ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ y t( )��1 ïðèìåò
âèä

� �{ } { }f
b d

a
f

b

a

2
2

2 2
0

2
2

2
( ) ( )�

�






� �

�
� �




� .

Çàìå÷àíèå 4. Óñëîâèå (22) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ lim ( )
t

y t
�


��{ }2 0 [27].

Ñëó÷àé ëèíåéíîãî íåàâòîíîìíîãî ÄÑÄÔÓ îáùåãî âèäà. Íà âåðîÿòíîñòíîì
áàçèñå ( , , , )� F � � ðàññìîòðèì íåàâòîíîìíîå ëèíåéíîå ÄÑÄÔÓ âèäà

dy t a t y dt f b t y t dW tt( ) ( , ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )� � � � � , (26)

ãäå { }b t t C( ), ( )� �� �� � ; a t( , )� — ëèíåéíîå ïî � è íåïðåðûâíîå ïî ñîâî-
êóïíîñòè ïåðåìåííûõ îòîáðàæåíèå � � � 	C ([ , ])� 0 â �

1; �( ) ( , ]t t� 0 ïðè ëþ-

áûõ t 
 0 è íåïðåðûâíà; � �( ) — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ p x� ( ); f : � �
1 1� —

áåðîâñêàÿ ôóíêöèÿ.
Íàðÿäó ñ (26) ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ÄÔÓ

dx t a t x dtt( ) ( , )� . (27)

Ïóñòü h t( , )� , t � �� 0, — ðåøåíèå (27) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

h t s
t s

t s s
( , )

,

[ , ].
�

�

� 	 �

�
�
�

1

0

ïðè

ïðè �

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðåøåíèÿ óñòàíîâëåíî â [28], ïðè÷åì � � �t � 0 ôóí-
äàìåíòàëüíîå ðåøåíèå h t( , )� è åãî ïðîèçâîäíàÿ �h tt ( , )� íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóï-
íîñòè àðãóìåíòîâ. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ðåøåíèå ëèíåéíîãî ÄÑÄÔÓ
ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ h t( , )� â âèäå

y t x t f h t b y dW

t

( , , ) ( , , ) ( ) ( , ) ( ) ( ( )) ( )0 0
0

� � � � � � � �� � � ,

ãäå y t( , , )0 � — ðåøåíèå (20), x t( , , )0 � — ðåøåíèå (27) ïðè t � 0.
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Âíà÷àëå óñòàíîâèì âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ óðàâíåíèÿ

u t v t L h t b u d

t

( ) ( ) � ( , ) � ( , )( )� � � � � �� �

0

(28)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u t t( ) ( )� � � � 	t [ , ]� 0 , ãäå L 
 0.
Ëåììà 2. Ïóñòü äëÿ íåïðåðûâíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé � ( , )h t � , v t( ) è

L 
 0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) lim ( ) ;
t

t
�� 


� �
�

2) lim ( )
t

v t
�


� 0;

3) sup
t

h t L
� �

� � 

�

�
0

� ( , ) ; sup
t

t

h t r
�
� � � 


0 0

� ( , )� ;

4) lim � ( , )
t

h t
�� 


�� 0 � �� 0;

5) sup| � ( )|b t � 
;

6) B b t h t d
t

t

� �
�
 �lim � ( ) � ( ( ), )

( )

� � �
�

0

1 .

Òîãäà lim ( ) .
t

u t
�


� 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû
3.2.2 [27]. Ïóñòü m t LB t u t( ) � ( ) ( ( ))� � , òîãäà � �t 0 ìîæíî çàïèñàòü

m t g t b t h t m d

t

( ) ( ) � ( ) � ( ( ), ) ( )
( )

� � � � � � �
�

0

,

ãäå � ( , )h t � � 0 ïðè t� �, à g t Lb t v t( ) � ( ) ( ( ))� � .

Âûáðàâ �
 0 è T 
 0 òàêèìè, ÷òîáû äëÿ t T� âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
sup
l T

B l B
�

� �( ) �, è ïðèíÿâ M t m
T t

( , ) max ( )� �
�

�
� �

, ìîæíî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî

M t T g l LB l h l m d
T l t T l t

( , ) max ( ) max � ( ) � ( ( ), ) ( )� �
� � � �

� � � �

0

�( )l

� . (29)

Âûáðàâ T0 òàêèì, ÷òîáû min ( )
t T

t T
�

�
0

� è � �( ) min ( )T t T
t T

0 0
0

� �
�

, ìîæíî óâè-

äåòü, ÷òî èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî

M t T g l B l M t T LB
T l t T l t T l t

( , ) max ( ) max ( ) ( , ) max �� � �
� � � � � �

( ) � ( ( ), ) ( )
( )

l h t m d

T

� � � �

�

0

0

� , (30)

îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî lim ( , )
t

M t T
�


� 
 .

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ 1, 2, 4, 5 ëåììû 2, èìååì

lim ( ) � ( ) � ( ( ), ) ( )
( )

t

T

g t LB t h t m d
�


�
�

�

�
�

�

�

�
�
�� � � � �

�

0

1

0,

îòêóäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî T T1 0
 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî lim ( )
t

m t
�


�
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� �
�


( ) lim ( , ( ))B M t T
t

� � 1 , èëè, ó÷èòûâàÿ (29), (30), ïîëó÷èì lim ( )
t

m t
�


�

� �
�


( ) lim ( ).B m t
t

�

Äàëåå ñëåäóåò âûáðàòü �
 0 òàêèì ìàëûì, ÷òîáû èç óñëîâèÿ 6 ëåììû 2 ïîëó-
÷èòü lim ( )

t
m t

�

� 0.

Íàêîíåö, çàäàäèìñÿ òàêèì ÷èñëîì �
 0 è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùåå
T T� 
( )� 0, ÷òîáû � �t T âûïîëíèëîñü m t( )� �. Çíà÷èò,

u t v t h t m d

T

( ) ( ) � ( , ) ( )� � �� � � � �

0

.

Äàëåå, ñîâåðøèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè t �
, â ñèëó ïðîèçâîëüíî âû-
áðàííîãî ìàëîãî �
 0 ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû 2.

Çàìå÷àíèå 5. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2 ðåøåíèå (28) u t( ) è íåîäíîðîäíîñòü v t( )
ïðèíàäëåæàò C ( )� � . Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ñóùåñ-
òâîâàíèè òàêîãî k 
 0, ÷òî

| | ( )| | | | ( )| |( ) ( )u t k v tC C� �� �
� . (31)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü:
1) òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (27) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî â öåëîì;

2) lim ( ) ( ( ), )( )
( )

�{ }f b h t dt
t

2 2 2

0

1� � � �
�

� � ;

3) �{ }f 2 ( ( ))� � � �
 ;

4) sup
t

t

h t d
�
� � 


0

2

0

( , )� � ;

5) sup
t

b t
�

� 

0
| ( )| .

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y t( ) � 0 (26) ïðè s � 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â
ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçâåäÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â
êâàäðàò, âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ îò èíòåãðàëîâ Âèíåðà–Èòî êàê ôóíêöèé âåðõíåãî ïðåäåëà ïî t, ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå (28) ñ u t y t( ) | ( , , )|� �{ }0 2� , v t x t( ) | ( , , )|� �{ }0 2� , � ( , ) ( , )h t h t� �� 2 ,
� ( ) ( )b t b t� 2 , L f� �{ }2 ( ( ))� � .

Óñëîâèÿ òåîðåìû 5 ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå óñëîâèé 1–6 ëåììû 2, ïîñêîëüêó

� � � �{ } { { } } {| ( , , )| | ( , , )| / | | | |x t x t Me t0 02 2
0

2� � ��� �� 	F }, (32)

ãäå � — F0-èçìåðèìà, à òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (27) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷è-
âî â öåëîì.

Äàëåå ñîãëàñíî ëåììå 2 ïîëó÷èì lim | ( , , )| lim ( )
t t

y t m t
�
 �


� ��{ }0 02� äëÿ

� � 	� ��1 0( , ). Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 5. Èç (31) è (32) ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ

dy t a t y dt f b t y dW tt t( ) ( , ) ( ( )) ( , ) ( )� � � � .
Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèì ÄÑÄÔÓ (25). Íàéäåì óñëîâèå àñèìïòîòè-

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî � ( , ) ( )h t e a t� �� 	 	 . Ïðîâåðèì óñëîâèå 2 òåîðåìû 5. Èìååì
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lim ( ( )) ( ) ( ( ), )
( )

t

t

f b t h t d
�
 � ��{ }2 2 2

0

� � � � �
�

� �
�


	 	
�lim ( ( )) ( ( ))( )
( )
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Ïîýòîìó óñëîâèåì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ y t( ) � 0 óðàâíåíèÿ (25) ÿâëÿåòñÿ �{ }f b a2 2 2( ( ))� � � .
Îäíàêî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè âòîðîãî ìîìåíòà ðåøåíèÿ (25), êàê ïîêàçàíî
âûøå, èìååò âèä �{ }f b a2 2 2( ( ))� � �� . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ðå-

øåíèÿ (25), êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t �
 ìåäëåííåå, ÷åì
1

1t ��
ïðè

ëþáîì �
 0.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê èíòåãðàëüíîé çàïèñè ðåøåíèÿ
ÄÑÄÔÓ ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äåòåðìèíè-
ðîâàííîãî ÄÔÓ, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñèëüíîãî ðåøåíèÿ àâòîíîìíîãî
ÄÑÄÔÓ ñ êîíå÷íûì ïîñëåäåéñòâèåì ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ (äåéñòâèå
íà ñèñòåìó èçâíå ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ).
Èçó÷åíî ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè ñèëüíûõ ðåøåíèé íåàâòîíîìíûõ
ÄÑÄÔÓ ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ, à òàêæå ðàññìîòðåí îòäåëüíûé ñëó÷àé
ëèíåéíîãî íåàâòîíîìíîãî ÄÑÄÔÓ áîëåå îáùåãî âèäà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ÿâëÿþòüñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ Å.Ô. Öàðüêîâà [9] è åãî
ó÷åíèêîâ [27, 29, 30].
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