
ÓÄÊ 519.865.5

Â.È. ÍÎÐÊÈÍ, Ñ.Â. ÁÎÉÊÎ

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÔÈÍÀÍÑÎÂÎÃÎ ÏÎÐÒÔÅËß

ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÏÐÈÍÖÈÏÀ ÁÅÇÎÏÀÑÍÎÑÒÈ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôèíàíñîâûé ïîðòôåëü, îïòèìèçàöèÿ, äîõîäíîñòü, îäíîñòî-
ðîííèé ðèñê, áåçîïàñíîñòü ïî Ðîþ, îöåíêà âåðîÿòíîñòè, ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñîâåðøåíñòâóåòñÿ ïîäõîä À.Ä. Ðîÿ [1] ê áåçîïàñíîé îïòè-

ìèçàöèè ôèíàíñîâîãî ïîðòôåëÿ, ñîñòîÿùèé â ìèíèìèçàöèè îöåíêè âåðîÿòíîñòè

êðèòè÷åñêîãî ïàäåíèÿ äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ ïðè îãðàíè÷åíèè ñíèçó íà åãî

ñðåäíþþ äîõîäíîñòü. Óëó÷øåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â áîëåå òî÷íîé îöåíêå âåðîÿò-

íîñòè íåãàòèâíûõ äîõîäíîñòåé ñ ïîìîùüþ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé ðèñêà. Ïîèñê

îïòèìàëüíîãî áåçîïàñíîãî ïîðòôåëÿ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ è àíàëèçó íîâîãî

ýôôåêòèâíîãî ôðîíòà íåäîìèíèðóåìûõ ïî ôóíêöèÿì ðèñêà ïîðòôåëåé. Äëÿ

ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñöåíàðèåâ äîõîäíîñòè çàäà÷à âûáîðà áåçîïàñíîãî

ïîðòôåëÿ ñâåäåíà ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ñìåøàííîãî áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Øèðîêî èçâåñòíà ìîäåëü Ìàðêîâèöà (1952) [2] îïòèìèçàöèè ôèíàíñîâîãî ïî-

ðòôåëÿ ïî êðèòåðèÿì äîõîäíîñòü–ðèñê, â êîòîðîé â êà÷åñòâå ìåðû ðèñêà èñïîëüçó-

åòñÿ äèñïåðñèÿ (èëè ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå) äîõîäíîñòè. Ñóòü ìîäåëè Ìàðêîâè-

öà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû ïîðòôåëåé, èìåþùèõ ìèíèìàëü-

íóþ äèñïåðñèþ äîõîäíîñòè ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ñðåäíåé äîõîäíîñòè, è

âûáîðå ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ, ìàêñèìèçèðóþùåãî íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ïîëåç-

íîñòè [3]. Â 1952 ã. íåçàâèñèìî áûëà îïóáëèêîâàíà áëèçêàÿ ðàáîòà àíãëèéñêîãî

ýêîíîìèñòà À.Ä. Ðîÿ [1], â êîòîðîé ïðåäëàãàëîñü îïòèìèçèðîâàòü ïîðòôåëü ïî

êðèòåðèþ ìèíèìóìà âåðîÿòíîñòè íåäîïîëó÷åíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ ïðèáûëè

(Safety First êðèòåðèé, SF-êðèòåðèé). Ïîñêîëüêó îïòèìèçàöèÿ ôóíêöèè âåðîÿòíîñ-

òè â 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ÿâëÿëàñü òðóäíîé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷åé,

À.Ä. Ðîé ïðåäëîæèë ìèíèìèçèðîâàòü åå âåðõíþþ îöåíêó, ïîëó÷åííóþ èç íåðàâå-

íñòâà ×åáûøåâà. Äëÿ ïðèáëèæåííîé çàäà÷è À.Ä. Ðîé äàë ïðîñòîå è ýëåãàíòíîå ãå-

îìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå, ëåæàùåå íà ýôôåêòèâíîé ãðàíèöå íåäîìèíèðóåìûõ ïî-

ðòôåëåé â ïëîñêîñòè ñðåäíÿÿ äîõîäíîñòü — ðèñê (äèñïåðñèÿ äîõîäíîñòè). Õîòÿ

ýòà ðàáîòà íå ïîëó÷èëà øèðîêîé ïîïóëÿðíîñòè, òåì íå ìåíåå èäåè À.Ä. Ðîÿ ïðî-

äîëæàëè ðàçâèâàòüñÿ â òàêèõ ðàáîòàõ, êàê, íàïðèìåð, [4] (ìàêñèìèçèðóåòñÿ ñðåä-

íÿÿ äîõîäíîñòü ïðè îãðàíè÷åíèè íà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ äîõîäà ìåíüøå çàäàí-

íîãî ïðåäåëà), [5] (îïòèìèçèðóåòñÿ íåêîòîðûé êâàíòèëü äîõîäíîñòè), [6] (ìàêñè-

ìèçèðóåòñÿ äîõîä è ìèíèìèçèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòü íåäîïîëó÷åíèÿ çàäàííîãî

óðîâíÿ äîõîäà), [7] (èñïîëüçóåòñÿ ëåêñèêî-ãðàôè÷åñêèé SF-ïðèíöèï), [8] (ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ìíîãîïåðèîäíàÿ SF-îïòèìèçàöèÿ), [9] (èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè

íåäîïîëó÷åíèÿ äîõîäà ñ ïîìîùüþ ýêñòðåìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé), [10] (ìàêñèìè-

çèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ öåëåâîãî óðîâíÿ äîõîäà è ìèíèìèçèðóåòñÿ âå-

ðîÿòíîñòü íåïðåâûøåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ äîõîäà), [11, 12] (ðàññìàòðèâàþòñÿ

ïðèëîæåíèÿ SF-îïòèìèçàöèè ê ïîðòôåëÿì ñ ñèëüíî ðèñêîâàííûìè àêòèâàìè).

Â ðàáîòàõ À.È. Êèáçóíà, Þ.Ñ. Êàíà è èõ ñîàâòîðîâ [13–19] èçó÷àþòñÿ çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôèíàíñîâûì ïîðòôåëåì ñ êâàíòèëüíûì öåëåâûì êðèòåðèåì,

òåñíî ñâÿçàííûì ñ âåðîÿòíîñòüþ íåïðåâûøåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ äîõîäíîñòè.

Äîëãîå âðåìÿ ðàáîòà À.Ä. Ðîÿ íàõîäèëàñü â òåíè òåîðèè Ã. Ìàðêîâèöà, íî, âå-

ðîÿòíî, ýòî ïîëîæåíèå èçìåíèòñÿ. Çäåñü ìû ïðîöèòèðóåì ôðàãìåíò èç ñòàòüè [20].

«Îñåíüþ 2001 ã. çíàìåíèòûé ôðàíöóçñêèé ñîöèîëîã Áðþíî Ëàòóð íàïèñàë

ïðåäèñëîâèå ê ôðàíöóçñêîìó ïåðåâîäó êíèãè íå ìåíåå çíàìåíèòîãî íåìåöêîãî
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ñîöèîëîãà Óëüðèõà Áåêà «Risikogesellschaft — Auf dem Weg in eine andere

Moderne» («Îáùåñòâî ðèñêà. Íà ïóòè ê äðóãîìó ìîäåðíó» [21]) è óêàçàë òàì íà

ñòðàííîå ñîâïàäåíèå. Êíèãà Áåêà âûøëà â Ãåðìàíèè ñðàçó ïîñëå âçðûâà ×åðíî-

áûëüñêîé ÀÝÑ. Åå ôðàíöóçñêèé ïåðåâîä ïîÿâèëñÿ ñðàçó ïîñëå òðàãåäèè 9/11.

Îáùåñòâî íà÷èíàåò îñîçíàâàòü ñòîÿùèå ïåðåä íèì îïàñíîñòè, â òîì ÷èñëå òå, êî-

òîðûå âîçíèêëè â ñèëó åãî æå ñîáñòâåííîãî ðàçâèòèÿ. Âðåìÿ äîáðîé íàäåæäû

ïðîøëî, ó èñòîðèè íàóêè íå áóäåò ñ÷àñòëèâîãî êîíöà. Â ýïîõó ïîñòìîäåðíà, êî-

òîðóþ Ëàòóð âñëåä çà Áåêîì ïðåäëàãàåò íàçûâàòü ýïîõîé ðèñêîâ, íàóêà íóæíà

äëÿ äðóãîãî — äëÿ ìèíèìèçàöèè íåèçáåæíûõ ïîòåðü.»

Â ñâåòå íåäàâíèõ ãëîáàëüíûõ ôèíàíñîâûõ êðèçèñîâ ñëîâà ïðîöèòèðîâàííûõ

ñîöèîëîãîâ êàæóòñÿ åùå áîëåå ïðîðî÷åñêèìè. Â ëþáîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ,

÷òî ïîðòôåëè ïåíñèîííûõ è äðóãèõ ôîíäîâ ñîöèàëüíîãî ñòðàõîâàíèÿ äîëæíû

îïòèìèçèðîâàòüñÿ ïî SF-êðèòåðèþ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå SF-ïîäõîä À.Ä. Ðîÿ ê îïòèìèçàöèè ôèíàíñîâîãî ïîðòôåëÿ

óñîâåðøåíñòâóåòñÿ â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ ïîñòàíîâêà

À.Ä. Ðîÿ äîïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà ìèíèìóì ñðåäíåé äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ êàê

è â ïîäõîäå Ã. Ìàðêîâèöà. Òåì ñàìûì ïîêàçàíà ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó îáîèìè

ïîäõîäàìè. Óñòðàíÿåòñÿ îäèí èç íåäîñòàòêîâ ìîäåëè À.Ä. Ðîÿ (è Ã. Ìàðêîâèöà) —

ñèììåòðè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî äèñïåðñèè êàê ìåðû ðèñêà — ïóòåì çàìåíû

äèñïåðñèè ñðåäíèì îäíîñòîðîííèì îòêëîíåíèåì äîõîäíîñòè îò çàäàííîãî ïîðîãà.

Â íåðàâåíñòâå ×åáûøåâà èñïîëüçóåòñÿ íå äèñïåðñèÿ, êàê â îðèãèíàëüíîì

ïîäõîäå À.Ä. Ðîÿ, à ñðåäíåå îäíîñòîðîííåå îòêëîíåíèå äîõîäíîñòè îò ïðîèç-

âîëüíîãî çàäàííîãî óðîâíÿ (îäíîñòîðîííèé ðèñê) äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè êðèòè-

÷åñêîãî ïàäåíèÿ äîõîäíîñòè. Ýòîò óðîâåíü çàòåì âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíûì îáðà-

çîì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ áîëåå òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè. Ýôôåêòèâíûé

ôðîíò ïîðòôåëåé ñòðîèòñÿ íå â ïëîñêîñòè äèñïåðñèÿ – äîõîä, à â äðóãîé ïëîñ-

êîñòè — îäíîñòîðîííèé ðèñê – äîõîä.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ñòàòüå SF-îïòèìèçàöèÿ ïîðòôåëÿ ñîñòîèò â ïðè-

áëèæåííîé ìèíèìèçàöèè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ðèñêà (âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî äî-

õîäíîñòü ìåíüøå çàäàííîãî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ) ïðè îãðàíè÷åíèè ñíèçó íà

óðîâåíü äîõîäíîñòè. Ðåøåíèå ïðèáëèæåííîé çàäà÷è ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè è

àíàëèçå ýôôåêòèâíîãî ôðîíòà ïîðòôåëåé.

Êðîìå òîãî, äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñöåíàðèåâ äîõîäíîñòè çàäà÷à îïòèìè-

çàöèè âåðîÿòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ïàäåíèÿ äîõîäíîñòè ýêâèâàëåíòíî ñâîäèòñÿ ê

çàäà÷å ÷àñòè÷íîãî áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì âåò-

âåé è ãðàíèö. Òî÷íîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñòåïåíü îøèáêè àïïðîêñèìà-

öèîííîãî ïîäõîäà À.Ä. Ðîÿ è ïðåäëàãàåìûõ â äàííîé ñòàòüå åãî ìîäèôèêàöèé.

1. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÔÈÍÀÍÑÎÂÎÃÎ ÏÎÐÒÔÅËß
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— ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû �, à �� — òðàíñïîíèðîâàííûé â ñòðîêó âåêòîð-ñòîëáåö �.

Ñîãëàñíî Ã. Ìàðêîâèöó [2, 3] ïîðòôåëü îïòèìèçèðóåòñÿ ïî äâóì êðèòåðè-

ÿì — ñðåäíåé äîõîäíîñòè �( )x è ñòàíäàðòíîìó îòêëîíåíèþ äîõîäíîñòè �( )x ,
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ôåêòèâíûì ìíîæåñòâîì (ýôôåêòèâíîé ãðàíèöåé). Îïòèìàëüíûé ïîðòôåëü âûáè-

ðàåòñÿ èç ýôôåêòèâíîãî ìíîæåñòâà, èñõîäÿ èç îïòèìèçàöèè íåêîòîðîé ôóíêöèè

ïîëåçíîñòè �( , )� � , îïðåäåëåííîé â ïëîñêîñòè ðèñê – äîõîäíîñòü ( , )� � .

1.1. SF-ïîäõîä ê âûáîðó ôèíàíñîâîãî ïîðòôåëÿ. Ñîãëàñíî À.Ä. Ðîþ [1]

îïòèìèçàöèÿ ïîðòôåëÿ äîëæíà ïðîâîäèòüñÿ ïî êðèòåðèþ áåçîïàñíîñòè (Safety

First) è ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè âåðîÿòíîñòè
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P x f x u P f x u x f xu ( ) { ( , ) } { ( , ) } { ( ) ( , )� � � � � � � �Pr Pr
� � �

� � � � � � ��( ) }x u

�

�

� �

�

�

�

2

2

( )

( ( ) )

( ) min
x

x u
P xu

x X
. (2)

À.Ä. Ðîé çàìå÷àåò, ÷òî â ïëîñêîñòè ( , )� � âåëè÷èíà � �( ) / ( ( ) )x x u� ÿâëÿåòñÿ

êîòàíãåíñîì óãëà, êîòîðûé îáðàçóåò ëèíèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè ( , )0 u è

( ( ), ( ))� �x x , ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ � . Ìàêñèìàëüíûé òàêîé óãîë ñîîòâåò-

ñòâóåò ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ P xu ( ) . Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå àïïðîêñèìè-

ðóþùåé çàäà÷è (2) ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà ñëåäóþùèå ïîäçàäà÷è.

Ïîäçàäà÷à 1. Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû �u y u y� �( , ( ))
*

� òàêîé, ÷òî

[ ( )] min ( )
*

, ( )

� �

�

y x
x X x y

2 2
�

� �

� �y u . (3)

Ïîäçàäà÷à 2. Íàõîæäåíèå êàñàòåëüíîé ê ýôôåêòèâíîé ãðàíèöå �u , ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç òî÷êó ( , )0 u ; òî÷êå êàñàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíûé ïîðòôåëü x u*
( ) .

Îòìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ ïîäõîäà À.Ä. Ðîÿ ìîæíî ó÷èòûâàòü òàêæå îãðàíè÷å-

íèå ñíèçó íà ñðåäíþþ äîõîäíîñòü, �( )x z� , ãäå z — çàäàííàÿ êîíñòàíòà, z u� .

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òî÷êè ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû, ëåæàùèå

âûøå óðîâíÿ z , ò.å. òî÷êè íà �z y z y� �( , ( ))
*

� .

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíèöà ìåæäó àïïðîêñèìàöèîííûì ïîäõîäîì

À.Ä. Ðîÿ (2) è ïîäõîäîì Ã. Ìàðêîâèöà, ïî ñóòè, ñîñòîèò òîëüêî â ñïîñîáå âûáîðà

îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ èç ìíîæåñòâà ýôôåêòèâíûõ ïîðòôåëåé � .

1.2. Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âåðîÿòíîñòè äëÿ êîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà ñöåíàðèåâ. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð � â (1) ïðèíèìàåò êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � ñ âåðîÿòíîñòÿìè p
�

�, �� . Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

�

�

u f x u
x X x y

x p I( ) min{ ( , ) }
, ( )

� �
�

�

� �

� � �

�
�

, (4)



ãäå I f x u{ ( , ) }� �

— èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ { ( , ) }f x u� � , ò.å.

I f x u{ ( , ) }� �

�1 , åñëè f x u( , )� � , è I f x u{ ( , ) }� �

� 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíûõ ïî x ôóíêöèé f x( , )� ðàçðûâíûå ôóíêöèè

I f x u{ ( , ) }� �

è, ñëåäîâàòåëüíî, �u x( ) ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó ïî x , ïîýòîìó äëÿ

êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïîðòôåëåé çàäà÷à (4) èìååò ðåøåíèå. Çà-

ìåòèì, ÷òî ìåæäó ôóíêöèÿìè P xu ( ) èç (1) è �u x( ) èç (4) ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-

øåíèå �u ux P x( ) ( )� , ïîýòîìó ëþáûå îöåíêè ñâåðõó äëÿ P xu ( ) ñïðàâåäëèâû è

äëÿ �u x( ) . Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé P xu ( ) è �u x( ) èìåþòñÿ â

[13, sec. 2.2.2; 22; 23, sec. 7.2.4].

Çàäà÷à (4) ìîæåò áûòü ðåøåíà ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö [24].

Äàëåå ñâåäåì åå ê çàäà÷å ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî (áóëåâà) ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïóñòü inf
x X

f x M
� �

� � � �	

,

( , )
�

�

�

è M u� � 0 , ãäå M — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Êàæäîìó � �� ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áèíàðíóþ ïåðåìåííóþ z
�
�{ , }0 1 . Ðàñ-

ñìîòðèì çàäà÷ó

p z
x X z

� �

� �
�

� �

�
�

�

min
, { , }0 1

(5)

ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ

�( )x y� , (6)

� � � �f x u M u z( , ) ( )�
�

, � �� . (7)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî X êîìïàêòíî, à � — êîíå÷íî; ôóíêöèè f ( , )� �

íåïðåðûâíû äëÿ ëþáîãî � �� ; inf
x X

f x M
� �

� � � �	

,

( , )
�

�

�

, M u� � 0 . Òîãäà çà-

äà÷è (4) è (5)–(7) ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò è

îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ñîâïàäàþò. Ïðè ýòîì åñëè x *
– îïòè-

ìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4), òî ( , )
* *

{ ( , ) }
*x z I

f x u�
�

�

�

— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

çàäà÷è (5)–(7), è íàîáîðîò: åñëè ( , )
* *x z

�
— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5)–(7),

òî x *
— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (4).

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåé òåîðåìû 2 (ñì. ïðèëîæåíèå).

Çàäà÷à (5)–(7) ìîæåò áûòü ÷èñëåííî ðåøåíà ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì âåòâåé è

ãðàíèö. Âåòâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî áóëåâûì ïåðåìåííûì. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ

ñîñòîèò â ïåðåáîðå íà äåðåâå çàäà÷ âèäà (5)–(7), ãäå z Z
� �
� � { , }0 1 , ñ èñïîëüçî-

âàíèåì íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè (5).

Íèæíèå îöåíêè íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîé ðåëàêñàöèè 0 1� �z
�

ñâî-

áîäíûõ áóëåâûõ îãðàíè÷åíèé z Z
� �
� � { , }0 1 , à âåðõíèå îöåíêè – ïóòåì ôèêñà-

öèè ñâîáîäíûõ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ íà âåðõíèõ çíà÷åíèÿõ z
�
�1 .

1.3. Ìîäèôèêàöèè SF-ïîäõîäà À.Ä. Ðîÿ ñ ïîìîùüþ îäíîñòîðîííèõ ìåð

ðèñêà. Êàê îòìå÷àë Ã. Ìàðêîâèö â [3], íåäîñòàòêîì ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ

�( )x êàê ìåðû ðèñêà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â �( )x ó÷èòûâàþòñÿ (êàê ðèñêè) ñîáûòèÿ

ïðåâûøåíèÿ äîõîäíîñòè f x( , )� íàä ñðåäíèì çíà÷åíèåì � �( ) ( , )x Ef x� , êîòî-

ðûå ê ïîíÿòèþ ðèñêà îòíîøåíèÿ íå èìåþò. Î÷åâèäíî, ýòîò íåäîñòàòîê èìååò

ìåñòî è â àïïðîêñèìàöèîííîì ïîäõîäå À.Ä. Ðîÿ. Ïîýòîìó íàøå ïåðâîå óñîâåð-

øåíñòâîâàíèå ïîäõîäà À.Ä. Ðîÿ ñîñòîèò â çàìåíå ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ �( )x

íà äðóãèå, áîëåå òî÷íûå è àäåêâàòíûå îäíîñòîðîííèå (down side) ìåðû ðèñêà.

Ñëåäóÿ Ã. Ìàðêîâèöó [3], îïðåäåëèì ñòàíäàðòíîå ïîëóîòêëîíåíèå âíèç ñëó÷àé-

íîé äîõîäíîñòè f x( , )� îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ �( )x :

R x E x f x( ) ( ) max{ , ( ) ( , )}
�

� �� �0 . (8)
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Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ïðè u x� �( ):

P x f x u f x u

x f x

u ( ) { ( , ) } { ( , ) }

{ ( ) ( ,

� � � � � � �

� �

Pr Pr

Pr

� �

�

� �

� � �

� � �
�

) ( ) }

{max{ , ( ) ( , )} ( ) }

� � �

� � � � �

x u

x f x x uPr 0

� �

�

�

�

�

�

�

E x f x

x u

E x f x

x

r

r

r
max{ , ( ) ( , )}

( ( ) )

( ) ( , )

( ( )

0 � �

�

� �

� u r
)

, r � 0 . (9)

Òàêèì îáðàçîì,

P x
R x

x u
P xu u( )

( )

( )
( )

( )
�

�

�

�
�

�

, (10)

ïðè÷åì â ñèëó (9) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî P x P xu u
�

�( ) ( ) , ò.å. îöåíêà (10) ÿâ-

ëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé, ÷åì (2).

Ñëåäóÿ èäåå À.Ä. Ðîÿ [1], ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü âìåñòî âåðîÿòíîñòè P xu ( ) åå

âåðõíþþ îöåíêó (10). Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùèõ ïîäçàäà÷.

Ïîäçàäà÷à 3. Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû �
�

� �( , ( ))( )

*y u R y
�

òàêîé, ÷òî

R y R x
x X x y

( )

*

, ( )
( )( ) min ( )

�

�

�
�

� �

� �y u . (11)

Ïîäçàäà÷à 4. Íàõîæäåíèå êàñàòåëüíîé ê ýôôåêòèâíîé ãðàíèöå �
�

, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç òî÷êó ( , )0 u .

Âû÷èñëèòåëüíî çàäà÷à (11) îòëè÷àåòñÿ îò (3) òåì, ÷òî ôóíêöèîíàë R x( ) ( )
�

â (11) íå âûðàæàåòñÿ â çàìêíóòîì âèäå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû êîâàðèàöèè äîõîä-

íîñòåé àêòèâîâ, à òàêæå òåì, ÷òî R x( ) ( )
�

ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé ôóíêöèåé. Çàäà÷à (11)

îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ âûïóêëîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [25].

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ìîäèôèêàöèþ ïîäõîäà À.Ä. Ðîÿ. Ââåäåì �-êâàíòèëü

q x q f x q
�

� �( ) max{ : { ( , ) }� � �Pr } è ìåðó ðèñêà

R x
E q x f x

f x q x
q

�

� �

�

�

�

( )
max{ , ( ) ( , )}

{ ( , ) ( )
�

�

�

0

Pr }
,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì îäíîñòîðîííèì îòêëîíåíèåì (â ñòîðîíó ìåíüøèõ

çíà÷åíèé) îò �-êâàíòèëÿ q x
�

( ) . Ïðè q x u
�

( ) � â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà

àíàëîãè÷íî (9) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P x
E q x f x

q x u
u ( )

max{ , ( ) ( , )}

( )
�

�

�

� �

�

�0
. (12)

Ýòó îöåíêó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

P x
f x q x

q x u

E q x f x
u ( )

{ ( , ) ( )

( )

max{ , ( ) ( , )}
�

�

�

�Pr }� �
�

�

� �
0

Pr }{ ( , ) ( )

( )

( )f x q x

R x

q x u

q

�

�

� �

�

�

�

�

. (13)

×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ ìåäèàííàÿ îöåíêà ïðè � �1 2/ . Òåïåðü ïðîáëå-

ìà ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (13), êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,

ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ýôôåêòèâíîãî ôðîíòà r y R x y u
x X q x y

q( ) min ( ),
, ( )

� �




�




�

�

�
� �

�

�

è êàñàòåëüíîé ê íåìó, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ( , )0 u .

Îïèñàííûé àïïðîêñèìàöèîííûé ïîäõîä À.Ä. Ðîÿ è åãî ìîäèôèêàöèè ïîêà-

çûâàþò, êàê ñâÿçàíà SF-îïòèìèçàöèÿ ïîðòôåëÿ ñ òðàäèöèîííûìè è íåêîòîðûìè

íîâûìè îäíîñòîðîííèìè ìåðàìè ðèñêà. Îáîáùèì îïèñàííûå ìîäèôèêàöèè

àïïðîêñèìàöèîííîãî ïîäõîäà À.Ä. Ðîÿ.
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2. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ SF-ÏÎÄÕÎÄÀ À.Ä. ÐÎß Ê ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

ÔÈÍÀÍÑÎÂÎÃÎ ÏÎÐÒÔÅËß ÏÎ ÊÐÈÒÅÐÈÞ ÁÅÇÎÏÀÑÍÎÑÒÈ

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó R x E y f xy( ) ( ) max{ , ( , )}� �0 � . Àíàëîãè÷íî (9) ïðè ëþ-

áîì y u� èìååò ìåñòî îöåíêà

P x
E y f x

y u

R x

y u
u

y
( )

max{ , ( , )} ( )( )
�

�

�

�

�

�
�0

, (14)

ïîýòîìó

P x
R x

y u
u

y y u

y
( ) min

( )

{ : }

( )
�

��

. (15)

Î÷åâèäíî, îöåíêà (15) òî÷íåå îöåíîê (10), (12), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç áîëåå

ñëàáîé îöåíêè (14) ïóòåì ïîäñòàíîâêè ñîîòâåòñòâåííî y x� �( ) è y q x�
�

( ) .

Îöåíêà ñíèçó äëÿ P xu ( ) èìååò âèä

P x E I E I
u f x

u f x
u f x u f x u

( )
( , )

( , )
{ ( , ) } { ( , ) }

� �

�

�

�

� �
� � � �

�

�

�

�

�

�

�

� �

E u f x I

u f x

Ef x u

f x u

� �

� �

�

�

�

( ( , ))

min ( , )

( , )

{ : ( , ) }�

max{ , ( , )}

min ( , )
.

{ : ( , ) }

0 u f x

u f x
f x u

�

�

� �

�

�

� ��

Ñëåäóÿ À.Ä. Ðîþ [1], âìåñòî P xu ( ) áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü âåðõíþþ îöåí-

êó (15) ïî x X� è, êðîìå òîãî, íàëîæèì îãðàíè÷åíèå ñíèçó z x� �( ) íà ñðåäíþþ äî-

õîäíîñòü �( )x ïîðòôåëÿ x. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðàìè ( , )u z :

R x

y u

y

x y x X x z y u

( )

{( , ): , ( ) , }

( )
min

�

�

� � ��

. (16)

Ôàêòè÷åñêè â ýòîé ïîñòàíîâêå ïðèáëèæåííî ìèíèìèçèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòü êðè-

òè÷åñêîãî ïàäåíèÿ äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ ïðè îãðàíè÷åíèè ñíèçó íà åãî ñðåä-

íþþ äîõîäíîñòü. Î÷åâèäíî,

min
( )

min

min

{( , ): , ( ) , }

( ) ,

x y x X x z y u

y

y u

x XR x

y u� � � �

�

�

�

�

�( )
( ) ( )

min
( , )x z

y

y u

R x

y u

r y z

y u

�

��

�

�

,

ãäå ôóíêöèÿ ðèñêà èìååò âèä

r y z R x E
x X x z

y
x X x z

( , ) min ( ) min [ max{ ,
, ( )

( )
, ( )

� �

� � � �� �

�
0 y f x� ( , )}]� .

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî z ïîñòðîèì ýôôåêòèâíóþ ãðàíèöó

�

�

z
x X

r y z y R y f x� � �




�




�

�

�
� �

( ( , ), ) , min ( , )
,

2

�

� .

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóì â çàäà÷å (16) äîñòèãàåò-

ñÿ â òî÷êå ( ( , ), )
* * *r r y z y� êàñàíèÿ ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû �z ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç òî÷êó ( , )0 u è èìåþùåé ìèíèìàëüíûé óãîë íàêëîíà ïî îòíîøåíèþ ê âåð-

òèêàëüíîé îñè y (ðèñ. 1).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé äîõîäíîñòè f x( , )� âîãíóòà ïî x íà âû-

ïóêëîì ìíîæåñòâå X , òî max{ , ( , )}0 y f x� � âûïóêëà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ

( , )x y , à ôóíêöèÿ ìèíèìóìà r y R xz
x X x z

y( ) min ( )
, ( )

( )�

� ��

âûïóêëà è ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàåò ïî y . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà âîãíóòà ââåðõ ïî îòíîøåíèþ ê ãî-

ðèçîíòàëüíîé îñè r è ìîíîòîííà ïî r . Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîðòôåëü x òà-
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êîé, ÷òî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ

åãî äîõîäíîñòü f x( , )� áîëüøå u , òî çàäà-

÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíîé

ãðàíèöû r y R x
x X x z

y
( ) min ( )

, ( )
( )

�

� ��

, y u� ,

ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ñòîõàñòè÷åñ-

êîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò ðåøàòü-

ñÿ, íàïðèìåð, ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêèõ

êâàçèãðàäèåíòîâ [25]. Ñòîõàñòè÷åñêèé

ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè R y( ) ( )� èìååò âèä

g x
y x

y x

T

T
( , )

, ,

, ,

�
� �

� �

�

� � �

� �




�

�




�

0

0

ïðè ýòîì E g x R xy�
�( , ) ( )( )�� , ãäå �R xy( ) ( ) — ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

R( ) ( )
�

� â òî÷êå x .

Äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñîñòî-

èò â àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � äèñêðåò-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì ñî çíà÷åíèÿìè �
s

è âåðîÿòíîñòÿìè ps [26]. Òîãäà ìàòåìà-

òè÷åñêèå îæèäàíèÿ â R x E y f xy( ) ( ) max{ , ( , )}� �
�

�0 ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü

ñðåäíèì çíà÷åíèåì

R x p y f x
y

S
s

s

s

S

( )
( ) max{ , ( , )}� �

�

�
0

1

�

è âìåñòî íàõîæäåíèÿ r y z R x
x X x z

y( , ) min ( )
, ( )

( )�

� ��

ðåøàòü çàäà÷è

R x
y

S

x X x z
( )

, ( )

( ) min�

� ��

� �y u .

Â ñëó÷àå ýìïèðè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ñëó÷àéíûå òî÷êè { }�
s

ÿâëÿþòñÿ íå-

çàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè âåêòîðàìè (ñ òàêèì æå ðàñïðåäåëåíè-

åì, êàê ó âåêòîðà �), à p Ss �1/ .

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé f ( , )� � çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êóñî÷íî-ëè-

íåéíîé ôóíêöèè R x
y

S
( )

( ) ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

3. ÄÐÓÃÈÅ ÏÎÄÕÎÄÛ Ê ÁÅÇÎÏÀÑÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÔÈÍÀÍÑÎÂÎÃÎ ÏÎÐÒÔÅËß

3.1. Ìàêñèìèçàöèÿ äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ ïðè îãðàíè÷åíèè íà âåðîÿòíîñòü íåäî-

ïîëó÷åíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ ïðèáûëè. Ë. Òåëñåð [4] ðàññìîòðåë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

� �( ) ( , ) maxx Ef x x X� �
�

(17)

ïðè îãðàíè÷åíèè

P x P f x uu( ) ( ) { ( , ) }� � �
�

� � , (18)

ãäå f x( , )� — äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ x ñî ñëó÷àéíûì âåêòîðîì äîõîäíîñòåé � .

Îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîå âåðîÿòíîñòíîå îãðàíè÷åíèå (18) ìîæíî çàìåíèòü íà ýê-

âèâàëåíòíîå è òàêæå âåñüìà ñëîæíîå êâàíòèëüíîå îãðàíè÷åíèå q x u
�

( ) � . Äëÿ

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (17), (18) ïðèìåíèì âåðõíþþ àïïðîêñèìàöèþ

âåðîÿòíîñòè P xu( ) ( ) , çàìåíèâ âåðîÿòíîñòíîå îãðàíè÷åíèå (18) îäíèì èç áîëåå

ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèé:

à)
R x

x u

( ) ( )

( )

�

�

�

�

� , á)
�

�
�

�

R x

q x u

q ( )

( ) �
� , â) min

( )( )

y u

yR x

y u� �

� � . (19)

Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè ðèñêà r y z( , ) äëÿ z � 015.

y

r

0.2

0.1

0

�01.

�0 2.

�0 3.

�0 4.

�0 5.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1



Â ñëó÷àå à) ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàêñèìàëüíî óäàëåííîé îò

íà÷àëà êîîðäèíàò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû �
�

� �( ( ), )( )

*R y y u
�

ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ( , )0 u è èìåþùåé òàíãåíñ 1/ � óãëà íàêëîíà ê ãî-

ðèçîíòàëüíîé îñè.

Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñöåíàðèåâ � çàäà÷à (17), (18) ìîæåò áûòü ñâåäåíà

ê çàäà÷å ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî (áóëåâîãî) ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ ðàâíîâå-

ðîÿòíûõ ñöåíàðèåâ îãðàíè÷åíèå (18) îçíà÷àåò, ÷òî â äîïóñòèìîì ðåøåíèè x äîë-

æíî âûïîëíÿòüñÿ íå áîëåå ÷åì � | |� îãðàíè÷åíèé f x u( , )� � , ãäå | |� — îáùåå

÷èñëî ñöåíàðèåâ. Â äèñêðåòíîì ïðîãðàììèðîâàíèè èçâåñòåí ñïîñîá ñâåäåíèÿ òà-

êèõ çàäà÷ ê çàäà÷àì ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [27, ãë. 2, § 4].

Ïóñòü inf
x X

f x M
� �

� � � �	

,

( , )
�

�

�

. Êàæäîìó � �� ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áè-

íàðíóþ ïåðåìåííóþ z
�
�{ , }0 1 . Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Ef x x X z( , ) max , { { , }}�
�

�
� � 0 1 (20)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

p z
� �

�

�

�

�
�

�

, (21)

� � � �f x u M u z( , ) ( )�
�

, � �� . (22)

Ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷ (17), (18) è (20)–(22) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 ïðèëîæåíèÿ.

3.2. Ìèíèìèçàöèÿ äåíåæíîãî ðåçåðâà (VaR), ãàðàíòèðóþùåãî âûïîë-

íåíèå âåðîÿòíîñòíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà ñóììàðíûå äåíåæíûå ñðåäñòâà.

Êàòàîêà [5] ðàññìîòðåë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

v
x X v

�

�

min
,

,

P x P v f x uu v, ( ) { ( , ) }� � � �
�

� � . (23)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ìàêñèìèçàöèè êâàíòèëÿ

q x q f x q
x X

�
� �( ) max{ : { ( , ) } max� � � �

�

Pr } .

Àíàëîãè÷íî (19) âåðîÿòíîñòíîå îãðàíè÷åíèå (23) ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå

ñèëüíîå, èñïîëüçóÿ îöåíêè ñâåðõó äëÿ âåðîÿòíîñòè P xu v, ( ) . Íàïðèìåð, ðàññìîò-

ðèì çàäà÷ó

v
x X v

�

�

min
,

,

min
max{ , ( , )}

( )y u v

E y f x

y u v� �

�

� �

�

�
�

�

0
.

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî îïòèìóì â ïîñëåäíåé çàäà÷å

äîñòèãàåòñÿ íà ïîðòôåëå x *
, ñîîòâåòñòâóþùåì òî÷êå ( , )

* *r y ýôôåêòèâíîé

ãðàíèöû �

0 2
� � � �




�




�

�

��

( , ) : ( ) min ( ),( )r y R r y R x y u
x X

y òàêîé, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê

ãðàíèöå �

0
èìååò òàíãåíñ 1/ � óãëà íàêëîíà ê ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ïðè ýòîì

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê v u r y* * *
/� � �� .

3.3. Îïòèìèçàöèÿ ïîðòôåëÿ êàê çàäà÷à ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé îïòèìèçàöèè.

Â ðàáîòå [7] ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé îïòèìèçàöèè:

( ( ), ( )) max,� �
�u x Xx x �

�

Lex ,

ãäå

�

� � ��

�

�u x
f x u f x u

f x
, ( )

{ ( , ) { ( , )

, { ( , )

�

� � � �

�

1

1

Pr }, Pr }

Pr u} �




�

�




� �.
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Ïðè ýòîì ïîäõîäå ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ çàäà÷à

Pr }{ ( , ) minf x u
x X

� � �

�

,

è åñëè îíà èìååò äîïóñòèìîå ðåøåíèå x *
òàêîå, ÷òî Pr }{ ( , )

*f x u� �� � , òî

çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à

�( ) minx
x X

�

�

,

Pr }{ ( , )f x u� �� � .

Â ýòîì ïîäõîäå âåðîÿòíîñòè Pr }{ ( , )f x u� � òàêæå ìîæíî çàìåíèòü íà èõ

âåðõíèå îöåíêè (10), (12), (15).

Äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôèíàíñîâîãî ïîðòôåëÿ íà

îñíîâå êðèòåðèåâ áåçîïàñíîñòè ìîæíî íàéòè â [28].

4. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Ñðàâíèì íà ÷èñëåííîì ïðèìåðå, âçÿòîì èç [3], ðåøåíèÿ çàäà÷è SF-îïòèìèçàöèè

ôèíàíñîâîãî ïîðòôåëÿ ïî îðèãèíàëüíîìó (ðàçä. 1.1) è ìîäèôèöèðîâàííîìó

(ðàçä. 2) ìåòîäó À.Ä. Ðîÿ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì

âåòâåé è ãðàíèö (ðàçä. 1.2). Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ïîðòôåëü ñîñòîèò èç

äåâÿòè ïîçèöèé – àêöèé äåâÿòè êðóïíûõ àìåðèêàíñêèõ êîìïàíèé, ãîäîâûå äî-

õîäíîñòè êîòîðûõ çà 18 ëåò (1937–1954) ïðèâåäåíû â [3, òàáë.1, ñ. 13]. Òàêèì

îáðàçîì, âåêòîðû x è � èìåþò ïî äåâÿòü êîìïîíåíò, à ìíîæåñòâî (ðàâíîâåðîÿò-

íûõ) ñöåíàðèåâ � ñîäåðæèò 18 ýëåìåíòîâ (âåêòîðîâ-ñòðîê èç òàáë. 1).

Íà ðèñ. 1 äëÿ ñðåäíåé äîõîäíîñòè z � 015. ïðåäñòàâëåíû ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà

�0 15

2
015 0 477. {( ( , . ), ) , . }� � � �r y y R y èç ðàçä. 2, à òàêæå êàñàòåëüíàÿ ê íåé, ïðîõî-

äÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ( , . )0 007u � � , ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìàëüíîìó ïîðòôåëþ ñ

u � �007. . Êàñàíèå ïðîèñõîäèò â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè ( . , . )00252 00352 , êîòîðîé ñî-

îòâåòñòâóåò îïòèìàëüíûé ïîðòôåëü x *
( , , . , , . , , . , , . )� 0 0 03951 0 02151 0 03846 0 00052 .

Íà ðèñ. 2 äëÿ ñðåäíåé äîõîäíîñòè z � 01. ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè òî÷íîé

ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè

�( ) min { ( , )
, ( )

u f x u
x X x z

� �

� ��

�Pr } ,
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Ò à á ë è ö à 1

Ãîä

Ãîäîâûå äîõîäíîñòè àêöèé êîìïàíèé

Am.T. A.T. &T. U.S.S. G.M. A.T.& Sfe C.C. Bdn. Frstn. S.S.

1937 �0,305 �0,173 �0,318 �0,477 �0,457 �0,065 �0,319 �0,400 �0,435

1938 0,513 0,098 0,285 0,714 0,107 0,238 0,076 0,336 0,238

1939 0,055 0,200 �0,047 0,165 �0,424 �0,078 0,381 �0,093 �0,295

1940 �0,126 0,030 0,104 �0,043 �0,189 �0,077 �0,051 �0,090 �0,036

1941 �0,280 �0,183 �0,171 �0,277 0,637 �0,187 0,087 �0,400 �0,240

1942 �0,003 0,067 �0,039 0,476 0,865 0,156 0,262 1,113 0,126

1543 0,428 0,300 0,149 0,225 0,313 0,351 0,341 0,580 0,639

1944 0,192 0,103 0,260 0,290 0,637 0,233 0,227 0,473 0,282

1945 0,446 0,216 0,419 0,216 0,373 0,349 0,352 0,229 0,578

1946 �0,088 �0,046 �0,078 �0,272 �0,037 �0,209 0,153 �0,126 0,289

1947 �0,127 �0,071 0,169 0,144 0,026 0,355 �0,099 0,009 0,184

1948 �0,015 0,056 �0,035 0,107 0,153 �0,231 0,038 0,000 0,114

1949 0,305 0,038 0,133 0,321 0,067 0,246 0,273 0,223 �0,222

1950 �0,096 0,089 0,732 0,305 0,579 �0,248 0,091 0,650 0,327

1951 0,016 0,090 0,021 0,195 0,040 �0,064 0,054 �0,131 0,333

1952 0,128 0,083 0,131 0,390 0,434 0,079 0,109 0,175 0,062

1953 �0,010 0,035 0,006 �0,072 �0,027 0,067 0,210 �0,084 �0,048

1954 0,154 0,176 0,908 0,715 0,469 0,077 0,112 0,756 0,185



åå àïïðîêñèìàöèè À.Ä. Ðîÿ

�( ) min [ ( ) / ( ( ) ) ]
, ( )

u x x u
x X x z

� �

� ��

� �
2 2

è óëó÷øåííîé îöåíêè èç ðàçä. 2

~
( ) min[ ( , ) / ( )]� u r y z y u

y u
� �

�

,

ãäå

r y z E y f x
x X x z

( , ) min max{ , ( , )}.
, ( )

� �

� ��

�
�0

Äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà

ñðåäíåé äîõîäíîñòè z êàðòèíà àíàëîãè÷-

íà; ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà z êðèâûå

ñìåùàþòñÿ âïðàâî, ïðè óâåëè÷åíèè – âëåâî. Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò,

÷òî àïïðîêñèìàöèÿ À.Ä. Ðîÿ �( )u ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé îöåíêîé ôóíêöèè �( )u âî

âñåì äèàïàçîíå çíà÷åíèé u . Óëó÷øåííàÿ îöåíêà
~

( )� u íàìíîãî òî÷íåå, íî ìîæåò

ïðèìåíÿòüñÿ òîëüêî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé u . Äëÿ êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ

u � �0 1. è ñðåäíåé äîõîäíîñòè z � 0 1. â òàáë. 2 ïðèâåäåíà ñòðóêòóðà îïòèìàëüíûõ

ïîðòôåëåé, íàéäåííûõ ïî ìåòîäèêå Ã. Ìàðêîâèöà (äëÿ ñðåäíåé äîõîäíîñòè z � 0 1. ),

À.Ä. Ðîÿ (ðàçä. 1.1), ïðèáëèæåííîé (ðàçä. 2) è òî÷íîé SF-ìåòîäèêå (ðàçä. 1.2).

Õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíûõ ïîðòôåëåé èç òàáë. 2 ïðèâåäåíû â òàáë. 3, ãäå

x xi

i

n

0

1

1� �

�

�
, P

�

�0 1. ( ) è P0 ( )� – âåðîÿòíîñòè äîõîäíîñòåé ïîðòôåëÿ, ìåíüøèõ ñî-

îòâåòñòâåííî �0 1. è 0, �( )� – ñðåäíÿÿ äîõîäíîñòü, �( )� – ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå

äîõîäíîñòè.

Èç òàáë. 2, 3 ñäåëàåì ñëåäóþùèå âûâîäû. Ïåðâûå äâà ïîðòôåëÿ Ìàðêîâèöà è

Ðîÿ ìàëî îòëè÷àþòñÿ. Ñòðóêòóðà òðåòüåãî ïðèáëèæåííîãî SF-îïòèìàëüíîãî ïî-

ðòôåëÿ ïîäîáíà ñòðóêòóðå ïîðòôåëåé Ìàðêîâèöà è Ðîÿ, íî ýòîò ïîðòôåëü ÿâëÿåòñÿ

áîëåå áåçîïàñíûì, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü P0 00556� . îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé äî-

õîäíîñòè ó íåãî ìåíüøå. ×åòâåðòûé SF-îïòèìàëüíûé ïîðòôåëü çíà÷èòåëüíî îòëè-
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Ðèñ. 2. Ãðàôèê âåðîÿòíîñòè �( )u è åå îöåíîê

äëÿ z � 0 1.

�

u

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

�0 5. �0 4. �0 3. �0 2. �0 1. 0 0.1 0.2

Ò à á ë è ö à 2

Ìåòîäèêà

Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíûõ ïîðòôåëåé

Am.T.
A.T.

&T.
U.S.S. G.M.

A.T. &

Sfe
C.C. Bdn. Frstn. S.S.

Ìàðêîâèö 0 0 0.1152 0.0226 0.084 0 0.4907 0 0

Ðîé 0 0 0.1154 0.0226 0.0841 0 0.4913 0 0

Ïðèáëèæåííàÿ SF 0 0 0.3534 0 0.0769 0.0015 0.2590 0 0

Òî÷íàÿ SF 0.0582 0.0708 0.0417 0.0869 0.1354 0.0577 0.1843 0.2154 0.0943

Ò à á ë è ö à 3

Ìåòîäèêà

Õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíûõ ïîðòôåëåé

x0 �

~
� � P

�

�0 1. ( ) P0 ( )� �( )� � ( )�

Ìàðêîâèö 0.2875 – – – 0.0556 0.1667 0.1 0.1174

Ðîé 0.2867 0.3448 – – 0.0556 0.1667 0.1001 0.1175

Ïðèáëèæåííàÿ SF 0 – 0.122 – 0.0556 0.0556 0.1 0.1362

Òî÷íàÿ SF 0.0552 – – 0.0556 0.0556 0.0556 0.1323 0.2044



÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ: îí áîëåå äèâåðñèôèöèðîâàí, áîëåå áåçîïàñåí, èìååò áîëü-

øóþ ñðåäíþþ äîõîäíîñòü, íî ìåíåå ñôîêóñèðîâàí âîêðóã ñðåäíåé äîõîäíîñòè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå óñîâåðøåíñòâîâàí ïîäõîä À.Ä. Ðîÿ [1] ê áåçîïàñíîé

(Safety First) îïòèìèçàöèè ôèíàíñîâûõ ïîðòôåëåé. Â äàííîì ïîäõîäå ìèíèìè-

çèðóåòñÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ïàäåíèÿ äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ ïðè

îãðàíè÷åíèè ñíèçó íà åãî ñðåäíþþ äîõîäíîñòü. Ïîäõîäû À.Ä. Ðîÿ è Ã. Ìàð-

êîâèöà ê îïòèìèçàöèè ôèíàíñîâîãî ïîðòôåëÿ äîñòàòî÷íî áëèçêè è ðàçëè÷àþò-

ñÿ òîëüêî ñïîñîáîì âûáîðà òî÷êè íà îäíîé è òîé æå ýôôåêòèâíîé ãðàíèöå

â ïëîñêîñòè äîõîäíîñòü – ðèñê (äèñïåðñèÿ äîõîäíîñòè). Â äàííîé ñòàòüå,

âî-ïåðâûõ, óëó÷øåíà îöåíêà ðèñêà íåãàòèâíûõ äîõîäíîñòåé ïîðòôåëÿ ñ ïî-

ìîùüþ îäíîñòîðîííèõ ïîðîãîâûõ ìåð ðèñêà. Ïîèñê îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ

ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ è àíàëèçó íîâîãî ýôôåêòèâíîãî ôðîíòà ïîðòôåëåé

â ïëîñêîñòè ïîðîã – ïîðîãîâàÿ ìåðà ðèñêà. Ïîñòðîåíèå ýòîãî ýôôåêòèâíîãî

ôðîíòà ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷ âûïóêëîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ — ìèíèìèçàöèè ïîðîãîâûõ ìåð ðèñêà. Îïòèìàëüíûé áåçîïàñíûé ïîðò-

ôåëü íàõîäèòñÿ ïðîñòûì è ýëåãàíòíûì ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì À.Ä. Ðîÿ.

Âî-âòîðûõ, äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñöåíàðèåâ äîõîäíîñòè çàäà÷à âûáî-

ðà áåçîïàñíîãî ïîðòôåëÿ ñâåäåíà ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ÷àñòè÷íî áóëåâîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, â êîòîðîé íåïðåðûâíûå ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì ïî-

ðòôåëÿ, à ÷èñëî áóëåâûõ êîìïîíåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñöåíàðèåâ. Çàäà÷à ðå-

øàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö. Òåîðåòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ è

âûâîäû ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ÷èñëåííîì ïðèìåðå ïîèñêà áåçîïàñíîãî ïîðòôåëÿ

ñ äåâÿòüþ êîìïîíåíòàìè è âîñåìíàäöàòüþ ñöåíàðèÿìè äîõîäíîñòè.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ. ÑÂÅÄÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ñ ÊÎÍÅ×ÍÛÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ ÑÖÅÍÀÐÈÅÂ Ê ÇÀÄÀ×Å ÑÌÅØÀÍÍÎÃÎ

ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð � â (1) ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � ñ âåðîÿòíîñòÿìè

p
�

�, �� . Îáîçíà÷èì P x p Ik f xk
( )

{ ( , ) }
�

�

�

� � �

�

0

�

, k K� 1,... , , ãäå I f xk{ ( , ) }� �0
— èíäèêàòîðíàÿ

ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ { ( , ) }f xk � � 0 , ò.å. I f xk{ ( , ) }� �

�

0
1 , åñëè f xk ( , )� � 0 , è I f xk{ ( , ) }� �

�

0
0 â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå. Ôóíêöèÿ P xk ( ) èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ { ( , ) }f xk � � 0 . Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

G x P x P xK
x X

0 1
( , ( ),... , ( )) min�

�

, (24)

G x P x P xj K( , ( ),... , ( ))
1

0� , j m� 1,... , , (25)

ãäå ôóíêöèè G xj K( , )� �
1
� �� , j m� 0 1, , ... , , ìîíîòîííû (íå óáûâàþò) ïî àðãóìåíòàì

� �
1

0 0� �,... , K , X — êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè çàäà÷è (24), (25) ÿâëÿþòñÿ

çàäà÷à îïòèìèçàöèè âåðîÿòíîñòåé è çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ âåðîÿòíîñòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Äàëåå

ñâåäåì çàäà÷ó (24), (25) ê çàäà÷å ñìåøàííîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

inf
x X

k kf x M
�

� � ��	( , )�
�

.

Ââåäåì ïåðåìåííûå zk�
�{ , }0 1 , z zk k� �{ , }

�
� � è ëèíåéíûå áóëåâû ôóíêöèè

p x z p zk k k( , ) �

�

� � �

� �

. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

G x p x z p x zK K
x X z k

0 1 1
( , ( , ),... , ( , )) min

, { }

�

�
�

, (26)

G x p x z p x zj K K( , ( , ),... , ( , ))
1 1

0� , j m� 1,... , , (27)

� �f x M zk k k( , )�
� �

, zk�
�{ , }0 1 , ��� , k K� 1,... , . (28)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî X êîìïàêòíî, à � – êîíå÷íî; ôóíêöèè fk ( , )� � íåïðåðûâíû äëÿ

ëþáîãî ��� ; ôóíêöèè G xj K( , )� �
1
� �� íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ è ìîíîòîííû

(íå óáûâàþò) ïî � ��� �� K ; inf
x X

k kf x M
�

� � ��	( , )�
�

, Mk�
�0 . Òîãäà çàäà÷è (4) è (5), (7)

ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò è îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé
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ñîâïàäàþò. Ïðè ýòîì åñëè x*
— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (24), (25), òî ( , { })

* *

{ ( , ) }
*x z Ik f xk

� �
�

�0
—

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (26)–(28), è íàîáîðîò, åñëè ( , { })
* *x zk�

— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è

(26)–(28), òî x*
— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (24), (25).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ (24), (25) è (26)–(28) ñîãëàñíî

[29, ñ. 131], ò.å. ïîêàæåì, ÷òî îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ îäíîâðåìåííî ñóùåñòâóþò èëè íå ñóùåñòâóþò,

óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè è äîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ

ðåøåíèé îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ñîâïàäàþò. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óêàçàòü äëÿ êàæäîé

äîïóñòèìîé òî÷êè îäíîé çàäà÷è äîïóñòèìóþ òî÷êó äðóãîé ñ íå áo' ëüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè.

Ïóñòü ( , { })x zk�
— äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (26)–(28). Åñëè f xk ( , )� � 0 , òî èç (28) ñëåäóåò,

÷òî zk�
� 1 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (28) íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèé íà zk�

�{ , }0 1 . Òàêèì îáðàçîì,

�  

p x z p z p I P xk k k f x kk
( , ) ( )

( , )
� � �

�

�

�

� �� �

�

� �

�� �

0
,

è â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé G xj K( , )� �
1
� �� ïî àðãóìåíòàì � �

1
0 0� �,... , K èìååò ìåñòî

G x p x z p x z G x P x P xj K K j K( , ( , ),... , ( , )) ( , ( ),... , ( ))
1 1 1

� .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ ( , { })x zk�
çàäà÷è (26)–(28) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

äîïóñòèìîå ðåøåíèå x çàäà÷è (24), (25) ñ íå áo' ëüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè

G x P x P x G x p x z p x zK K K0 1 0 1 1
( , ( ),... , ( )) ( , ( , ),... , ( , ))� .

Íàîáîðîò, ïóñòü x — ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (24), (25). Âû÷èñëèì

�  

z Ik f xk� �
�

�( , ) 0
äëÿ âñåõ k è � . Î÷åâèäíî, ÷òî

G x P x P x G x p x z p x zj K j K K( , ( ),... , ( )) ( , ( , ),... , ( , ))
1 1 1

� .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ x çàäà÷è (24), (25) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äîïóñòèìîå

ðåøåíèå ( , { })
{ ( , ) }

x z Ik f xk� �
�

�0
çàäà÷è (26)–(28) ñ íå áo' ëüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷è (24), (25) è (26)–(28) îäíîâðåìåííî ëèáî èìåþò, ëèáî íå èìåþò

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû â çàäà÷å (24), (25) ôóíêöèè I f xk{ ( , ) }� �0
, G x P x P x

j K( , ( ),... , ( ))
1

, j m� 0 1, ,... , ,

ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó, à ìíîæåñòâî X êîìïàêòíî. Ïîýòîìó åñëè äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (24), (25)

ñóùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò è åå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x*
. Â çàäà÷å (26)–(28) ôóíêöèè

( ( , ) )f x M zk k k�
� �

� è G x p x z p x z
j K K( , ( , ),... , ( , ))

1 1
íåïðåðûâíû, à ìíîæåñòâî X è ìíîæåñòâî

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé { }zk�
êîìïàêòíû. Ïîýòîìó åñëè äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (26)–(28) ñóùåñòâóåò,

òî ñóùåñòâóåò è åå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ( , { })
* *x zk�

. Îòñþäà â ñèëó óñòàíîâëåííîãî ñîîòâåòñòâèÿ

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé x x z Ik f xk
! �

�

( , { })
{ ( , ) }� � 0

ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå äîïóñòèìîñòè çàäà÷ (24), (25) è

(26)–(28) îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ èõ öåëåâûõ ôóíêöèé ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, åñëè x*
— îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå çàäà÷è (24), (25), òî ( , )
* *

{ ( , ) }
*x z Ik f xk

� �
�

�0
— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (26)–(28).

Íàîáîðîò, åñëè ( , { })
* *x zk�

– îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (26)–(28), òî x*
— îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

çàäà÷è (24), (25). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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