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Н.Н. Сальников, С.В. Сирик, В.К. Белошапкин 
О построении конечномерных математических моделей для двумерных процессов 
магнитной гидродинамики с использованием метода Петрова–Галеркина 

Описано применение метода конечных элементов Петрова–Галеркина к интегрированию двумерных уравнений магнитной 
гидродинамики и рассмотрен соответствующий выбор весовых функций. Предложен способ выбора стабилизирующих пара-
метров весовых функций, обеспечивающий устойчивость счета. 
The application of finite element Petrov–Galerkin method for solving two-dimensional magnetohydrodynamic equations and the ap-
propriate choice of the weighting functions are defined. The method of choosing the stabilizational parameters that suppresses spurious 
oscillations in the numerical solution is proposed. 
Описано застосування методу скінченних елементів Петрова–Гальоркіна до інтегрування двовимірних рівнянь магнітної гід-
родинаміки та розглянуто відповідний вибір вагових функцій. Запропоновано спосіб вибору стабілізуючих параметрів вагових 
функцій, що забезпечує стійкість розрахунків. 
 

Введение. В настоящее время метод Петрова–
Галеркина (МПГ) [1, 2] в форме метода конеч-
ных элементов (МКЭ) – один из наиболее уни-
версальных методов построения численных схем 
для решения задач математической физики. При 
использовании МПГ для расчета задач с доми-
нированием конвективных процессов одним из 
ключевых вопросов есть корректный выбор ве-
совых функций МПГ, предотвращающий появ-
ление в численном решении нефизических ос-
цилляций и неустойчивостей, и обеспечиваю-
щий стабилизацию численного решения при со-
хранении приемлемой точности численного ре-
шения. В работе [3] предложен вариант выбора 
весовых функций МПГ для интегрирования од-
но- и двумерных задач конвекции–диффузии. 
Данные весовые функции и их многомерные 
обобщения впоследствии успешно применялись 
для численного решения различных нестацио-
нарных задач конвекции–диффузии (в том числе 
и в тех случаях, когда скорость в конвективном 
слагаемом с течением времени резко изменяется 
как по величине, так и по направлению), а также 
некоторых нелинейных уравнений [4, 5]. Стро-
гий анализ предложений [3] для одномерного 
случая проведен в [6]. Эти весовые функции 
(точнее, их частные случаи, когда на каждом 
элементе разбиения весовая функция квадратич-
на) применяются для интегрирования системы 
уравнений магнитной гидродинамики (МГД) [7–

11]. Предложен метод выбора стабилизирующих 
параметров в таких весовых функциях, реали-
зующий идею «адаптивности» [4, 5] (возможно-
сти подстраивать их под эволюционирующее во 
времени решение для обеспечения устойчивости 
счета). Положения статьи проиллюстрированы 
численным примером. Отметим, что система 
уравнений МГД служит корректным математи-
ческим описанием для многих задач динамики 
плазмы [7–9] и представляет собой комбинацию 
из системы уравнений гидродинамики и уравне-
ний Максвелла. Уравнения МГД представляют 
собой нелинейную систему дифференциальных 
уравнений в частных производных, решения ко-
торой даже в простых частных случаях, как пра-
вило, затруднительно или невозможно найти 
аналитически, потому для нахождения ее реше-
ний следует применять численные методы [12]. 

Система уравнений МГД 
Система уравнений МГД в системе СИ (в 

эйлеровых координатах [7]) в предположении 
адиабатичности исследуемых процессов и бес-
конечной проводимости среды (что оправдано 
для большинства реальных процессов и важ-
ных для практики моментов, к примеру, в слу-
чае солнечной плазмы [11]) состоит из уравне-
ний [7–12] 
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где  – плотность среды, p – давление, u  – век-
тор скорости, B


 – вектор магнитной индукции, 

  – коэффициент вязкости,  – показатель адиа-
баты, 0 – магнитная проницаемость вакуума. 
Система (1) – (4) описывает многие явления в 
космической плазме (в нерелятивистском при-
ближении) [9, 10]. Рассмотрим ее в декартовых 
координатах. Для выделения отдельного ре-
шения к системе (1)–(4) следует присоединить 
начальные и граничные условия [13]. 

Из системы (1) – (4) можно получать отдель-
ные системы уравнений, описывающие те или 
иные характерные примеры распространения 
возмущений в плазме. Рассмотрим двумерный 
(по пространственным координатам) случай, при 
котором все величины, характеризирующие 
плазму, не зависят от одной пространственной 
координаты, например z, и не имеют соответст-
вующей z-компоненты (в случае векторных ве-
личин). Тогда все частные производные по z то-
ждественно равны нулю, а векторы скорости и 
магнитной индукции равны 

( , , ) ( , , ) 0x x y y zB B t x y e B t x y e e   
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(здесь xe , ye , ze  – единичные орт-векторы по 
соответствующим осям). При сделанных до-
пущениях в координатной записи система (1) –
 (4) выглядит так: 
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Для упрощения выкладок будем считать, 
что   и  – константы. 

Построение численного решения и выбор 
стабилизирующих параметров в весовых 
функциях 

Предполагается, что задано разбиение (три-
ангуляция) [14] замкнутого множества   R2 
(области изменения пространственных пере-
менных x и y), где определена начально-кра-
евая задача, на треугольные подмножества 
(элементы), характеризуемое вершинами (уз-
лами) этого множества. Множество номеров 
этих узлов обозначим символом I, таким обра-
зом, каждый индекс i  I однозначно соответ-
ствует некоторому узлу (xi, yi). Узел, в котором 
задано значение решения отдельного уравне-
ния (т.е. задано граничное условие типа Ди-
рихле [13]), будем называть граничным для 
данного уравнения, в противном случае узел 
называется внутренним (для данного уравне-
ния). Считаем, что каждому узлу j  I разбие-
ния соответствует непрерывная кусочно-линей-
ная финитная базисная функция Nj(x, y), равная 
единице в данном узле и нулю во всех осталь-
ных узлах, (см. подробно конструкцию базис-
ных функций в [14]), и каждому внутреннему 
узлу i соответствует весовая функция Wi(x, y) 
(конструкция весовых функций описана ниже). 

Решение системы (5)–(10) аппроксимируем 
соответствующими приближенными величи-
нами ~ , p~ , xB~ , yB~ , xu~ , yu~  в виде конечных 
сумм с неопределенными коэффициентами по 
системе {Nj(x, y)}j  I  базисных функций: 
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В соответствии с процедурой МПГ [1–3], 
умножим каждое из равенств (5) – (10) на ве-
совую функцию Wi, соответствующую узлу i, и 
проинтегрируем по множеству . Подставляя 
выражения для ~ , p~ , xB~ , yB~ , xu~ , yu~  в полу-
чившиеся тождества, получим следующую 
полудискретную аппроксимацию – систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
(СОДУ) для определения неизвестных коэф-
фициентов разложений: 
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а величины xuf , yuf  – слагаемые, которые по-
лучаются после применения ко вторым произ-
водным многомерных формул интегрирования 
по частям [5]. Заметим, что в каждом из уравне-
ний (11) – (16) индекс i  приобретает значения, 
соответствующие внутренним узлам сетки для 
каждого из уравнений (таким образом, в об-
щем случае, для различных уравнений диапа-
зоны изменения индекса i  тоже могут быть 
различными. Учет начальных и граничных ус-
ловий различных видов в полудискретных ап-
проксимациях, получаемых МПГ, достаточно 
подробно описан в [4, 5]. 

В качестве весовых функций iW  используем 
функции, предложенные в [3]. Обозначим че-
рез )(i  многоугольник, образованный объе-
динением тех элементов k , для которых узел 
i  – одна из вершин. Множество )(i  – носи-
тель для функции iN , а также для функции iW , 
которая определяется следующим образом [3]:  
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где Ki ― множество номеров узлов k, каждый 
из которых соединен одним ребром с узлом i, 
i,k ― настроечный (стабилизирующий) чи-
словой параметр, соответствующий ребру (i, k) 
и позволяющий регулировать изгиб весовой 
функции на нем, а также менять форму функ-
ции Wi. Формулы для его вычисления приве-
дены ниже. Носителем функции W(i,k) есть объ-
единение элементов  j и j , для которых 
ребро (i,k) – общее, она непрерывна на R2 и 
квадратична на каждом из элементов  j и j . 
В узлах i и k функция W(i,k) равна нулю, в сере-
дине ребра (i, k) принимает значение, равное 
(– 0,75). Способ построения функции W(i,k) под-
робно описан в [3]. Анализ устойчивости и схо-
димости численных аппроксимаций МПГ при 
использовании таких функций (и других, более 
сложных кусочно-полиномиальных весовых 
функций) приводится в [6]. 

Рассмотрим вопрос выбора параметров {i,k} 
в формуле (17), определяющих величину и на-
правление изгиба весовой функции Wi на реб-
рах разбиения. Следует отметить, что коррект-
ный выбор параметров изгиба – весьма важ-
ный этап при построении схемы интегрирова-
ния, так как путем надлежащего выбора пара-
метров можно добиться отсутствия неустойчи-
востей и нефизических осцилляций [1, 2] и на-
оборот, разрушить численное решение при их 
неправильном выборе. В случае когда все па-
раметры i,k тождественно равны нулю, из (17) 
получаем Wi = Ni, что соответствует стандарт-
ному (классическому) методу Галеркина, ко-
торый в задачах с доминирующей конвекцией 
может давать неустойчивые осциллирующие 
результаты [1, 2]. Выбирая весовую функцию с 
бóльшим весом со стороны набегающего пото-
ка в пределах носителя весовой функции, по-
добно применению разности против потока, 
можно добиться устойчивости в получаемых 
численных решениях задач с преобладающей 
конвекцией [1–3]. 

На (n + 1))-м шаге интегрирования системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

(СОДУ) (11) – (16), стабилизирующие парамет-
ры i,k весовой функции (17), зададим в виде 
[4, 5] 
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вектор скорости yyxx eueuu  ~~~   в узле i на пре-
дыдущем n-м шаге интегрирования СОДУ. В 
более общем случае, в качестве )(nu  также 
можно взять взвешенное среднее данных век-
торов в узлах i и k. С помощью выбора коэф-
фициента   можно регулировать уровень вво-
димой в расчетную схему искусственной вяз-
кости – чем меньше значение  , тем большей 
будет искусственная вязкость (соответствен-
но, когда   стремится к нулю справа, и учи-
тывая что 1)(lim 


, получаем ( 1)

,
n

i k
   

= ( 1) ( )
, ,sign( )n n
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 ). Обычно, в большинстве 

случаев, для устранения нефизических осцилля-
ций выбор   в виде   оказывается вполне 
достаточным. Параметр )1(

,
 n

ki  – некоторая кон-
станта, увеличение или уменьшение которой 
приводит соответственно к (линейному) увели-
чению или уменьшению вводимой в численную 
схему искусственной диссипации [4, 5]. Когда ее 
значение равно единице, формула (18) перехо-
дит в выражение, которое для стационарного 
линейного одномерного уравнения конвекции–
диффузии обеспечивает совпадение численно 
точного решения в узлах сетки [2]; увеличение 
этой константы может понадобиться при воз-
никновении в решении больших градиентов и 
соответствующих тонких слоев, в которых чис-
ленное решение начинает осциллировать. При 

0)1(
,  n
ki , по определению, получается класси-

ческий метод Галеркина. Геометрическая интер-
претация подобного выбора стабилизационных 
параметров описана в [5]. Отметим также, что 
для каждого из уравнений (11) – (16) коэффици-
енты   и )1(

,
 n

ki  могут быть индивидуальными. 
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Оптимизация использования памяти ком-
пьютера при проведении расчетов 

В процессе вычислений возникает необхо-
димость хранения в памяти двумерных {Dij}, 

}{ x
ijD , }{ y

ijD , }{ xx
ijD , }{ yy

ijD , трехмерных }{ ijkT , 

}{ x
ijkT , }{ y

ijkT  и четырехмерных массивов (мно-

гомерных матриц) }{ x
ijlkQ , }{ y

ijlkQ . Поскольку 
базисные и весовые функции финитны, данные 
массивы разрежены. Отметим, что степень их 
разреженности зависит от способа нумерации 
узлов. К примеру, чтобы определить ширину 
полосы матрицы {Dij} (обозначим данную ши-
рину буквой W), нужно для каждого элемента 
найти модуль максимальной разности между 
номерами узлов в элементе, а потом взять мак-
симальный из этих модулей (по всем элемен-
там). Потому следует стремиться провести ну-
мерацию узлов так, чтобы минимизировать W  
[14]. Кроме того, массив {Ti j k} симметричен по 
индексам j и k, а массивы }{ x

ijlkQ , }{ y
ijlkQ  – по 

индексам j и l, что также позволяет экономить 
память. Важность экономии памяти иллюстри-
рует следующий пример. Пусть, например, для 
сохранения числа с плавающей запятой ис-
пользуется тип данных, занимающий в памяти 
10 байт (таким, к примеру, будет Delphi-тип 
extended для хранения вещественных чисел с 
повышенной точностью). Возьмем по 10 то-
чек на каждой стороне двумерной прямо-
угольной области  , т.е. имеется разбиение 
области 10  10. Тогда количество базисных 
функций будет равняться 100. Для хранения 
упомянутых массивов в памяти необходимо 

4 3 2(2 100 3 100 3 100 ) 10       2030500000 байт 
или же около 1936 мегабайт. Таким образом, 
можно непосредственно убедиться, что для срав-
нительно небольшого разбиения области (всего 
10 на 10) объем необходимой памяти непропор-
ционально большой – около двух гигабайт. 

Рассмотрим сначала ситуацию, когда ис-
пользуется МКЭ Галеркина (наборы базисных 
и весовых функций совпадают) – именно этот 
случай позволяет продемонстрировать макси-
мальный уровень экономии памяти (вследствие 

полной симметричности интегралов от произ-
ведений базисных и весовых функций и их 
производных). Поскольку в таком случае мат-
рица {Dij} симметрична, то достаточно сохра-
нять величины {Dij} только при i  j, т.е. эле-
менты, что лежат не выше главной диагонали. 
Но указанная «половина» матрицы {Dij} (при 
i  j) все еще содержит много нулей, сохранять 
которые в целях экономии памяти не следует. 
Для устранения данного недостатка следует 
воспользоваться величиной W  и сохранять в 
памяти только ту часть (обозначим ее D~ ) по-
лосы, что находится не выше главной диагона-
ли {Di j}. На программном уровне это легко 
реализовать, например, с использованием тех-
нологии указателей [15], позволяющей органи-
зовывать динамические массивы переменной 
длины. Таким образом, вместо матрицы {Dij} 
достаточно сохранять матрицу D~ . Отметим, что 
различные строки данной матрицы в общем 
случае имеют различную длину, что может 
привести к нарушению естественного соответ-
ствия между номерами базисных функций и 
номерами элементов матрицы (поскольку в 
большинстве сред программирования нумера-
ция элементов динамических массивов начи-
нается с нуля. 

Для разрешения данной проблемы поступим 
следующим образом. Введем функцию цело-

численного аргумента Low: 












0,
0,0

)(
ii
i

iLow . 

Определим также вспомогательный целочис-
ленный массив LowO равенством LowO[i] = 
LowO(i–W), где W  – определенная ранее ши-
рина полосы (с помощью квадратных скобок и 
заключенных в них целочисленных индексов, 
как это принято в большинстве языков програм-
мирования, осуществляется индексация масси-
вов). Очевидно, что справедливо неравенство 

[ ]i LowO i . Для числа i  величина LowO[i]  
есть тем минимальным номером j базисной 
функции, для которого соответствующие вели-
чины Dij могут быть ненулевыми. Тогда спра-
ведливо равенство [ ; ] [ ; [ ]]D i j D i j LowO i   
при [ ]LowO i j i   (отметим, что матрица D~  
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может быть изначально определена как матрица, 
удовлетворяющая данному равенству). Видно 
также, что D[i; j] = 0 при j < LowO[i]. При j > i 
вычисление D[i; j] в силу симметричности мат-
рицы {Dij} сводится к двум предыдущим случа-
ям. Таким образом, охватываются все возмож-
ные варианты задания индексов i и j. 

Рассмотрим матрицу (массив) {Ti j k}. В МКЭ 
Галеркина она симметрична по всем трем ин-
дексам i, j, k, и следовательно, достаточно хра-
нить лишь ее часть, определяемую неравенства-
ми i  j  k, которая однако, как в предыдущем 
случае, когда рассматривалась матрица {Dij}, все 
еще содержит много нулей. Для того чтобы не 
хранить нули, вводится матрица T~  со строками 
переменной длины посредством равенства 

[ ; ; ] [ ; [ ];
max ( [ ], [ ])]

T i j k T i j LowO i
k LowO i LowO j

 



 

при условиях max ( [ ], [ ])k LowO i LowO j , 
[ ]j LowO i , i  j  k. В силу определения ве-

личин [ ]LowO i  видно, что 0];;[ kjiT , если 
хотя бы одно из неравенств max ( [ ],k LowO i  

[ ])LowO j , [ ]j LowO i  не выполнено (но вы-
полняется неравенство i  j  k). Если же нару-
шено неравенство i  j  k, то вычисление 

];;[ kjiT  в силу симметрии сводится к преды-
дущему случаю (путем переупорядочивания 
индексов). Описанный случай образно соот-
ветствует тому, что вместо хранения всего трех-
мерного куба {Ti j k}мы храним часть трехмерной 
«полосы» T~ , обрамляющей главную диагональ 
куба. Анализ матриц }{ x

ijD , }{ y
ijD , }{ x

ijkT , }{ y
ijkT , 

}{ x
ijlkQ , }{ y

ijlkQ  проводится аналогично преды-
дущим случаям, однако необходимо дополни-
тельно учитывать, что указанные матрицы не 
есть симметричными относительно своего по-
следнего индекса (т.е. например, x

ji
x
ij DD  ). 

Рассмотрим матрицу }{ x
ijlkQ  (случай с мат-

рицей }{ y
ijlkQ  рассматривается полностью ана-

логично). В силу своего определения она сим-
метрична по трем первым индексам, значит 

достаточно хранить только ее часть, что опре-
деляется неравенствами i  j  l. Введем функ-
цию целочисленного аргумента Upp: 













1,

1,1
)(

ionCountFunctii
ionCountFunctiionCountFunct

iUpp . 

ionCountFunct  – общее количество базис-
ных функций (нумерация массивов начинается 
с нуля). Введем также вспомогательный цело-
численный массив UpO равенством [ ]UpO i   

( )Upp i W  . Очевидно, справедливо неравен-
ство [ ]i UpO i . Для числа i  величина [ ]UpO i  
служит тем максимальным номером j  базисной 
функции, для которого соответствующие базис-
ные функции iN  и jN  имеют непустое пересе-
чение областей определения. Аналогично пре-
дыдущим случаям вводится матрица Q~  со стро-
ками переменной длины с помощью равенства 

[ ; ; ; ] ; [ ]; max( [ ],Q i j l k Q i j LowO i l LowO i  

[ ]); max( [ ], [ ], [ ])LowO j k LowO i LowO j LowO l  
при условиях [ ]j LowO i , max ( [ ],l LowO i  

[ ])LowO j , max( [ ], [ ], [ ])LowO i LowO j LowO l   
min ( [ ], [ ], [ ])k UpO i UpO j UpO l  , lji  . 

При нарушении одного из первых трех нера-
венств выполнено [ ; ; ; ] 0Q i j l k  . Описанный 
случай образно соответствует тому, что вме-
сто хранения всего четырехмерного гиперку-
ба { }ijlkQ  мы храним в оперативной памяти 
лишь его часть. 

Применение изложенной методики хранения 
информации дает колоссальную экономию па-
мяти: так при разбиении области 10 на 10 расхо-
дуется 10 Мб оперативной памяти (вместо 
1936 Мб, описанных в примере, когда техноло-
гии экономии памяти не применялись). Кроме 
того, это позволяет существенно сократить вре-
мя расчета задачи путем исключения ненужных 
операций с заведомо нулевыми элементами мат-
риц и повысить быстродействие программы в 
целом. 

При использовании весовых функций, не 
совпадающих с базисными (общий МКЭ Пет-
рова–Галеркина), матрицы в общем случае не 
симметричны относительно первого индекса – 
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например, jiij DD  . Однако справедливы все 
выкладки, базирующиеся на использовании 
ширины полосы W  для оценки минимального 
и максимального j, при которых может выпол-
няться равенство 0ijD  при произвольном 
фиксированном i. Отсюда следует, что доста-
точно сохранять в памяти только элементы Dij 
при [ ] [ ]LowO i j UpO i  , как и в предыду-
щем случае. Разница (в сравнении с предыду-
щим случаем) состоит в том, что теперь следу-
ет сохранять часть полосы как снизу, так и 
сверху главной диагонали. Аналогично, все вы-
кладки и неравенства для индексов, полученные 
с помощью использования понятия ширины по-
лосы W, сохраняются и для матриц }{ x

ijD , }{ y
ijD , 

}{ ijkT , }{ x
ijkT , }{ y

ijkT , }{ x
iljkQ , }{ y

iljkQ . 
Численный пример 
Рассмотрим двумерную задачу о распростра-

нении цилиндрически симметричных взрывных 
волн при резком по времени разрежении/уп-
лотнении в ограниченной области простран-
ства (задачу о распространении ударных волн 
при взрыве вещества) [16–20], первоначально 
предполагая, что магнитное поле отсутствует 
(аналогичная задача, но с наличием магнитно-
го поля, рассматривается ниже). Выбор данно-
го примера в качестве тестового обусловлен 
тем, что: 

 хотя задача в общем случае не может быть 
решена аналитически, но картина поведения 
физических величин, входящих в систему 
уравнений МГД, ясна [16–20], что позволяет 
проконтролировать правильность (адекват-
ность) расчетов и их соответствие реальности; 

 в гидродинамической постановке задача 
есть цилиндрически симметричной, и соответ-
ственно, численный метод, который адекватно 
отображает физику процесса, также должен со-
хранять это свойство в численном решении 
(это также будет свидетельствовать о незави-
симости метода от угла наклона и поворота 
сетки относительно направления распростране-
ния возмущения, что также проблемный момент 
для многих численных методов [16–19]); 

 данную задачу легко модифицировать пу-
тем добавления в систему магнитного поля, 
что позволяет проверить работоспособность 
метода при интегрировании полной системы 
МГД (1) – (4) (с наличием магнитного поля). 

Задачу рассматриваем на прямоугольнике 
 ( , ) : ,x x y yx y L x L L y L      . Для одно-
значного определения решения следует задать 
начальные и граничные условия. Начальные 
условия (при 0t ): плотность 0 , началь-

ное распределение давления )(
0

22
0 yxSepp   

моделирует «взрыв», векторы скорости и маг-
нитного поля равняются нулю (пока рассмот-
рим чисто гидродинамическую задачу). В дан-
ной задаче в начальный момент времени зада-
ется круг уплотнения, начальная величина ко-
торого регулируется параметром 0p ; характер-
ный размер (радиус) круга регулируется пара-
метром 0S . В качестве граничных условий для 
скорости ставятся условия непротекания веще-
ства за границы области, т.е. 0nu , где nu  – 
нормальная компонента вектора скорости, n  – 
нормаль к границе области. Для плотности, 
давления и компонент магнитного поля гра-
ничные условия получаются путем непрерыв-
ного продолжения начальных условий на гра-
ницу области. 

Зададим тестовые значения параметров для 
данной задачи. Пусть 2/1 yx LL , 3/5 , 

10  , 10 p , 150 S , 610  и использует-
ся равномерное разбиение области на 2020  
узлов. В (18) полагаем   и все коэффици-
енты 2/1)1(

,  n
ki . На рис. 1 изображен график 

поверхности для давления в начальный момент 
времени t = 0. 

На рис. 2 наблюдаем осцилляции (неустойчи-
вости) численного решения, полученного клас-
сическим МКЭ при эволюции системы во вре-
мени (приведен график в момент t = 0,3). Мелкие 
«гофрировочные» волны сверху на поверхности 
решения не имеют физического смысла и есть 
следствием неустойчивости численного метода. 
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Рис. 1. Распределение давления при t = 0 

 
Рис. 2. Распределение давления при t = 0,3 (МКЭ Галеркина) 

На рис. 3 в этот же момент времени изображена 
поверхность давления, полученная с помощью 
предложенного в статье варианта МПГ; видно, 
что нефизические осцилляции отсутствуют и  

 
Рис. 3. Распределение давления при t = 0,3 (МПГ) 

решение в этом плане устойчиво. Кроме того, 
сохраняется симметрия волны, что свидетель-
ствует о независимости предложенного вари-
анта МПГ от наклона и поворота сетки отно-
сительно направления распространения волны. 
Отметим, что при использовании грубых сеток 
в решении МКЭ Галеркина могут появляться 
сильные неустойчивости и не соответствую-
щие физическому смыслу выбросы решения, в 
то время как предложенный МПГ в данной си-
туации позволяет получить решение, свобод-
ное от указанных недостатков. На рис. 4 изо-
бражен график решения МКЭ Галеркина в мо-
мент времени t = 0,37 при использовании раз-
биения 1010  узлов, а на рис. 5 – решение с 
помощью МПГ при тех же условиях. 

 
Рис. 4. Распределение давления при t = 0,37 (МКЭ Галеркина) 

Теперь рассмотрим эту же задачу, но уже при 
наличии магнитного поля: при t = 0, а также на 
границе области, положим  2yx BB  [16]. 
Добавление магнитного поля приводит к тому, 
что ударная волна теряет свою симметрию и вы-
тягивается вдоль магнитного поля [19]. На рис. 6 
и 7 показано распределение плотности и давле-
ния в момент времени t = 0,3 (в целях демонст-
рации адекватности и работоспособности метода 
при использовании грубых сеток используется 
разбиение в 1010  узлов, все остальные пара-
метры задачи и расчета такие же, как и в преды-
дущем случае). Из рис. 6 видно, что в центре об-
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ласти образуется разреженная зона с низкой 
плотностью, однако в отличие от предыдущего 
цилиндрически симметричного решения, в дан-
ном случае эта зона вытянута вдоль магнитного 
поля, причем на концах зоны наблюдается рез-
кий скачок плотности (что соответствует физике 
процесса, а также расчетам [16–19], проведен-
ным другими методами). 

 
Рис. 5. Распределение давления при t = 0,37 (МПГ) 

 
Рис. 6. Распределение плотности при t = 0,3 (МПГ) 

При интегрировании возникающих СОДУ 
использованы явный стандартный метод Рунге– 

Кутта четвертого порядка [21, 22] и явный адап-
тивный метод третьего порядка [22]. Шаг по 
времени  = 10–3 (начальный для метода [22], 
при этом в настройках данного метода выстав-
лялись значения допустимой абсолютной и от-
носительной ошибок интегрирования СОДУ, 
также равные 10–3). Отметим, что применение 
неявных методов привело бы к необходимости 
решения нелинейных алгебраических систем 
[21, 23, 24]. 

 
Рис. 7. Распределение давления при t = 0,3 (МПГ). 

Заключение. Применение метода конечных 
элементов Петрова–Галеркина с квадратичными 
весовыми функциями [3] к интегрированию 
уравнений магнитной гидродинамики с двумя 
пространственными переменными (отметим, что 
многие практически важные физические задачи 
с МГД-процессами могут быть сведены к дан-
ному двумерному случаю; кроме того, формулы 
и выкладки для трехмерного случая имели бы 
еще более громоздкий вид и потеряли бы на-
глядность, присущую двумерному случаю, рас-
смотрение которого, тем не менее, отражает все 
особенности, присущие общему многомерному 
случаю). Построена конечномерная модель в ви-
де нелинейной системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Предложен способ вы-
бора стабилизирующих параметров в весовых 
функциях МПГ, при использовании которого 
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численные аппроксимации обладают стабилизи-
рующими свойствами, а решение, соответствен-
но, свободно (частично или полностью) от неус-
тойчивостей и осцилляций, не имеющих физи-
ческого смысла. Эффективность и работоспо-
собность предложенных в статье методов под-
тверждены численными расчетами задачи о рас-
пространении цилиндрически симметричной 
взрывной волны, причем рассмотрена как чисто 
гидродинамическая постановка данной задачи 
(без магнитного поля), так и постановка с его 
наличием. В обеих постановках предлагаемая 
версия МКЭ дала результаты, полностью соот-
ветствующие реальной физике процесса и согла-
сующиеся с расчетами, проведенными другими 
авторами, причем даже в случае использования 
очень грубых сеток (что в нашем случае было 
обусловлено ограничениями мощности доступ-
ной нам вычислительной техники). 

В дальнейшем планируется проводить исследование 
способов усовершенствования рассмотренной в статье вер-
сии МКЭ (в плане выбора весовых функций и настройки 
стабилизирующих параметров). Также планируется реали-
зация вычислений в соответствии с предложенной методи-
кой на кластерных системах с целью применения к реше-
нию задач физики плазмы в космосе, а также задач, связан-
ных с реализацией управляемого термоядерного синтеза. 
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