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Новые методы в информатике 

УДК 519.6 

В.А. Богаенко 
Методика численного моделирования процесса  
электрокинетической очистки грунтов в неизотермических условиях 

Рассмотрены вопросы численного моделирования процесса электрокинетической очистки грунтов. Предложены математическая мо-
дель и конечно-элементная схема решения задач относительно нее, а также особенности реализации схемы на кластерных системах и 
графических процессорах. Приводятся результаты численных экспериментов, показывающих высокую эффективность параллельных 
вычислительных схем. 

The Problems of electrokinetic soil remediation numerical modeling were considered. The mathematical model and a finite element scheme for 
solving the problems on it have been suggested. The realization peculiarities of this scheme on clusters and graphical processing units have 
been considered. The numerical experiments results which show a high efficiency of parallel computational schemes have been presented. 

Розглянуто питання чисельного моделювання процесу електрокінетичного очищення ґрунтів. Запропоновано математичну модель та 
скінченно-елементну схему  розв’язання задач щодо неї, а також особливості реалізації цієї схеми на кластерних системах та графічних 
процесорах. Наведено результати чисельних експериментів, які показують високу ефективність паралельних обчислювальних схем. 

 
Введение. Электрокинетическая очистка [1, 2] – 
эффективный метод выведения из грунтов рас-
творимых загрязняющих веществ. Суть метода 
в наведении в грунтовом массиве напряжения, 
под действием которого ионы двигаются в на-
правлении электродов, откуда в дальнейшем вы-
водятся из грунта. Для расчета точек приложе-
ния, величины напряжения и скорости протека-
ния такого процесса необходимо проведение ма-
тематического моделирования, учитывающего 
такие сопутствующие факторы, как неизотер-
мичность и релаксационность. Разработана се-
рия математических моделей [3–8], достаточно 
адекватно описывающих процессы миграции за-
грязняющих веществ в грунтах, но не учитыва-
ющих влияние на эти процессы электрическо-
го поля. Процедуры решения задач касательно 
таких моделей имеют высокую вычислительную 
сложность, что обуславливает необходимость 
их адаптации для высокопродуктивных вычис-
лительных систем, в частности кластеров. 

В статье предлагается математическая мо-
дель процесса электрокинетической очистки 
грунтов и алгоритмы, в частности параллель-
ные, решения задач. 

Математическая модель 
Математическую модель движения засолен-

ной жидкости в грунте под действием элек-
трического поля строим на основе моделей, 

описанных в [7–9], расширив их на случай про-
извольного количества солей у поровой жид-
кости, с учетом химических реакций между ио-
нами этих солей, электроосмотических и элек-
трокинетических процессов. 

Модель строится, отталкиваясь от: 
 обобщенного закона Дарси, учитывающего 

явления химического, термо- и электроосмоса: 
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где u


 – скорость фильтрации, ( , )H x t


 – избы-

точный напор, ( , )iC x t


 – массовые концентрации 

ионов в поровой жидкости, ( , )T x t


 – температу-
ра, ( , )x t


 – потенциал электрического поля, k – 

коэффициент фильтрации, vt, , 1  – коэффи-

циенты химического, термо- и электроосмоса, 
Nc – количество ионов растворенных солей; 

 уравнения линейного закона уплотнения с 
учетом теплового расширения: 

div T
v
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, 

где Cv – коэффициент консолидации, T – ко-
эффициент термического расширения,  – сред-
нее значение пористости грунта; 

 учета явления термодиффузии и электро-
кинетики в уравнении для потоков веществ, 
растворенных в поровой жидкости: 
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где iq


 – поток для вещества i, iD  – коэффици-

енты молекулярной диффузии компонентов рас-
твора, ei – заряды ионов, содержащихся в по-
ровой жидкости, F – константа Фарадея, R – 
универсальная газовая постоянная, DT – коэф-
фициент термодиффузии. 

Систему уравнений для трехмерного случая 
запишем в следующем виде: 
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где CT, CP – объемная и удельная теплоемкости 
поровой жидкости,  – плотность поровой жид-
кости,  – коэффициент теплопроводности, Mi – 
молярные массы ионов,  – электрическая про-
ницаемость грунта, k1ilm – коэффициенты ско-
рости химических реакций вида Cl + Cm  Ci, 
k2il  – коэффициенты скорости химических ре-
акций вида Cl  Ci + ; 3
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Систему уравнений (1) дополним следующи-
ми начальными и краевыми условиями: 
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где Г1 – часть границы области моделирования 
 , где происходит контакт с жидкостью, Г2 – 
непроницаемая часть границы, Г3 – граница 
проницаемой основы, Г4 – поверхность элек-
тродов, Г = Г1 + Г2 + Г3 + Г4. 

Введем следующие обозначения: 
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Тогда система (1) – (2) примет следующий 
вид (в дальнейшем знак штрих будем опускать): 
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Конечно-элементная дискретизация 
Систему (3) – (4) дискретизируем методом 

конечных элементов. Будем искать ее решение 
в виде 
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где ( ) ( )j
iN x


 – базисные функции Nv-мерного 

подпространства пространства Соболева функ-

ций, удовлетворяющих краевым условиям пер-
вого рода для соответствующих величин (H для 

1j   и т.д.), а ( )iW x


 – известные функции, удов-

летворяющие этим условиям. 
В качестве базисных будем использовать в 

одномерном случае на диапазоне [0,1] функ-

ции вида 1 2 1
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где F(x) выбирается как F(x) = x, ( 1)( ) xF x e   

или ( ) xF x e . Базисные функции в трехмер-
ном случае для шестигранников со сторонами, 
параллельными координатным плоскостям, вы-
бирались как произведение одномерных. Для 
произвольных шестигранников проводилось их 
линейное преобразование к шестигранникам со 
сторонами, параллельными координатным плос-
костям. Определенные интегралы, вычисление 
которых необходимо в процессе расчетов, вы-
числялись численно с помощью пятиточечной 
квадратуры Гаусса в одномерном случае и 125-
точечной кубатуры Гаусса в трехмерном. Для 
повышения точности, область интегрирования 
разбивалась на части (три в одномерном слу-
чае, 27 в трехмерном) и соответствующие чис-
ленные методы применялись к каждой области 
отдельно. 

Перейдя к вариационной постановке задачи 
(3) – (4), учитывая (5) и то, что при исполне-
нии условий (4) второго рода 
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получаем в трехмерном случае систему, состо-
ящую из Nv (2 + Nc) обыкновенных дифференци-
альных уравнений и N линейных алгебраичес-
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c cN N

i m l m l m i m
l m

m i l l m l i C

S S W S

W S w i N

       
 

      

 

  


 (8)

 

(1)
33 3 33 0 3,3 3 3 ,3

1

( ) ( ),
cN

i i i i i i
i

M S w M e C M S w  


     (9) 

где 
( ) ( )

1 1{{( , )} } ,v vN NI J
IJ j i i jM N N    

( ) ( )3

1 1
1

{{ ( , )} } ,v v

I J
j N Ni

IJ i j
k k k

dN dN
М

dx dx  


   

(0)

(2) (2) (4) (3) (22)

( , ) ( )

( ) ,

ij k l iji l k iji l jii k

iji iji l k iji l jii k iji

S S S S S S W S W S

w S S S W S W S w

   

    


 

( ) ( )3
(0) ( )

1 1
1 1

( ) {{ ( , )} }
v

v v

N J I
N NKl i

IJK J J l j i j
k l k k

dN dN
S S S N

dx dx  
 

  , 

(1) ( ) ( ) ( )
1 1

1

( ) {{ ( , )} }
v

v v

N
N NJ I K

IJK J J l l i j i j
l

S S S N N N  


  , 

 
( )( )3

(2) ( )
1 1

1 1

( ) {{ ( , )} } ,
v

v v

KN I
j N NJ i

IJK J J l l i j
k l k k

dNdN
S S S N

dx dx  
 

   

( )3
( )

1 1
1

{{ ( , )} }v v

J
N NKiI

IJK j i j
k k k

dNdW
W N

dx dx  


  , 

(1) ( )
1{( , )} vNJ

IJ I i iw W N  , 
(2) ( ) ( )

1 1{{( , )} }v vN NJ K
IJK I i j i jW W N N   , 

( )( )3
(3)

1 1
1

{{ ( , )} }v v

KJ
j N Ni

IJK I i j
k k k

dNdN
W W

dx dx  


  , 

( )3

1
1

{ ( , )} v

J
NiI

IJ i
k k k

dNdW
w

dx dx 


  , 

( )3
(4) ( )

1 1
1

{{ ( , )} }v v

K
j N NJI

IJK i i j
k k k

dNdW
W N

dx dx  


  , 

3
(2) ( )

1
1

{ ( , )} vNKJI
IJK i i

k k k

dWdW
w N

dx dx 


  , 

(21) ( )
1{( , )} vNK

IJK I J i iw W W N  , 
( )3

(22)
1

1

{ ( , )} v

K
NiI

IJK J i
k k k

dNdW
w W

dx dx 


  . 

Задачу (6) – (9) будем решать с помощью 
линеаризированной неявной разностной схемы 
[7–8, 10], которая, учитывая что ( ) ( )i

IJK I JS S S   
( ) ( ) , 0,1,2i
IJK J IS S S i  , имеет следующий вид: 

 

11 1 12 2 11 1 12 2

11 1 11 1,3 3 1,3
1

12 2 12 13 3 13

1 1 ˆ ˆ

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ),

c

T T

N

i i i i
i

M S M S M S M S

M S w M S w

M S w M S w

  


 
    

   

     

    


(10)

 

(1) (1)
22 2 1 21 2 1 2,3 2 3

1

(2) (2)
22 2 1 21 2 2,3 2

1

22 2 22 1 22 2 2 2 23 2 3

1 ˆ ˆ( ) ( )

1 ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( , ),

c

c

N

i i i
i

N

i i
i

M S u S S S S S S

M S u S S S S

M S w S S S S S S

 





   


    


     





 

 

 
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1
(1)
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c

i i i i i
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j i j i j il i l l
j l

M S uS S S

v S S S k M S

    



      
 


 



   


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(1) (2)
1 3 ,3 ,3 3 3 3 ,3 ,3 3

1 1

ˆ( ( ) )
c cN N

ilm i i m l m l m i m
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k S S S W S        
 

    
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
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(2) (21)
,3 ,3 3 3 ,3 ,3

1 1

(1)
2 3 ,3

1

ˆ )

, 1,..., ,

c c

c

N N

m i l l m l i
l m

N

il l i C
l

S w

k w i N

     
 

 


 
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



 

(12)

 

(1)
33 3 33 0 3,3 3 3 ,3

1

ˆ( ),
cN

i i i i i i
i

M S w M e C M S w  


      (13) 

где (1) (0) (2) (3)( ) ( ) ( )ij k iji k jii iji k jii kS S S S W S S W S    , 
(2) (2) (4) (22)( )ij k iji k iji iji k ijiS S W S w W S w    , iS  – век-

торы коэффициентов на текущем шаге, ˆ
iS  – 

векторы коэффициентов на предыдущем шаге, 
  – шаг по времени. 
Алгоритмы решения 
Нахождение решения задачи относительно 

модели (1) на следующем шаге по времени со-
гласно вышеизложенной схеме можно разде-
лить на два этапа: нахождения коэффициентов 
системы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) (10) – (13) и ее решения. 

СЛАУ имеет свойство разреженности, а ее 
коэффициенты изменяются на каждом шаге по 
времени, так как она есть результат линеари-
зации системы обычных дифференциальных 
уравнений, полученной, в свою очередь, путем 
конечно-элементной дискретизации нелиней-
ной системы дифференциальных уравнений в 
частных производных. 

Изменяемость коэффициентов СЛАУ и раз-
реженность системы приводит к тому, что вре-
мя, потраченное на их нахождение сравнимо 
со временем, которое тратится на решение, что 
обуславливает требование к параллельным алго-
ритмам распараллеливать как решение СЛАУ, 
так и нахождение ее коэффициентов. 

В случае распределенных вычислительных 
систем, таких, как кластеры, нахождение коэф-
фициентов СЛАУ распараллеливается по дан-

ным, не требует обменов, и эффективность та-
кого распараллеливания зависит только от рав-
номерности загрузки процессоров. Тогда как 
решение разреженной СЛАУ итерационными 
методами требует выполнять обмены данными 
между процессами, объем которых зависит от 
распределения матрицы СЛАУ по системе. В 
связи с этим, возникает оптимизационная за-
дача выбора оптимального по критерию быст-
родействия распределения данных. 

Разработанный и программно реализованный 
параллельный алгоритм для кластерных систем 
учитывает особенности вычислительной схе-
мы следующим образом: 

 для решения СЛАУ (10) – (13) применяет-
ся параллельный алгоритм BiCGStab с блочно-
строчным распределением матрицы, хранимой 
в сжато-строчном (CSR) формате; 

 для минимизации обменов данными ис-
пользуется перенумерование строк и столбцов 
матрицы по алгоритму Катхила–МакКи; 

 для оптимизации суммарной вычислитель-
ной эффективности нахождения коэффициентов 
и решения СЛАУ используется эвристический 
оптимизационный алгоритм, базирующийся на 
теоретических оценках времени работы алго-
ритмов с коэффициентами, вычисляющимися 
для конкретной системы в процессе работы. 

При этом вычисления, проводимые каждым 
процессом, могут быть дополнительно распа-
раллелены, используя многопоточность или гра-
фический процессор (GPU). 

Во втором случае особенности вычислений 
на GPU и решаемой задачи учтены следующим 
образом: 

 матрица СЛАУ для вычислений на GPU 
конвертируется в блочный сжато-строчный 
(BCSR) формат, использование которого улуч-
шает характеристики алгоритмов решения раз-
реженных СЛАУ в случае большого коэффи-
циента заполненности [11], что наблюдается 
при решении рассматриваемой задачи; 

 при вычислении коэффициентов СЛАУ, 
каждый блок потоков обрабатывает один ко-
нечный элемент, а каждый поток – одну из 
вершин этого элемента; граф связности эле-
ментов раскрашивается, и вычисления прово-
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дятся последовательно по каждому цвету, что 
необходимо для обеспечения независимости 
вычислений и дает возможность использовать 
быструю локальную память для доступа к дан-
ным, общим для каждого конечного элемента. 

Вычислительные эксперименты 
В качестве тестовой рассматривалась в од-

но- и трехмерном случае задача процесса элек-
трокинетической очистки грунта. На границе 
области моделирования выделялись: зона по-
ступления чистой жидкости (например, из озе-
ра), зона вытекания (например, в реку), по-
верхность электродов. Рассматривалась мигра-
ция в поровой жидкости следующих ионов: 
Cu2+ (индекс 0) и SO4

2– (индекс 1), возникаю-
щих в процессе диссоциации сульфата меди 
CuSO4 ; H

+ (индекс 2) и OH– (индекс 3), возни-
кающих в процессе электролиза. Также учиты-
валось образование молекул воды из ионов во-
дорода и гидроксил иона. 

Для этого взяты следующие значения коэф-
фициентов модели (1): 

 граничные и начальные условия: 

10 117,938г/л, 12г/л ,C C 

12 130,0125г/л, 0,0875г/л ,C C  0 10 ,T C

1 25 ,T C 1 5м;H   

 характеристики грунтового массива: 

(1,1,1) м, 0,655, 0,01м/сут, 0,92,l k a    


2(1 )
0,0179м /сутv

k
c

a


 


, где a – коэффици-

ент уплотнения грунта,  = 1 – удельный вес 
жидкости (все коэффициенты взяты для случая 

глинистых грунтов), l


 – линейные размерно-
сти области моделирования; 

 коэффициенты диффузии и осмоса: 

i iD D  , где   – извилистость грунта (бра-

лось значение 2   из диапазона значений, из-
мерянных в [12], а iD  – коэффициент ионной 

диффузии в воде [13]), D1 = 0,00012 м2/сут, 
2

2 0,000184м /сут,D  2
3 0,0016м /сут,D 

2
4 0,00091м /сут,D  4 20,432*10 м /град*сут  [14]; 

2 2
9 4

1

м
5*10 4,32*10

В*с В*сут

м 
    


 [15], 

,p
i

i i

k RTf k RTf
v

M g M
   
 

 где pk  – коэффици-

ент проницаемости грунта,  – вязкость поро-
вой жидкости, R – универсальная газовая по-
стоянная, T – абсолютная температура, f – коли-
чество молей вещества, на которые диссоции-
рует 1 моль растворенной в поровой жидкости 
соли, g – ускорение свободного падения,  – ко-
эффициент отражения грунта, как полупрони-
цаемой мембраны,  – зета-потенциал интер-
фейса между грунтом и поровой жидкостью, 
откуда (для 300T K  и 0,025  ) [16] 

5
1 0,00212 м /кг*сут,v  5

2 0,00132 м /кг*сут;v   

 термические коэффициенты: 
6 32*10 ж/кг*м *град,TC д

30,8*10 дж/кг*град,C 
31100кг/м , 

69120 дж/м*град*сут,  4 13,02*10T K    
(для воды при температуре 30С) [13] 

20,0м /сутTD  . 
Граничные условия задавались следующим 

образом. 
На зоне втекания чистой жидкости: 

1{1,2} 1{3,4}0, 4, 0, 0T C C   ,

1{1,2} 1{3,4}0, 4, 1, 0T C C   , 1H   (для одно-

мерного случая), 0H   (для трехмерного). 
На зоне вытекания: H = 0, T = 0,25, C1{1,2} = 0, 

C2{3,4} = 0. 
На электродах: 1{1,2}0, 0,5, 0,H T C      

13 14{10, 10}, {1,0}, {0,1}C C    . 

Для одномерного случая считалось, что анод 
совпадает с зоной втекания и является точкой 
x = 0, а катод – с зоной вытекания и является 
точкой x = 1. 

Решение задачи в одномерном случае полу-
чалось, используя F (x) = e2(x – 1) в качестве пара-
метра базисных функций. Ее нормализованные 
решения для момента безразмерного времени 

0,01t  , полученные с шагом 65*10  , при-
ведены на рис. 1 для F = 10V. Количество ко-
нечных элементов дискретизации области рав-
нялась 100vN  , а точность решения СЛАУ 

составляла 1010 . 
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Рис. 1. Нормализованные решения задачи моделирования про-
цесса электрокинетической очистки грунта при t = 0.01: 
а – избыточный напор; б – поле температуры; в – на-
пряженность электрического поля;  г – концентрация 
Cu2+; д – концентрация H+ 

В трехмерном случае концентрации веществ 
устанавливались так: 10 0,7938г/л,C   С11 = 

= 1,2 г/лб 12 0,0125г/л,C   13 0,0875г/лC  , при-

ложенный к электродам потенциал – 5V   . 
Решение на момент безразмерного времени 

0,05t   получено с шагом 52,5*10   и с 
дискретизацией области решения на 8000 ко-
нечных элементов. Решение было получено, 
используя ( )F x x  в качестве параметра ба-
зисных функций. 

Решая трехмерную задачу проводилась серия 
тестов по оцениванию эффективности реали-
зованных параллельных алгоритмов на класте-
рах СКІТ3 Института кибернетики НАНУ. За-
мерялось время исполнения одной итерации 
вычислений и его составляющие: время вы-
числения коэффициентов и решения СЛАУ. 
Полученные данные касательно времени рабо-
ты приведены в табл. 1–3, а данные относи-
тельно ускорения – на рис. 2. 
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один процесс на ядро один поток на ядро GPU  
Рис. 2. Общее ускорение алгоритмов 

Т а б л и ц а  1. Время работы параллельного алгоритма (один 
процесс на ядро) 

Количество 
задейство-
ванных ядер 

Время 
работы, 
мс 

Время вычисления 
коэффициентов 

СЛАУ, мс 

Время решения 
СЛАУ, мс 

1 13850 9630 4220 
4 8320 4480 3840 
8 4260 1530 2730 
12 3130 1090 2040 
16 3050 940 2110 

Т а б л и ц а  2. Время работы параллельного алгоритма (один 
поток на ядро) 

Количество 
задейство-
ванных ядер 

Время 
работы, 
мс 

Время вычисления 
коэффициентов 

СЛАУ, мс 

Время решения 
СЛАУ, мс 

1 13850 9630 4220 
4 7270 3560 3710 
8 4050 1890 2160 
12 3360 1560 1800 
16 2960 1180 1780 

Т а б л и ц а  3. Время работы параллельного алгоритма (с 
использованием GPU) 

Количество 
задействован-
ных GPU 

Время 
работы, 
мс 

Время вычисления 
коэффициентов 

СЛАУ, мс 

Время реше-
ния СЛАУ, мс

1 1120 670 380 
2 750 410 260 
4 600 290 230 
6 670 250 340 

 

Заключение. Из полученных данных мож-
но сделать следующие выводы: 

 ускорение параллельных алгоритмов при 
вычислении коэффициентов СЛАУ близкое к 
линейному, но в многопоточном варианте ис-
полнения оно меньше из-за необходимости 
синхронизации потоков; 

 ускорение решения СЛАУ большее в мно-
гопоточном варианте, так как в этом случае 
при неизменном времени, которое тратится на 
вычисления, уменьшается время, потраченное на 
обмен данными. Для рассматриваемой задачи 
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такая особенность – следствие равномерного 
заполнения разреженной матрицы; 

 в целом, использованием многопоточности 
удалось ускорить вычисления не более чем на 
13% и только при задействовании небольшого 
количества процессорных ядер; 

 использование GPU в качестве сопроцес-
сора существенно ускорило работу алгорит-
мов, однако масштабируемость в этом случае 
ниже, чем в варианте без использования GPU, 
что объясняется необходимостью обмена дан-
ными не только между процессами, но и меж-
ду процессором и GPU. 
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