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Фундаментальные и прикладные проблемы Computer Science 

УДК 512(075) 

М.В. Семотюк 
О существовании точного метода факторизации составных чисел 

Предложен метод факторизации составных чисел по принципу цифра за цифрой, позволяющий за конечное число шагов най-
ти сомножители благодаря теоретико-числовым представлениям систем счисления. Метод позволяет решать диофантовы 
уравнения, а также получать точный тест простоты чисел. 

A method of the factoring of the composite numbers is suggested on the basis of digit by digit that makes it possible, by the finite num-
ber of steps to find the factors due to the number-theoretic concepts of the number systems. The method allows to solve Diophantine 
equations, as well as to get an accurate test for primality. 

Запропоновано метод факторизації складених чисел за принципом цифра за цифрою, що дозволяє за скінченне число кроків 
знайти співмножники завдяки теоретико-числовому представленню систем числення. Метод дозволяє розв’язувати діофантові 
рівняння та одержувати точний тест простоти чисел. 

 
Введение. Отыскание простых множителей на-
турального числа называют для краткости «фак-
торизацией». Факторизация больших чисел – 
чрезвычайно трудоемкая задача, даже с помо-
щью электронных вычислительных машин. 

 C = a.b. (1) 
Полагая a = x + y, b = x – y имеем 

C = x2 – y2. 
Ферма – один из создателей теории чисел – 

в своих вычислениях пользовался, несомненно, 
этим свойством. Прием, основанный на этом 
свойстве, называют «факторизацией по разно-
сти квадратов» и требует подбора квадратных 
чисел x2 и y2. 

Как прием факторизации можно использо-
вать известный алгоритм Эвклида для отыска-
ния наибольшего общего делителя (НОД) двух 
чисел. Однако он тоже требует подбора подхо-
дящего числа. 

Возникает вопрос – можно ли сразу, по 
виду числа C, определить такое вспомогатель-
ное число точно без использования процедур 
подбора. Постараемся ответить на этот во-
прос положительно. Для этой цели рассмот-
рим такое понятие числового множества, как 
структура. 

                                                 
 Ключевые слова: факторизация, теоретико-число-

вое преобразование, системы счисления, свертка. 

Постановка задачи 
Под структурой или решеткой [1–4] пони-

мают частично упорядоченное множество, где 
каждое двухэлементное подмножество имеет 
(необходимо единственные) точную верхнюю 
и точную нижнюю грани. Отметим, что если 
это подмножество имеет только одну из точных 
граней, то его называют полуструктурой (верх-
ней или нижней в зависимости от того, какая 
из точных граней существует). При этом струк-
тура может быть получена из полуструктур, на-
пример, путем пересечения, вычитания нижней 
полуструктуры из верхней либо каким-нибудь 
иным путем. 

В качестве верхней и нижней грани такого 
множества, именуемой структурой и обознача-
емой в дальнейшем через S, наиболее часто 
используют выражения вида 

 sup S = sup{a, b} = max(a + b), (2) 

 inf S = inf {a, b} = min(a.b). (3) 

Хотя эти выражения и ограничивают мощ-
ность несущего множества, но, так или иначе, 
они связаны с операциями, заданными той или 
иной алгеброй. Желательно иметь одно «уни-
версальное» несущее множество, на котором 
возможно было бы задать не одну единствен-
ную, следуя принципу замкнутости, алгебру, а 
некоторое их множество. Эта цель может быть 
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достигнута, если точные грани структуры, как 
несущего множества, задать следующим обра-
зом [5]: 
supS = sup{a, b} = max[(a*b) mod M] = M – 1, (4) 

 infS = inf{a, b} = min[intp(a*b)] = 0. (5) 

где  – знак произвольной алгебраической опе-
рации, результат которой ограничен сверху опе-
рацией по модулю M, а саму же операцию по 
модулю будем рассматривать как некоторую 
функцию, зависящую от M. 

intp() – функция, определяемая как целая 
часть по отношению к числу p, 

  1int intp

x
x

p

 
  

 
. 

Если p = 1, то эта функция принимает тра-
диционные представления, в другом случае, она 
отмечает тот факт, что целая часть существует 
не только при делении целых чисел, но и дроб-
ных и т.п. 

Заметим, что функция ) (int p  может быть 

представлена как 

 1int ( ) modp

A
A A M

p
  , (6) 

где A – результат той или иной операции. 
Из последнего утверждения следует, что 

структура, заданная выражениями (4, 5), полу-
чена из двух полуструктур, верхняя грань од-
ной из которых задана модулем M, а нижняя 
грань другим модулем M1, поэтому введено но-
вое определение точных граней структуры. При 
этом такую структуру, задаваемую выражени-
ями (4, 5), в дальнейшем будем называть ма-
шинной структурой, понимая под этим терми-
ном не технический термин, а математический. 
Из последних выражений следует, что, с одной 
стороны, такое определение структуры доста-
точно полно согласуется с теми числовыми мно-
жествами, которые задаются разрядной сеткой 
ЭВМ. С другой стороны, существует достаточ-
но основательно разработанная математичес-
кая теория вычетов, составляющая фундамен-
тальную базу теоретико-числовых подходов в 
математике. Основными аксиоматическими по-
ложениями этой теории есть алгебры вычетов 
по модулю, такие как кольцо вычетов, группа 

вычетов, поле вычетов, поле Галуа, а также 
пространства, оболочки, построенные либо над 
кольцом вычетов, либо над полем вычетов или 
групповые алгебры вычетов и их конструкции. 

Однако остается не выясненным вопрос, чем 
придется поступиться и с какими трудностями 
сталкиваться при использовании на практике, 
определенных таким образом, машинных струк-
тур. Для этого рассмотрим такой случай. 

Пусть кольцо вычетов по единственному мо-
дулю задано алгеброй вида 

 Zm = <S, +, ., 0, 1> , (7) 
где Zm – здесь и далее кольцо вычетов по един-
ственному модулю M, S – несущее множество, 
представляющее собой структуру, заданную 

выражениями (3, 4), в которых p = 1, +, . – ос-
новные операции кольца, 0, 1 – нейтральные 
элементы операций сложения и умножения со-
ответственно. 

При этом формально считается, что 0 ≠ 1, 
т.е. нейтральные элементы операции сложения 
и умножения различны. Но на практике это 
условие не всегда выполнимо, например, до-
полнительный код в ЭВМ, а в других случаях 
является даже необходимым условием, напри-
мер, булева алгебра. Если предположить, что 
0 = 1, т.е. нейтральные элементы операций сло-
жения и умножения совпадают и равны едини-
це, то возникает двойственность. Действитель-
но, пусть 
 a + a' = 1, (8) 
где a' – обратный элемент для a по отношению 
к операции сложения (дополнение до 1). 

Тогда для кольца (7) получим  
 a + a' = M + 1. (9) 

Далее, используя правила де Моргана, имеем 

(a'.b') = M + 1 – (M + 1 – a).(M + 1 – b) = 
= M + 1 – M 2 – 2M – 1 + Ma + a + Mb + b – ab. 
Окончательно, для кольца вычетов по моду-

лю M в соответствии с верхней гранью струк-
туры (3) получим 

 )(  ba
mZ

abba  , (10) 

где 
mZ

 – означает тот факт, что вычисления вы-
полняются в кольце вычетов Zm и как в левой 
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части равенства, так и в правой, ограничены 
сверху величиной модуля M и принадлежат 
множеству S . 

Полученное выражение известно в литерату-
ре как звездное произведение [6]. Таким обра-
зом, установлено, что операции кольца вычетов 
Zm 

(сложение и умножение), заданные на струк-
туре, могут быть двойственны, т.е. могут быть 
определены двумя различными путями либо, 
при одних и тех же условиях, возможно полу-
чение двух различных результатов одной и той 
же операции. Следует заметить, что результа-
ты вычислений в алгебрах вычетов и обычных 
алгебрах могут не совпадать, если не будут 
приняты соответствующие меры их коррекции. 

Рассмотрим еще один частный случай звезд-
ного произведения 

 ba  = (M – a).b = M.b – a.b. (11) 
Очевидно, что такое составное число и есть 

подходящим числом для алгоритма Эвклида. 

Действительно, пусть C = a.b=7.5 = 35, М = 10. 

Тогда согласно (11) имеем M.b – a.b = 10.5 – 

– 7.5 = 15, а числа 35 и 15 имеют общий мно-
житель 5. 

С другой стороны, 

 – C = –(a.b) = M 2 – (a.b), (12) 
представляет собой дополнение произведения 

a.b до модуля M 2 и отличается в кольце выче-

тов по модулю M 2 от (11) на величину M.b, ко-
торую следует вычесть в выражении (11) для 
того, чтобы получить верный результат. В ма-
шинной арифметике этот прием называют кор-
рекцией умножения. 

Далее полагая, что М = pN и M 2 = p2N имеем 
для кольца вычетов по модулю M 2 два числа 

– C mZ  pk .b – (a.b), 

C mZ  (a.b). 

Очевидно, величину pn.b вычислить не воз-
можно, так как неизвестно b. Однако, полагая, 
что p – основание некоторой системы счисле-
ния, а модуль кольца равен pN, имеем 

– C 
mZ

– (a.b) = a'.b, 

 C mZ  (a.b), (13) 

М = pN, 
где a' – дополнение до модуля числа a. 

Отсюда следует, что мы имеем точные млад-
шие части двух разных чисел с разрядностью 
N, которые имеют общий множитель. Заметим, 
что к системе (13) применим алгоритм Эвкли-
да, если вычисления выполнять в кольце выче-
тов Zm. Однако в этом случае некоторого пере-
бора вариантов не избежать. 

О точном методе факторизации составных 
чисел 

Покажем теперь, что существует точный ме-
тод факторизации составных чисел, не требую-
щий перебора вариантов, и сформулируем сле-
дующее утверждение. 

Утверждение 1. Для любого составного чис-
ла С, которое представляет собой произведе-
ние вида C = a.b, где a и b простые числа боль-
ше 2, в силу единственности разложения его на 
простые множители, существует точный вычис-
лительный метод его факторизации с конечн-
ми вычислительными затратами. Докажем это 
утверждение. 

Для этого сначала рассмотрим фундамен-
тальную теорему обобщенных теоретико-число-
вых преобразований. Ее фундаментальный ха-
рактер обусловлен тем, что с ее помощью до-
казывается весь комплекс теорем этих преоб-
разований без исключения. Доказательство тео-
ремы приведено в [5]. 

Пусть алгебра вида Zm = <S, +, ., 0, 1>, где 
(0 ≠ 1) и ZS  – структура (решетка), имею-
щая supS = max[(a*b)mod M] = sp – 1 и infS = 

= min[intp(a*b)] = 0, представляет собой кольцо 

вычетов Zm с единицей, в котором своими ар-
гументами задана степенная зависимость y = s

x. 

Тогда для Ss , Np , 0,x N   и Np   

существует такое число М, равное 





1

0

N

m

msM < 

< supS, при котором в кольце вычетов Zm имеет 
место следующее соотношение: 

 s(x)mod N mZ  (sx)mod M, (14) 

где mZ  – обозначает «имеет место» равно или 
сравнимо в кольце вычетов в общем случае не 
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всегда совпадающее с известным понятием 
«сравнение по модулю» в силу разных значе-
ний модуля в левой и правой частях выраже-
ния. В правой части целое выражение, ограни-
ченное модулем М, а в левой части ограничен 
только показатель степени модулем N. Модуль 
М  при этом есть функция от переменных s и 
N – M = f(s,N). 

Полагая теперь, что главное значение чи-
словой степенной последовательности находит-
ся на закрытом интервале [0, p – 1] = [0, N – 1], 

а Ssup
1

0

N
m

m

M s




  есть модуль кольца mZ , оп-

ределим формально следующее преобразова-
ние, заданное на структуре s 

 X(k) 
mZ






1

0

N

i

N)ki(six mod)( , (15) 

 x(i) mZ





1

0

1 N

k

NkiskX
N

mod)()( , (16) 







1

0

N

m

msM , 

где N – некоторое число из множества N, x(i), 
( )X k  – числовые последовательности, пред-

ставляющие оригинал и изображение соответ-
ственно, s – некоторое число, в общем случае 
комплексное, i, k – номера (индексы) компо-
нент последовательностей, а выражение (15) 
представляет собой прямое преобразование, 
(16) – обратное. 

Это преобразование в работе [5] названо 
обобщенным теоретико-числовым преобразо-
ванием или S-преобразованием (преобразование 
задано на структуре, решетке S). Обобщен-
ный характер этого преобразования вытекает 

из того, что модуль кольца 
1

0

N
m

m

M s




   – не 

всегда простое число и разлагается на мно-
жители, которые в свою очередь могут быть 
модулями преобразования Ферма, Мерсена, 
Гаусса или им подобным. Покажем одно важ-
ное свойство этого преобразования. Для этой 
цели взвесим оригинал последовательностью 
вида 
 w(i) = {0, 1, 0,..., 0}, (17) 

вычислим S-преобразование и сузим верхнюю и 
нижнюю грани структуры следующим образом 

{int(*)} mod s. 
Тогда будем иметь 

X(k) 
mZ 1

( )mod

0

{int[ ( ) ( ) ]}mod ,
N

ki N

i

x i w s s





 i  

 x(i) 
mZ

 
1

( ) mod

0

1
( )

N
ki N

k

X k s
N




 ,  (18) 

1

0

N
m

m

M s




  . 

Проанализируем (18). Из (16) следует, что 

w(i) = 1 при i = 1 и w(i) = 0, если i  1. 

Тогда 

x(i)w(i) = x(1), если i = 1, и x(i)w(i) = 0, если i  1. 

И, следовательно, (18) можно переписать 

X(k) 
mZ

sswx
i

Nk ]}mod)()({int[ )mod(1




1
1 , 

x(i) 
mZ

 
1

( )mod

0

( ) ,
N

ki N

k

X k s



  только для i = 1, (19) 







1

0

N

m

msM . 

Теперь полагая в (19) s = p, где p – основание 
системы счисления, i = 1, x(1) = A, где A N – 
число, принадлежащее множеству N, для кото-

рого supS = 





1

0

N

m

mpM  (т.е. верхняя грань мно-

жества N совпадает с модулем кольца вычетов 
Zm) и, учитывая, что w(1) = 1, получим 

X( k) 
mZ

ppA Nk mod]}{int[ mod)( , 

A
mZ

 




1

0

N

k

NkipkX )mod()( , только для i = 1, (20) 







1

0

N

m

mpM Nsup . 

Из (19) следует, что представление чисел в 
какой-либо системе счисления – частный слу-
чай обобщенного теоретико-числового преобра-
зования, которое для краткости назовем Р-пре-
образованием [7]. Отсюда делаем вывод, что 
позиционные системы счисления обладают 
всеми свойствами представлений в алгебраи-
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ческом смысле этого слова. Представляю-
щим пространством, в котором описывается 
любое число из множества N, является про-
странство, построенное над кольцом вычетов 
Zm, X(k) – суть цифры в разрядах системы счис-
ления с основанием p, в которой представля-
ется это число и которые теперь можно оп-
ределить в любом интересующем нас поряд-
ке. Отсюда следует главный вывод о таком 
представлении – значение цифры в любом раз-
ряде любой системы счисления не зависит от 
значения цифры в других разрядах этого пред-
ставления, например, число 37. Нас интересу-
ет значение цифры во втором разряде двоич-
ной системы счисления. Его двоичный код 
100101. Вычислим преобразование для ин-
декса k = 2. 

X(2) 
mZ (2)mod{int[37 2 ]}mod2 1N  . 

Для k = 3, X(3) 
mZ (3)mod{int[37 2 ]}mod2 0N   

и т.д. 
Таким образом, существует возможность соз-

дать «теорию» одного разряда. 
Далее, теоретико-числовое преобразование 

является изоморфным преобразованием и для 
него существует ряд теорем, в том числе и 
теорема о свертке изображения. 

Поэлементное произведение двух последо-
вательностей–оригиналов в кольце вычетов mZ  
приводит к свертке их изображений: 

 )()( iyix  Zm ),()( kY*kX  (21) 
где * – (здесь и ниже) обозначение свертки как 

оператора, Zm  – означает «приводит» в 
кольцо вычетов mZ  к такой-то зависимости. 

Очевидно, что действие теоремы распро-
страняется и на частные случаи этого преоб-
разования. Оно имеет место и в нашем слу-
чае. Действительно, если же в (21)  X k  и 

 Y k  – суть цифры некоторой системы счис-

ления     ,k kX k a Y k b  , а размерность пре-

образования увеличим до 2N, чтобы полу-
чить апериодическую свертку, имеем в мат-
ричной записи 
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(22)

 

где Sk – коэффициенты свертки, а для примера 
N = 3. 

Очевидно также, что коэффициенты свертки 
Sk не совпадают с цифрами Ck в разрядах пред-
ставления числа C в той или иной системе счис-
ления, поскольку значения этих коэффициентов 
превышают основание системы счисления, т.е. 
S k > p. Однако значения Ck можно вычислить, 
осуществив сначала обратное, а затем прямое 
Р – преобразование в соответствии с выраже-
ниями (20). 

с(k) 
mZ 1

( )mod ( )mod

0

{int[( ( ) ) ]}mod
N

ki N k N

k

X k p p p






 , 

или учесть влияние переносов традиционным 
способом с учетом возможностей Р – преобразо-
вания о независимости образования цифр в раз-
рядах системы счисления следующим образом: 

0 0( )mod ,с S p  

11 1 0( int ) mod ,
p

с S S p   

2 22 2 0 1( int int )mod ,
p p

с S S S p    

3 3 33 3 0 1 2( int int int )mod ,
p p p

с S S S S p     

4 4 4

4

4 4 0 1 2

3

( int int int

int ) mod ,

p p p

p

ñ S S S S

S p

    


 

5 5 5 5

5

5 5 0 1 2 3

4

( int int int int

int )mod ,

p p p p

p

с S S S S S

S p

     


 



8 УСиМ, 2011, № 6 

6 6 6 6
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где int k lp
S  – перенос в k-й разряд от l-го коэф-

фициента свертки. 
Поскольку из (13) мы имеем только N точ-

ных разрядов этих чисел, то размерность сверт-
ки можно сократить до N 
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 0 0( )mod ,с S p  (23) 
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p

с S S p   

2 22 2 0 1( int int )mod ,
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Запишем эти же выражения (23) для перво-
го числа из (13) , т.е. через дополнение числа a 

*

* *

* * *

* * * *

0 0

1 0 1

2 1 0 2

33 2 1 0

0 00

0 1 1 01

0 2 1 1 2 02

3 0 3 1 2 2 1 3 0

0 0 0
0 0

0

,

a b
a a b
a a a b

ba a a a

a bS
a b a bS

a b a b a bS
S a b a b a b a b



 

 

   
          

         
   

         
         

 

0 0( )m od ,с S p   

11 1 0( int ) mod ,
p

с S S p     

2 22 2 0 1( int int )mod ,
p p

с S S S p       

3 3 33 3 0 1 2( int int int )mod ,
p p p

с S S S S p         

где ,i iс S   – суть цифры соответствующих до-

полнений чисел c и S. 
Теперь найдем разность между вторым и 

первым числом выражения (13) 
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 0 0 0 0[ ]mod ,c c S S p    (24) 
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Полагая, что р = 2 (т. е. система счисления 
двоичная) можно записать логические выра-
жения для (24) следующим образом с учетом 
возможного переполнения 
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В правой части полученного равенства вы-
ражение ii aa  , силу свойств двоичного до-
полнительного кода, для всех 0i   равно 1, а 
при i = 0 равно 0. Тогда имеем 

00 0

1 01 1

2 1 02 2

3 3 3 2 1 0

4 4 3 2 1

0&
0& 1&

0& 1& 1&
0& 1& 1& 1&

1& 1& 1&

bS S
b bS S

b b bS S
S S b b b b
S S b b b











   
   

     
     
       

 

или 
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Заметим, что матричные записи выражений 
здесь и выше, если говорить языком машинной 
арифметики, только иллюстрируют процесс об-
разования частичных произведений. Точные же 
значения цифр разрядов определяются всегда с 
учетом переносов 
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(25)

 

Полученная запись (25) представляет собой 
систему логических уравнений, в которой ка-
ждое уравнение содержит только цифры соот-
ветствующих разрядов одного и того же числа 
b и переносы в этот же разряд. Решение этой 
системы не имеет каких-либо трудностей, по-
скольку эти уравнения представляют собой так 
называемую «хвостовую» рекурсию. Так из вто-
рого уравнения легко определяется b0, из треть-
его – b1 и т.д. Такой  метод решения обычно 
называют методом цифра за цифрой из-за того, 
что на каждом этапе определяется одна только 
цифра числа b. Отсюда следует, что действи-
тельно существует точный метод факторизации, 
требующий для своей реализации всего лишь 

log2N/2 шагов вычислений, где N – разрядность 
числа С в двоичной системе счисления. 

Заключение. Таким образом, впервые в прак-
тике теории чисел, доказано существование точ-
ного метода факторизации составных чисел. Ме-
тод относится к классу методов цифра за циф-
рой и имеет конечное число шагов (итераций) 
для своей реализации, равное log2N/2. Его при-
менение на практике позволит решать многие 
задачи факторизации составных чисел в крип-
тографии, решать диофантовы уравнения, а так-
же создать точные тесты простоты чисел. 
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