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УДК 519.217.2 

А.А. Вишенский, С.В. Сирик 

О спектральном подходе к исследованию цепей Маркова 
Рассмотрен спектральный подход к исследованию процесса одномерного симметричного случайного блуждания по целым 
числам с поглощающим экраном в минус один. Используя теорию обобщенных спектральных разложений самосопряженных 
операторов, вычислены выражения для элементов произвольной натуральной степени матрицы переходных вероятностей и 
решена задача классификации состояний цепи. 
A spectral approach to one-dimensional symmetrical random wandering around whole numbers –1,0,1,2,… with obscuring screen in –1 is 
considered. Using the generalized spectral decomposition theory of self-adjoint operators the expressions for transition probabilities 
matrix elements in natural powers in an explicit form are obtained and the chain’s states classification problem is solved. 
Розглянуто спектральний підхід до вивчення процесу одновимірного симетричного випадкового блукання цілими числами з 
поглинаючим екраном у мінус один. Завдяки використанню теорії узагальнених спектральних розкладів самоспряжених опе-
раторів, обчислено вирази для елементів довільного натурального ступеня матриці перехідних вірогідностей та розв’язано за-
дачу класифікації стану ланцюга. 
 

Введение. Цепи Маркова – один из наиболее 
важных и часто применяемых разделов теории 
случайных процессов, особенно богат на при-
ложения. Теория цепей Маркова используется 
в таких областях, как теория массового обслу-
живания (теория очередей), теория распозна-
вания образов, математические методы эконо-
мики, финансовая математика, генетика, тео-
рия оптимального планирования, статистиче-
ская физика и теория твердого тела. При при-
менении цепи Маркова особое внимание уде-
ляется вопросу классификации состояний цепи 
(актуально для теории массового обслужива-
ния). Под классификацией обычно подразуме-
вается указание определенных свойств состоя-
ний и группирование самих состояний по не-
которым признакам. Однако решение данного 
вопроса требует знания элементов произволь-
ной натуральной степени матрицы переходных 
вероятностей (по крайней мере, умения опре-
делять, какие из элементов равны нулю), вы-
числение которых в случае счетных цепей – 
довольно серьезная проблема. Хотя в некото-
рых случаях, опираясь на определенные свой-
ства рассматриваемой цепи и применяя специ-
альные методы, это возможно. 

Особый интерес частных случаев цепей Мар-
кова представляют случайные блуждания, ши-
роко применяемые в различных прикладных об-
ластях. В данной статье рассматривается про-
цесс одномерного симметричного случайного 
блуждания по целым числам ,...2,1,0,1−  с ве-

роятностью перехода в одно из соседних со-
стояний, равное 0,5, и поглощающим экраном 
в состоянии 1− , что является частным случаем 
однородной счетной цепи Маркова. В силу то-
го, что матрица переходных вероятностей в дан-
ном случае (после некоторой модификации) – 
симметрична, есть возможность рассматривать 
ее как действие самосопряженного оператора в 
некотором гильбертовом пространстве. В свою 
очередь, применяя обобщенное спектральное 
разложение [1] указанного оператора и выпи-
сав в явном виде выражения для элементов 
произвольной натуральной степени матрицы 
переходных вероятностей, появляется возмож-
ность полностью решить задачу классифика-
ции состояний. 

Вычисление переходных вероятностей 
Рассмотрим одномерное симметричное слу-

чайное блуждание по целым числам {–1, 0, 1, 2, 
3, …} с поглощающим экраном в точке {–1}. 
Очевидно, это частный случай однородной счет-
ной цепи Маркова с матрицей переходных ве-
роятностей ijP (при ,...}2,1,0,1{, −∈ji ) следую-
щего вида: 

1 0 0 0 0 .
0, 5 0 0, 5 0 0 .
0 0, 5 0 0, 5 0 .
0 0 0, 5 0 0, 5 .
. . . . . .

P

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Заметим, что при попадании в состояние –1 
эволюция системы фактически заканчивается – 
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система навсегда остается в этом состоянии. 
Поэтому нет необходимости рассматривать тра-
ектории, ведущие в состояние –1, так как эти 
траектории не могут выйти из него, и задача 
сводится к цепи с состояниями ...},3,2,1,0{  и 
матрицей переходных вероятностей P~ , полу-
ченной из P  вычеркиванием первого столбца 
и строки, т.е. 

0 0, 5 0 0 0 .
0, 5 0 0, 5 0 0 .
0 0, 5 0 0, 5 0 .
0 0 0, 5 0 0, 5 .
. . . . . .

P

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟≡ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

В матрице }{ ijPP =  отсчет индексов (и со-
стояний в цепи) ведется от –1, а в матрице 

}~{~
ijPP =  от нуля. Видно, что n

ij
n

ij PP ~=  при 
n ≥ 0, i ≥ 0, j ≥ 0. 

Переходим к рассмотрению спектральной 
теории матрицы P~ . Будем описывать состоя-
ния соответствующей цепи Маркова единич-
ными векторами ∞

=δ= 0)( jijie  гильбертова про-
странства ));0([2 ∞l , образующими базис в этом 
пространстве: 

0,...)0,0,0,1(0 ≡=e , 1,...)0,0,1,0(1 ≡=e , 

2,...)0,1,0,0(2 ≡=e , ... . 

Матрица P~  рассматривается как разност-
ный оператор, действующий в ));0([2 ∞l . Мат-
ричные элементы оператора P~  имеют вид 

( )1,1,2
1~)~,(~

+− δ+δ=≡= jijijiij jPiePeP . 

Найдем спектр оператора P~ . Известно, что 
спектр оператора – замкнутое множество, на-
ходящееся внутри круга z P= , где P – 

норма оператора P~ . Поскольку P~  – самосо-
пряженный оператор, то его спектр находится 
на отрезке действительной оси, попадающей в 
этот круг. 

Найдем норму оператора P~ . Видно, что 

( )∗+= VVP
2
1~ , где V  – оператор сдвига: 

10,0, )1(1)1( −δ−=−δ−== kkkk ekkVVe , а ∗V  – 
сопряженный ему оператор. С учетом того, что 

1V =  и V V ∗= , из неравенства треуголь-

ника получаем: (1 1
2 2

P V V V∗= + ≤ +  

) ( )1 1 1 1
2

V ∗+ = + = . С другой стороны, из 

спектральных свойств оператора V  следует, что 
точка 1 принадлежит спектру оператора P~ . Это 
значит, что 1P ≥ . Из этих двух неравенств и 

заключаем, что 1P = . 

Докажем, что спектр оператора P~  полно-
стью заполняет промежуток [–1; 1]. Для этого 
достаточно проверить, что оператор P~  не име-
ет нормированных собственных векторов. Итак, 
переходим к задаче нахождения собственных 
векторов оператора P~ . Она сводится к реше-
нию следующей (дискретной) задачи Коши: 

),1,0,...;2,1,0(
2
1

2
1

01

11

===

⋅λ=+

−

+−

UUj

UUU jjj  

т.е. к решению линейного рекуррентного соот-
ношения с постоянными коэффициентами, ре-
шая которое и используя начальные условия, 
получаем: 

 
( )

( ) .1
12

1

1
12

1)(

1
2

2

1
2

2

+

+

−λ−λ
−λ

−

−−λ+λ
−λ

=λ

j

j

jU
 (1) 

Из условия 1P =  следует, что 1≤λ . Это 

позволяет сделать замену λ = cos θ. Тогда из 
выражения (1) следует: 

θ
θ+

=θ
sin

)1sin()(cos jU j . 

Получили следующий результат: компонен-
тами собственного вектора оператора P~  долж-
ны быть полиномы Чебышева второго рода. 
Таким образом, собственные векторы опера-
тора P~ , отвечающие собственным значениям 

θ=λ cos , принимают вид:  
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∑
∞

= θ
θ+

=θ≡λ
0 sin

)1sin(cos
j

jj . 

Собственные векторы оператора P~  не яв-
ляются нормированными, так как =λλ  

∞=
θ

θ+
=∑

∞

=0
2

2

sin
)1(sin

j

j  (не выполняется необхо-

димое условие сходимости ряда) для произ-
вольного л [ 1;1]∈ − . 

Итак, установлено, что оператор P~  имеет 
полностью непрерывный спектр, целиком за-
полняющий промежуток [–1; 1]. 

Для операторов с непрерывным спектром 
основная теорема о спектральном разложении [1] 
дает следующее представление оператора P~ : 

 
1 1

1 1

л (л) (л) л л л (л),P dg dg
− −

= Φ ≡∫ ∫  (2) 

где λλ=λΦ )(  – проектор на обобщенный 
собственный вектор, )(λdg  – спектральная ме-
ра оператора P~ . Представим единичный опе-
ратор: 

.)(
1

1
∫
−

λλλ= dgI  

Оператор проектирования λλ=λΦ )(  в 
пространстве ));0([2 ∞l  представляется беско-
нечной матрицей с матричными элементами: 

).()( λλ=λλ=Φ jiij UUji  
Используя представление для оператора I, 

находим выражение для спектральной меры 
)(λdg  оператора P~ . Действительно, =ji  

∫
−

λλλ=
1

1

)(dgji  или =λλλ∫
−

1

1

)()()( dgUU ji  

ijδ= , т.е. спектральная мера )(λdg  – это весо-
вая функция, относительно которой полиномы 
Чебышева второго рода ортогональны на [–1;1]. 
Используя известный факт, что для полиномов 
Чебышева второго рода имеет место условие 

ортогональности 
1

2

1

2(л) (л) 1 л л ,
рi j йjU U d

−

− = δ∫  

приходим к выводу, что спектральная мера опе-

ратора P~  имеет вид λλ−
π

=λ ddg 212)( , при-

чем функция g(λ)определена однозначно с 
точностью до аддитивной постоянной. 

Таким образом, формула (2), выражающая 
спектральное представление оператора P~ , мо-
жет быть записана в следующем виде: =P~  

∫
−

λλ−
π

λλλ=
1

1

212 d . Тогда получим, что 

матрица n-шаговых переходных вероятностей 
имеет следующий вид: 

1
( ) 2

1

2 1n n nP P d
−

= = λ λ λ −λ λ
π∫ . 

В результате получим искомые переходные 
вероятности: 

1
( ) 2

1
1

2

1

2 1

2( ) ( ) 1 .

n n n
ij

n
i j

P i P j i j d

U U d

−

−

= = λ λ λ −λ λ =
π

= λ λ λ −λ λ
π

∫

∫ (3)
 

Для вычисления )(~ n
ijP  рассмотрим унитар-

ный оператор )~exp()( PxkxS =  (где k2 = –1). 
Его спектральное представление – 

1
2

1

2( ) 1k xS x e dλ

−

= λ λ −λ λ
π∫ . 

Матричные элементы этого оператора име-
ют вид: 
 == jxSixFij )()(  

 
1

2

1

2( ) ( ) 1 .k x
i je U U dλ

−

= λ λ −λ λ
π∫  (4) 

Сделав замену λ = cos θ, получим выражение 

∫ θθ+θ+
π

= θ
π

0

cos ))1sin(())1sin((2)( djiexF xk
ij , для 

вычисления которого понадобится формула 
Ангера–Якоби [7]: 

∑
∞

=

θ θ+=
1

0
cos )cos()(2)(

n
n

nxk nxJkxJe , 

где k2 = –1, а Jn(x) – функция Бесселя первого 
рода целого порядка n. 
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Тогда после несложных, но достаточно гро-
моздких преобразований, получаем выражение 

 )()()( 2
2 xJkxJkxF ji

ji
ji

ji
ij ++

++
−

− −= . (5) 
С другой стороны, из (4) получим 

 
0

)( )(1~~

=

=≡
x

n
ij

n

n
nn

ij dx
xFd

k
jPiP . (6) 

Воспользовавшись разложением функции 
Бесселя первого рода в ряд Маклорена  

∑
∞

=
+

+

+
−

=
0

2

2

)!(!2
)1()(

k
ik

ikk

i ikk
xxJ , 

из (5) и (6) получим явные выражения для эле-
ментов матрицы n-шаговых переходных веро-
ятностей: 

( )

2
2 2 если четно

иначе

2 ,
,

0,
0, 0, 0 .

n n
ij ij

n j i n i j
n

n n n j i

P P

C C

n i j

+ − + + +
− + −

= =

⎧ ⎫⎛ ⎞
−⎪ ⎪⎜ ⎟= ⎨ ⎬⎝ ⎠

⎪ ⎪
⎩ ⎭

≥ ≥ ≥

 (7) 

Здесь 
)!(!

!
knk

nC k
n −
≡ .  

Выражения для диагональных элементов 
матрицы )(~ nP  несколько упрощаются: 

( )

( )

2

2 2

2

2 2

2 !
, 0

2 ( !)
2 ! ( !)1 , 1

2 ( !) ( 1)!( 1)!

k
ii

k

k

P

k
k i

k
k k k i
k k i k i

=

⎧
≤ ≤⎪

⎪=⎨
⎛ ⎞⎪ − ≥ +⎜ ⎟⎪ − − + +⎝ ⎠⎩

(8)
 

 .0,0~ 12 ≥=+ iP k
ii   

Классификация состояний 
Предварительно введем некоторые опреде-

ления. 
Определение 1. Будем считать, что состоя-

ния i и j принадлежат одному классу сообщае-
мости, если из одного состояния можно с не-
нулевой вероятностью перейти в другое за не-
которое число шагов и наоборот, иначе говоря: 

n m∃ ∃  0)( >n
ijP  и 0)( >m

jiP . 

Определение 2. Назовем периодом состоя-
ния i наибольший общий делитель (НОД) всех 
целых чисел 1≥n , для которых 0)( >n

iiP . 
Определение 3. Будем называть класс сооб-

щаемости периодичным, если он разбивается 
на конечное число непересекающихся подмно-
жеств, именуемых циклами, таких что если цепь 
выходит из произвольного подмножества, то 
возвращаться обратно в это подмножество она 
может лишь через фиксированные числа шагов, 
кратные определенному числу, называемых пе-
риодом класса. 

Период класса – минимальное число шагов, 
через которое возможен возврат обратно в ис-
ходное подмножество. Можно показать [4], что 
число циклов равно периоду класса, а период 
класса равен периоду любого из состояний этого 
класса. 

Определение 4. Пусть )(n
iif  обозначает веро-

ятность того, что отправляясь из состояния i, 
система впервые возвратится в это состояние 
через n переходов. Состояние i в цепи Маркова 

будем называть возвратным, если 1
1

)( =∑
∞

=n

n
iif ; 

в противном случае – состояние невозвратно. 
Смысл возвратности в том, что выходя из i, 
система с вероятностью 1 когда-нибудь воз-
вратится в i. 

Справедлива следующая теорема [3, 5]: со-
стояние i является возвратным тогда, когда 

∞=∑
∞

=1n

n
iiP . Используя результаты, подобные из-

вестной лемме Бореля–Кантелли [5], можно по-
казать, что невозвратное состояние i посещает-
ся лишь конечное число раз за всю продолжи-
тельность жизни системы. Возвратность и не-
возвратность являются характеристиками класса 
сообщаемости, т.е. все состояния класса сооб-
щаемости либо возвратны, либо невозвратны. 

Теперь применим описанную классифика-
цию состояний к рассматриваемому случаю 
одномерного симметричного случайного блу-
ждания по целым числам ,...2,1,0,1−  с погло-
щающим экраном в –1. При этом будем поль-
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зоваться выведенными формулами (7) и (8) для 
элементов натуральной степени матрицы пе-
реходных вероятностей. 

Используя выражения (7) в нашем случае, 
видно, что пространство состояний разбивает-
ся отношением сообщаемости на два класса 
состояний: }1{−  и ,...}3,2,1,0{ . 

Пользуясь явными выражениями (8) для ди-
агональных элементов степеней матрицы )(~ nP , 
можно показать, что период произвольного со-
стояния i класса ,...}3,2,1,0{  равен двум: дей-
ствительно, НОД степеней матрицы P, для ко-
торых 0>n

iiP , равняется двум. Тогда заключа-
ем, что период класса ,...}3,2,1,0{  равен двум, 
причем сам класс разбивается на два цикла: 

...},2,...,2,0{ k  и ...},12,...,3,1{ +k . 
Класс }1{−  имеет период 1, так как 0>n

iiP  
при 1−=i  для всех целых 1≥n . 

Используя выражения (8), можно показать, 
что класс ,...}3,2,1,0{  невозвратный. Действи-

тельно, доказав сходимость ряда (2 2
1

(2 )! 1
2 ( !)k

k i

k
k

∞

= +

−∑  

2( !)
( 1)!( 1)!

k
k i k i

⎞
− ⎟− − + + ⎠

, мы тем самым докажем 

невозвратность состояния ,...}3,2,1,0{∈i . Ис-
пользуя признак Раабе и формулу Стирлинга 
для асимптотической оценки факториала, не-
сложно показать, что вышеуказанный ряд схо-
дится. 

Класс }1{−  является возвратным, так как 

∞=∑
∞

=1n

n
iiP  при 1−=i . 

С помощью выведенных формул для вы-
числения переходных вероятностей можно ус-
тановить более глубокие результаты. Докажем, 
что блуждающая частица с вероятностью 
единица поглощается состоянием –1, но по-
глощения в среднем следует ожидать беско-
нечно долго. Для этого вычислим сначала ве-
роятность )(n

kf  того, что поглощение состоя-
нием –1 произойдет в точности на n-м шаге, 
если исходным состоянием было состояние k. 

Действительно, поглощение состоянием –1 на 
n-м шаге может произойти лишь в том случае, 
если система на (n – 1)-м шаге была в состоя-
нии 0. Тогда с вероятностью 0,5 система из со-
стояния 0 переходит в состояние –1. Произво-
дя в формуле (3) замену θ=λ cos , получаем 
интегральное представление вероятности )(n

kf : 

,sin))1sin((cos1

sin))1sin((cos2
2
1

2
1

0

1

0

11
0

)(

∫

∫

θθθ+θ
π

=

=θθθ+θ
π
⋅==

−

−−

π

π

dk

dkPf

n

nn
k

n
k

 

причем 01
0 =−n

kP , если kn +−1  нечетно. Заме-
тим, что вероятность события, заключающего-
ся в том, что блуждающая частица, выходя из 
состояния k, будет когда-нибудь поглощена 

состоянием –1, равна ∑
∞

=

=
1

)(

n

n
kk ff . Тогда, рас-

сматривая отдельно случаи четного и нечетно-
го k, после несложных, но достаточно гро-
моздких выкладок получаем следующий ре-
зультат: 0≥∀k  1=kf , т.е. с вероятностью еди-
ница происходит поглощение блуждающей 
частицы состоянием –1, откуда бы она не на-
чала свой путь. 

Оценим среднее время до поглощения. 
Обозначим его через М, тогда очевидно, что 

∑
∞

=

⋅=
1

)(

n

n
kfnM . Из формулы (7) можно полу-

чить явное выражение для вероятностей )(n
kf : 

( ) 2

( 1)! ( 1)! .
1 1 1 3! ! ! !

2 2 2 2

n n
kf

n n
n k n k n k n k

−= ×

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟× −

− − + − + + − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Используя выписанное выражение и при-
знак Раабе, можно показать, что ряд в выраже-
нии для М расходится, значит среднее время 
до поглощения бесконечно большое. 

Заключение. В данной работе рассмотрено 
одномерное симметричное случайное блужда-
ние по целым числам { ,...2,1,0,1− } с погло-
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щающим экраном в –1. Ясно, что этот процесс 
является однородной счетной цепью Маркова. 
Для детального изучения ее свойств, а также 
классификации состояний, необходимо иметь 
возможность определять произвольные нату-
ральные степени матрицы P переходных веро-
ятностей, что вызывает дополнительные слож-
ности, поскольку фазовое пространство в дан-
ном случае счетное. Для упрощения сложив-
шейся ситуации обычно прибегают к различ-
ным методикам, связанным с применением 
теории ортогональных полиномов [3], теории 
потенциала и границ фазового пространства 
[2, 4, 5], комбинаторных методов [2–6], стара-
ясь избежать прямых вычислений. Это связано 
исключительно со сложностью самой задачи 
вычисления степеней матрицы P для цепей со 
счетным фазовым пространством и отсутстви-
ем общих подходов к ее решению. Хотя заме-
тим, что элементы )(nP  – важнейшие характе-
ристики цепи. Их вычисление актуально для 
различных приложений. 

Для решения данной задачи использована 
теория обобщенных спектральных разложений 
самосопряженных операторов. В явном виде 
вычислены выражения для элементов произ-
вольной натуральной степени матрицы Р пере-
ходных вероятностей для рассматриваемого 
блуждания и полностью решен вопрос о клас-
сификации состояний. 

Показано, что фазовое пространство разби-
вается на два класса сообщаемости: }1{−  и 

,...}3,2,1,0{ . 
Класс ,...}3,2,1,0{  является невозвратным и 

периодичным с периодом два; класс }1{−  воз-
вратный и имеет период единицу. 

Исследования показали, что блуждающая 
частица с вероятностью единица поглощается 
состоянием –1, но среднее время до поглоще-
ния равно бесконечности. 
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