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мума к решению задач математического программирования на последовательности подобластей 
области допустимых решений. 
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УДК 519.6 

ПОЛІНОМІАЛЬНА ІНТЕРПОЛЯЦІЯ З ВІДОМИМИ 
ПРОЕКЦІЯМИ НА ДОВІЛЬНІЙ СИСТЕМІ N ГРУП 
ПРЯМИХ, ЯКІ СКЛАДАЮТЬСЯ З M 
ПАРАЛЕЛЬНИХ ПРЯМИХ  
Задано N груп прямих, кожна з яких складається з M паралельних прямих. Ко-
жна пряма з однієї групи перетинається з усіма прямими з інших N – 1 груп. 
Вважається, що в точках перетину цих прямих задаються значення фінітної 
функції f(x, y) неперервної разом із своїми похідними першого порядку, носій 
якої квадрат [0, 1]×[0, 1]. Вважаються також відомими проекції,  тобто 
інтеграли вздовж кожної із n×m прямих, які поступають з комп'ютерного 
томографа. Розв'язується така задача: побудувати оператор наближення 
функції f(x, y), який не тільки інтерполює функцію у вказаних вузлах, але й та-
кож має вказані проєкції. Результати даної роботи можуть бути використа-
ні при неруйнівному контролі важливих деталей в машинобудуванні. 

Вступ 
На сьогодні зрозуміло, що методи неруйнівного контролю, зокрема методи комп’ютерної то-

мографії, є невід’ємною частиною дослідження важливих деталей у машинобудуванні, митному кон-
тролі тощо. При цьому важливим є використання для контролю невеликої кількості ракурсів. Тому 
актуальною є задача відновлення функції за допомогою проекцій на довільній системі N  груп пря-
мих, які складаються з M паралельних прямих. 

В роботах [1–6] запропоновано загальний метод побудови оператора інтерлінації функції двох 
змінних з відомими проекціями – інтегралами вздовж заданої системи прямих. Цей метод полягає у 
виконанні таких двох кроків: 

Крок 1. Побудова оператора інтерлінації зі слідами на заданій системі прямих. 

                                                      
 © О. О. Литвин, Є. Л. Хурдей 2014 



ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА 

ISSN 0131–2928. Пробл. машиностроения, 2014, Т. 17, № 3 61

Крок 2. Заміна слідів наближуваної функції у вказаних операторах інтерлінації операторами 
інтерполяції із заданими проекціями вздовж прямих, на яких ця функція від однієї змінної є слідом 
наближуваної фінітної функції f(x, y), supf⊆D⊂R2. 

Практична реалізація вказаного загального алгоритму була виконана в роботі [2] лише для 
випадку, коли проекції знаходились вздовж системи взаємно перпендикулярних прямих. В роботі [7] 
вказаний метод реалізовано для випадку M перетиннних прямих, серед яких немає паралельних і ре-
зультат узагальнюється на випадок, коли проекції відомі вздовж N груп перетинних прямих, кожна з 
яких складається з M паралельних прямих та інтерполяційні дані задаються в точках перетину пря-
мих. 
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Побудова оператора інтерлінації функції f(x, y) на вказаній системі прямих 
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Теорема 1 доведена. 
Введемо до розгляду позначення 
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Для подальшого використання доведемо таке твердження. 

Теорема 2. Оператор ),( yxfO
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rs  має такі властивості:  
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Теорема 2 доведена. 

Таким чином, оператор ),( yxfO
pq
rs  є оператором інтерлінації функції f(x, y) на двох прямих 
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Побудуємо оператор інтерполяції f(x, y) із заданими проекціями. 
Введемо до розгляду систему операторів 
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Доведення. З теореми 1 маємо ),(),,(),(),,(),( βανμ
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Теорема 3 доведена. 
Теорема 4. Оператор  
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Доведення. Використовуючи теорему 3, маємо 
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Теорема 4 доведена. 
Наслідок. Отримані результати можемо використовувати для побудови операторів інтерполя-

ції на системі точок, що є перетинами M  не паралельних прямих із заданими проекціями вздовж цих 
прямих, отримані в роботі [7]. 

Побудова операторів інтерполяції із заданими проекціями 
Теорема 5. Оператори 
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Доведення. Доведемо властивість 1. 

 

).,(),(
)(
)()()(),()(

)(
)()()(),()(),()(

1

1

pq
kl

pq
kl

Г

pq
kl

pq
kl

M

j

Г

pq
kl

pqrs
i

pq
kl

pqrs
i

Г

pq
kl

rspq
ij

pq
kl

rspq
ij

Г

pq
kl

pq
kl

rs
ij

M

j

Г

pq
kl

pqrs
i

pq
kl

pqrs
i

Г

pq
kl

pqrs
ij

pq
kl

pqrs
ij

Г

pq
kl

pq
kl

pq
ij

Г

pq
kl

pq
kl

pq
klki

yxfdsyxf
dsywr

ywrdsyLyLdsyxfy

dsywr
ywrdsyLyLdsyxfydsyxfyL

k
i

k
i

k
i

k
i

k
i

k
i

k
i

k
i

==

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−ϕ+

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−ϕ+=ϕ

∫∑
∫∫∫

∑
∫∫∫∫

=

=
 

Доведемо властивість 2. 

  

( )

( )

.),(
)(

)(

)()(),()(

)(

)(

)()(),()(),(

)(
)()()()(

)(
)()()()()(

1

1

1

1

∫∑
∫

∫
∫∫∫

∑
∫

∫
∫∫∫∫

∫ ∑
∫∫

∫ ∑
∫∫∫

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−ϕ+

+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−ϕ+=

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−ϕ+

+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−ϕ+=ϕ

=

=

=

=

k
i

k
i

k
i

k
iГ

k
iГ

k
i

k
i

k
i

k
iГ

k
iГ

k
i

k
i

k
i

k
i

k
iГ

k
iГ k

i

k
iГ

k
i

Г

M

j

Г

pqrs
i

Г

pqrs
i

rspq
ij

rspq
ij

Г

rs
ij

M

j

Г

pqrs
i

Г

pqrs
i

pqrs
ij

pqrs
ij

Г

pq
ij

Г

Г

M

j

Г

pqrs
i

pqrs
irspq

ij
rspq
ij

k
i

rs
ij

M

j

Г

pqrs
i

pqrs
ipqrs

ij
pqrs
ij

k
i

pq
ij

k
i

Г
ki

dsyxf
dsywr

dsywr

dsyLdsyLdsyxfy

dsywr

dsywr

dsyLdsyLdsyxfydsyxf

ds
dsywr

ywrdsyLyLay

ds
dsywr

ywrdsyLyLayadsyL

 
Теорему 5 доведено. 
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Приклад 
Нехай задана система з трьох груп паралель-

них прямих (рисунок) 
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Використаємо формулу (2) інтерлінації для побудови оператора, який в точках ),( kl
ij

kl
ij yx  пере-

тину цих прямих }0),(:),{( 21 =γ−+=ω= k
ikk

k
i

k
i yAxAyxyxГ , k = 1, 2, …, N, i = 1, 2, …, M набуває 

значень, що збігаються зі значеннями наближуваної функції і має інтеграли вздовж цих прямих, які 
збігаються з проекціями вздовж цих прямих від наближуваної функції f(x, y). 

Використаємо теореми 3 та 5 для побудови 
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За теоремою 4 маємо 
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Ця формула має шукані властивості 
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Висновок 
Таким чином, в даній роботі розроблено і досліджено метод побудови операторів, які інтер-

полюють неперервну функцію f(x, y) в точках перетину N груп перетинних прямих, кожна з яких 
складається з M паралельних прямих, і мають задані проекції (інтеграли від наближуваної функції 
f(x, y) вздовж кожної прямої Γi

k, k = 1, 2, …, N, i = 1, 2, …, M).  
Оскільки в комп’ютерній томографії інтерполяційні дані невідомі, то в подальшому операто-

ри, побудовані в цій статті, планується використати для побудови операторів наближеного віднов-
лення функцій f(x, y) лише за відомими їх проекціями. Для цього невідомі інтерполяційні дані будемо 
знаходити з умови мінімуму деякого функціонала [6]. 
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