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ЗАДАЧА КОШІ ДЛЯ УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ 
ІЗ ЗАПІЗНЕННЯМ ЗА ЧАСОМ 
 

Äîñë³äæåíî ðîçâ’ÿçí³ñòü çàäà÷³ Êîø³ äëÿ óëüòðàïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü ³ç çà-
ï³çíåííÿì ó êëàñàõ íåïåðåðâíèõ òà îáìåæåíèõ ôóíêö³é. Òàê³ ð³âíÿííÿ º óçà-
ãàëüíåííÿìè ð³âíÿííÿ Êîëìîãîðîâà äèôóç³¿ ç ³íåðö³ºþ ó ïåâíèõ íàïðÿìêàõ. 
Ðîçãëÿíóòî âèïàäêè, êîëè çàï³çíåííÿ º ñòàëèì àáî êóñêîâî-ñòàëèì íà îäè-
íè÷íèõ ³íòåðâàëàõ, ð³âíÿííÿ ìîæå áóòè ë³í³éíèì àáî æ ì³ñòèòè íåë³í³é-
íîñò³ ë³ïøèöåâîãî ÷è ñòåïåíåâîãî òèïó.  

 
Áàãàòî ÿâèù, ó ÿêèõ â³äáóâàºòüñÿ ïðîöåñ ïåðåäà÷³ ìàñè, åíåðã³¿ ÷è ³í-

ôîðìàö³¿, ñóïðîâîäæóþòüñÿ çàï³çíåííÿì. Öå çàï³çíåííÿ ìîæå áóòè çóìîâ-
ëåíå ð³çíèìè ïðè÷èíàìè – îáìåæåí³ñòþ øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ âçàºìîçâ’ÿç-
êó, íàÿâí³ñòþ ³íåðòíîñò³ äåÿêèõ åëåìåíò³â, îáìåæåí³ñòþ øâèäêîñò³ ïðîò³-
êàííÿ òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â. Òàê³ ÿâèùà ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ çà-
äà÷ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè òà ç çàï³çíåí-
íÿì â îäíîìó ç àðãóìåíò³â (äèâ. [11, 15]).  

Âëàñòèâîñò³ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Êîø³ äëÿ óëüòðàïàðà-
áîë³÷íèõ ð³âíÿíü áåç çàï³çíåííÿ âèâ÷àëèñÿ ó ïðàöÿõ À. Ì. Êîëìîãîðîâà [12], 
À. Ì. ²ëü¿íà [4], ². Ì. Ñîí³íà [8], ß. ². Øàòèðî [7], Ñ. Ä. Åéäåëüìàíà [3, 8, 9], 
Ñ. Ä. ²âàñèøåíà [2, 3, 10], Ã. Ï. Ìàëèöüêî¿ [8, 9], Ñ. Ïîë³äîðî [13, 14], Ì. Ì. Ëàâ-
ðåíòüºâà [5] òà ³í.  

Ó ö³é ïðàö³ äîñë³äèìî ðîçâ’ÿçí³ñòü çàäà÷³ Êîø³ äëÿ óëüòðàïàðàáîë³÷-
íèõ ð³âíÿíü ³ç çàï³çíåííÿì ó êëàñàõ íåïåðåðâíèõ òà îáìåæåíèõ ôóíêö³é. 
ßêùî ð³âíÿííÿ º ë³í³éíèì, çàï³çíåííÿ â³äñóòíº, òîä³ öå ð³âíÿííÿ º óçàãàëü-
íåííÿì ð³âíÿííÿ Êîëìîãîðîâà äèôóç³¿ ç ³íåðö³ºþ ó ïåâíèõ íàïðÿìêàõ, ³ çà-
äà÷ó Êîø³ äëÿ òàêîãî ð³âíÿííÿ âèâ÷åíî ó ïðàöÿõ [1, 2], äå çíàéäåíî ôóíäà-
ìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òà âñòàíîâëåíî îö³íêè éîãî ïîõ³äíèõ. Ðîçãëÿ-
íóòî âèïàäêè, êîëè çàï³çíåííÿ º ñòàëèì, àáî êóñêîâî-ñòàëèì íà îäèíè÷íèõ 
³íòåðâàëàõ, ð³âíÿííÿ ìîæå áóòè ë³í³éíèì, àáî æ ì³ñòèòè íåë³í³éíîñò³ ë³ï-
øèöåâîãî ÷è ñòåïåíåâîãî òèïó. Çàóâàæèìî, ùî òàê³ ð³âíÿííÿ ïîºäíóþòü 
âëàñòèâîñò³ äèôåðåíö³àëüíèõ ³ ð³çíèöåâèõ ð³âíÿíü ³ ì³ñòÿòü ÿê ÷àñòêîâ³ âè-
ïàäêè ïåâí³ íàâàíòàæåí³ òà ³ìïóëüñí³ ð³âíÿííÿ.  

Íåõàé T  – çàäàíå äîäàòíå ÷èñëî; 1 2 3, ,n n n  – çàäàí³ íàòóðàëüí³ ÷èñëà 

òàê³, ùî 3 2 11 n n n≤ ≤ ≤ .  

Ïîçíà÷èìî 1 2 3 1 1 2 3;   3 5N n n n N n n n= + + = + + ; 1 2 3( , , )X x x x= ; ξ =  

1 2 3( , , )= ξ ξ ξ ; 1 2 3
1 2 3,  ,n n nx x x∈ ∈ ∈   . Òîä³ NX∈  ( 1 2( , , , )

ii i i inx x x x=  , 

1 2( , , , ),  1,2,3
ii i i in iξ = ξ ξ ξ = ); 1 2 3 1 2( , , ),  ( , , , ) i

i

n
i i i inX x x x x x x x= = ∈  , 

1 1 1 2 2 1 2,      1 ,     ( ) ,      1j j j j jx x j n x x t x j n= ≤ ≤ = + − τ ≤ ≤ , 

2
3 3 2 1 3

1( ) ( ) ,      1
2j j j jx x t x t x j n= + − τ + − τ ≤ ≤ . 

Íåõàé (0, ) N
T TΠ = ×  .  

1. Â îáëàñò³ TΠ  ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîø³ 

 
2 3 1

2 3 1 11 2
1 1 1

( )( , )
j j j j

n n n

t j x j x x x
j j j

Lu X t u x u x u u
= = =

≡ − − − −∑ ∑ ∑  

 ( , ) ( ,[ ]) ( , )c X t u X t f X t− = , (1) 

 ( ,0) ( ),           Nu X X X= ϕ ∈  , (2) 

äå [ ]t  – ö³ëà ÷àñòèíà â³ä àðãóìåíòó t .  
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Ó öüîìó âèïàäêó çàï³çíåííÿ º ñòàëèì íà îäèíè÷íèõ ³íòåðâàëàõ ³ ìàº 
ñòðèáêè íà ¿õ ê³íöÿõ. Íà êîæíîìó ç öèõ ³íòåðâàë³â ð³âíÿííÿ îïèñóºòüñÿ 
óëüòðàïàðàáîë³÷íèì ð³âíÿííÿì áåç çàï³çíåííÿ. Íåïåðåðâí³ñòü ðîçâ’ÿçêó íà 
ê³íöÿõ äâîõ ïîñë³äîâíèõ ³íòåðâàë³â ïðèâîäèòü äî ð³çíèöåâîãî ð³âíÿííÿ ö³-
ëîãî àðãóìåíòó äëÿ çíà÷åíü ðîçâ’ÿçêó íà ê³íöÿõ. Òîìó ð³âíÿííÿ ç êóñêîâî-
ñòàëèì çàï³çíåííÿì ïîºäíóþòü âëàñòèâîñò³ äèôåðåíö³àëüíèõ ³ ð³çíèöåâèõ 
ð³âíÿíü. Âîíè ì³ñòÿòü, íàïðèêëàä, âèïàäêè íàâàíòàæåíèõ òà ³ìïóëüñíèõ 
ð³âíÿíü òåîð³¿ êîíòðîëþ.  

Äîñë³äèìî îáìåæåí³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (1), (2).  
Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêö³þ ( , )u X t  íàçâåìî ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1), (2), ÿêùî 

âèêîíóþòüñÿ óìîâè  
(³) ( , )u X t  – íåïåðåðâíà â TΠ ;  

(³³) 
1 1 1 1, ,  1, ,
i i ix x xu u i n=  , 

2 2,  1, ,
ixu i n=  , 

3 3,  1, ,
ixu i n=  , – 

íåïåðåðâí³ â TΠ , çà ìîæëèâèì âèíÿòêîì òî÷îê ( , [ ])X t , äå 
³ñíóþòü îäíîñòîðîíí³ ïîõ³äí³;  

(³³³) ( , )u X t  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (1) â TΠ , çà ìîæëèâèì âèíÿòêîì 

òî÷îê ( , [ ])X t , òà ïî÷àòêîâó óìîâó (2).  
Äîâåäåìî ³ñíóâàííÿ òà ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1), (2).  
Ó ïðàö³ [2] äîâåäåíî, ùî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ äëÿ 

ð³âíÿííÿ  
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2 3 1 11 1 2
1 1 1

( )( , ) ( , )
j j j j
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t j x j x x x
j j j

L u X t u x u x u u F X t
= = =

≡ − − − =∑ ∑ ∑  (3) 

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (2) çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ  

 2 32 2( , ; , ) 12 720n nZ X t ξ τ = ⋅ ×/ /  
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x t x
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− − ξ + − τ + ξ −
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3 2

2
3 3 1 15

1

180 1 ( ) ( )
12( )

n

j j j j
j

x t x
t =

 − − ξ + − τ − ξ   − τ 
∑ , 

 ,      , Nt Xτ < ξ ⊂ { } . (4) 
Ïîçíà÷èìî  

 
1

1 2
1 1

1

( , ; , ) ( ) ( )
n

j j
j

X t t t x−

=

ρ ξ − τ = − τ − ξ +∑  

 
2 3

3 2 5 2
2 2 3 3

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n

j j j j
j j

t x t x− −

= =

+ − τ − ξ + − τ − ξ∑ ∑ . 

Ó ïðàö³ [1] íàâåäåíî òàê³ âëàñòèâîñò³: 

 1 2 2exp ( , , ) ( )
N

N Nt X t d− − δρ ξ ξ = πδ∫


/ /{ } ,  

 ( , ; , ) 1,      0 ,      
N

NZ X t d t Xξ τ ξ = ≤ τ < ⊂∫


 .  

Àíàëîã³÷íî äî òåîðåìè 3.10 [10, c. 197] ìîæíà îòðèìàòè òàêå  
Òâåðäæåííÿ. Íåõàé ôóíêö³ÿ u  º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (3), (2) â îáëàñò³ 

TΠ , F  – îáìåæåíà ³ íåïåðåðâíà â TΠ  ôóíêö³ÿ, 
1 1 1, ,  1, ,
j jx x j nϕ ϕ ∈ { } , 

,  1,2,3 ,  1, ,
ijx ii j nϕ ∈ ∈ { } { } , íàëåæàòü äî ïðîñòîðó ( )NC   òà º îáìåæå-
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íèìè â N . Òîä³ âèêîíóºòüñÿ ôîðìóëà  

 ( , ) ( , ; ,0) ( )
N

u X t Z X t d= ξ ϕ ξ ξ +∫


 

 
0

( , ; , ) ( , ) ,      ( , )
N

t

TZ X t F d d X t+ ξ τ ξ τ ξ τ ∈ Π∫ ∫


. 

Òåîðåìà 1. Íåõàé 
1 1 1, ,  1, ,
j jx x j nϕ ϕ ∈ { } , ,  1,2,3 ,  1, ,

ijx ii j nϕ ∈ ∈ { } { } , 

íàëåæàòü äî ïðîñòîðó ( )NC   òà º îáìåæåíèìè â N , ôóíêö³¿ ,c f  º 

íåïåðåðâíèìè òà îáìåæåíèìè â TΠ  ³ ìàþòü îáìåæåíèé íîñ³é. Òîä³ ³ñíóº 

ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2), îáìåæåíèé â TΠ .  
Ä î â å ä å í í ÿ. Ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåìè áàçóºòüñÿ íà çâåäåíí³ çà-

äà÷³ (1), (2) äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ ³ âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ 
íàáëèæåíü.  

Ïîçíà÷èìî 1( , , ) ( , ) ( , [ ]) ( , )f X t u c X t u X t f X t= + . Òîä³ äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ 
(1), (2) âèêîíóºòüñÿ ïîäàííÿ  

 ( , ) ( , ; ,0) ( )
N

u X t Z X t d= ξ ϕ ξ ξ +∫


 

 1
0

( , ; , ) ( , , ) ,     ( , )
N

t

TZ X t f u d d X t+ ξ τ ξ τ ξ τ ∈ Π∫ ∫


. (5) 

Íà ³íòåðâàë³ 0 1t≤ <  ôóíêö³ÿ 1( , , ) ( , ) ( ) ( , )f X t u c X t X f X t= ϕ + . Îñê³ëüêè 

íà TΠ  ìàºìî îö³íêè ( ) ,  ( , ) ( ) ( , )X M c X t X f X t Mϕ ≤ ϕ + ≤  (äå ,M M – ñòà-
ë³), òî 

 
0

( , ) ( , ; ,0) ( , ; , ) ( , ) ( ) ( , )
N N

t

u X t M Z X t d Z X t c f d d≤ ξ ξ + ξ τ ξ τ ϕ ξ + ξ τ ξ τ ≤∫ ∫ ∫
 

 

 
0

,    0 1
t

M M d M Mt t≤ + τ = + ≤ <∫ . 

 Íà ³íòåðâàë³ 1 2t≤ <  ïîçíà÷èìî 1( ) ( ,1)X u Xϕ = . Òîä³ äëÿ âñ³õ NX ∈   

1 1( )X M M Mϕ ≤ = + , à òàêîæ çàóâàæèìî, ùî íà öüîìó ïðîì³æêó 0 1t≤ − <  

1< . Òîä³, çàì³íèâøè t  íà 1t − , îòðèìóºìî 

 
1

1 1
0

( , ) ( , 1; ,0) ( ) ( , 1; , ) ( , ) ( )
N N

t

u X t M Z X t d Z X t c
−

≤ − ξ ϕ ξ ξ + − ξ τ ξ τ ϕ ξ +∫ ∫ ∫
 

(  

 
1

1 1 1 1
0

( , ) 1 ( 1)
t

f d d M M d M M t
−

+ ξ τ ξ τ ≤ ⋅ + τ = + −∫) ,  

 1 2,      Nt X≤ < ∈  . 

Éäó÷è äàë³, ( , ) ( ),  1n nu X t M M t n n t n≤ + − ≤ < + , äå ñòàë³ ,n nM M  – îá-

ìåæåí³. Îòæå, ( , ) T Tu X t M M≤ +  äëÿ âñ³õ ( , ) TX t ∈ Π . Òàê ïîáóäîâàíèé 

ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2) º îáìåæåíèì. ◊ 
Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî â óìîâàõ òåîðåìè 1 çàï³çíåííÿ º ñòàëèì ³ äîð³â-

íþº h , òî  
 1( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )L u X t c X t u X t h f X t= − + ,  (6) 
òà âèêîíóºòüñÿ ïî÷àòêîâà óìîâà  

 ( , ) ( )u X t X= ϕ  äëÿ 0,       Nh t X− ≤ ≤ ∈  .  (7) 
Òîä³ ³ñíóº îáìåæåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6), (7).  
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Ä î â å ä å í í ÿ. Äîâåäåìî ³ñíóâàííÿ îáìåæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (6), 
(7). Íà ³íòåðâàë³ 0 t h≤ <  ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (6)  º òàêîþ 1( , , )f X t u =  

( , ) ( ) ( , )c X t X f X t= ϕ + . Îñê³ëüêè ( ) ,  ( , ) ( ) ( , )X M c X t X f X t Mϕ ≤ ϕ + ≤ , òî  

 
0

( , ) ( , ; ,0) ( , ; , ) ( , ) ( )(
N N

t

u X t M Z X t d Z X t c≤ ξ ξ + ξ τ ξ τ ϕ ξ +∫ ∫ ∫
 

 

 1
0

( , ) ,    0)
t

f d d M M d M Mt M t h+ ξ τ ξ τ ≤ + τ = + ≡ ≤ <∫ . 

Íà ³íòåðâàë³ 2h t h≤ <  ìàºìî, ùî 0 t h h≤ − < . Òîä³, çàì³íèâøè t  íà 
t h− , îòðèìóºìî  

 1 1( , ) ( ),       2u X t M M t h h t h≤ + − ≤ < . 

Éäó÷è äàë³, ( , ) ( ),  ( 1)n nu X t M M t nh nh t n h≤ + − ≤ < + , äå ñòàë³ ,n nM M – 

îáìåæåí³. Òàêó ñàìó îö³íêó îòðèìóºìî äëÿ âñ³õ (0, ]( , ) TX t ∈ Π . Òàê ïîáóäî-

âàíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6), (7) º îáìåæåíèì. ◊ 
Ðîçãëÿíåìî ñëàáêî íåë³í³éí³ âèïàäêè. Íåõàé ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (1) 

ìîæå ì³ñòèòè íåë³í³éíîñò³.  
2. Â îáëàñò³ TΠ  ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîø³  

 
2 3

2 31 2
1 1

( )( , )
j j

n n

t j x j x
j j

Lu X t u x u x u
= =

≡ − − −∑ ∑  

 
1

1 1
1

( , ) ( , [ ]) , , ( , )
j j

n

x x
j

u c X t u X t f X t u X t
=

− − =∑ ( )  (8) 

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (2), äå çíîâó [ ]t  – ö³ëà ÷àñòèíà â³ä àðãóìåíòó t .  

Òåîðåìà 2. Íåõàé 
1 1 1, ,  1, ,
j jx x j nϕ ϕ ∈ { } , ,  1,2,3 ,  1, ,

ijx ii j nϕ ∈ ∈ { } { } , 

íàëåæàòü äî ïðîñòîðó ( )NC   òà º îáìåæåíèìè â N , ôóíêö³¿ ,c f  º íå-

ïåðåðâíèìè òà îáìåæåíèìè â TΠ  ³ ìàþòü îáìåæåíèé íîñ³é, êð³ì òîãî, 

ôóíêö³ÿ f  çàäîâîëüíÿº óìîâó Ë³ïøèöÿ ð³âíîì³ðíî çà ,X t , òîáòî äëÿ âñ³õ 

, 0,NX t T∈ ∈ [ ]  ³ñíóº òàêà ñòàëà L , ùî äëÿ âñ³õ 1,ξ η ∈   âèêîíóºòüñÿ 

îö³íêà ( , , ) ( , , )f X t f X t Lξ − η ≤ ξ − η . Òîä³ ³ñíóº ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (8), (2), 

ÿêèé º îáìåæåíèì â TΠ .   

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè ( ) ,  ( , ) ( ) ( , )X M c X t X f X t Mϕ ≤ ϕ + ≤  äëÿ 

âñ³õ ( , ) TX t ∈ Π , òî çã³äíî ç ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü 

 0 ( , ) ( , ; ,0) ( )
N

u X t Z X t d M= ξ ϕ ξ ξ ≤∫


  äëÿ âñ³õ NX ∈  . 

Íà ³íòåðâàë³ 0 1t≤ <  ôóíêö³ÿ 1( , , ) ( , ) ( ) ( , )f X t u c X t X f X t= ϕ + . Òîä³ äëÿ 

âñ³õ NX ∈    

 1 0 0
0

( , ; , ) ( , ) ( ) ( , , )
N

t

u u Z X t c f u d d− = ξ τ ξ τ ϕ ξ + ξ τ ξ τ ≤∫ ∫


( )  

 0 1
0

( , ; , ) ( , ) ( )
N

t

Z X t c M u d d M t≤ ξ τ ξ τ ϕ ξ + ξ τ ≤ ⋅∫ ∫


( ) , 
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 2 1 1
0

( , ; , ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , ) ( )
N

t

u u Z X t c X t X f X t u c X t X− = ξ τ ϕ + − ϕ −∫ ∫


(  

 0 1 0
0

( , , ) ( , ; , )
N

t

f X t u d d L Z X t u u d d− ξ τ ≤ ξ τ − ξ τ ≤∫ ∫


)  

 
2

1 1
0

( , ; , )
2

N

t
tLM Z X t d d LM≤ ξ τ τ ξ τ =∫ ∫


, 

 3 2 2
0

( , ; , ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , ) ( )
N

t

u u Z X t c f u c− = ξ τ ξ τ ϕ ξ + ξ τ − ξ τ ϕ ξ −∫ ∫


(  

 1 2 1
0

( , , ) ( , ; , )
N

t

f u d d L Z X t u u d d− ξ τ ξ τ ≤ ξ τ − ξ τ ≤∫ ∫


)  

 
3 3

2 2 21 1
1

0

( , ; , )
2 2 3 3!

N

tM M t tL Z X t d d L L M≤ ξ τ τ ξ τ = =∫ ∫


, 

  , 

 1
1

( )
!

n

n n

M Lt
u u

L n−− ≤ . 

Îñê³ëüêè 

 0 1
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i
i

u X t u X t u X t u X t
∞

−
=

= + −∑( ) , 

òî 

 1
1 1

( )
( , ) ( , ) ( , )

!

i
Lt

i i
i i

Lt
u X t M u X t u X t M M M Me

i

∞ ∞

−
= =

≤ + − = + = +∑ ∑ , 

 0 1t≤ < . 

Íà ³íòåðâàë³ 2 3t≤ <  çàóâàæèâøè, ùî 0 1 1t≤ − <  òà âèêîíàâøè çàì³íó t  
íà 1t − , îòðèìóºìî  

 ( 1)
1 1( , ) ,       1 2,        L t Nu X t M M e t X−≤ + ≤ < ∈  . 

Éäó÷è äàë³,  

 ( )( , ) ,     1,     L t n N
n nu X t M M e n t n X−≤ + ≤ < + ∈  , 

äå ñòàë³ ,n nM M – îáìåæåí³.  

Îö³íêè ïðîäîâæóºìî äî äîñÿãíåííÿ 1n T+ ≥ .   
Òàê ïîáóäîâàíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (8), (2) ç íåë³í³éí³ñòþ ë³ïøèöåâîãî 

òèïó â ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ (8) º îáìåæåíèì. ◊ 
Çàóâàæåííÿ 2. Òåîðåìà 2 âèêîíóºòüñÿ òàêîæ äëÿ âèïàäêó, êîëè çàï³ç-

íåííÿ º ñòàëèì.  

3. Â îáëàñò³ TΠ  ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîø³ äëÿ ð³âíÿííÿ  

 
2 3 1

2 3 1 12 1 2
1 1 1

( )( , )
j j j j

n n n

t j x j x x x
j j j

L u X t u x u x u u
= = =

≡ − − − =∑ ∑ ∑  

 , , ( , ), ( , [ ])f X t u X t u X t= ( )  (9) 

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (2), äå [ ]t  – ö³ëà ÷àñòèíà â³ä àðãóìåíòó t .  
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Òåîðåìà 3. Íåõàé 
1 1 1, ,  1, ,
j jx x j nϕ ϕ ∈ { } , ,  1,2,3 ,  1, ,

ijx ii j nϕ ∈ ∈ { } { } , 

íàëåæàòü äî ïðîñòîðó ( )NC   òà º îáìåæåíèìè â N , ôóíêö³ÿ f  º íåïå-

ðåðâíîþ òà îáìåæåíîþ â TΠ  ³ ìàº îáìåæåíèé íîñ³é, êð³ì òîãî, ( , , , )f X t ζ η  

çàäîâîëüíÿº óìîâó Ë³ïøèöÿ ð³âíîì³ðíî çà , ,X t η , òîáòî ³ñíóº òàêà ñòà-

ëà L , ùî äëÿ âñ³õ 1
1 2,ζ ζ ∈   âèêîíóºòüñÿ îö³íêà 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )f X t f X t Lζ η − ζ η ≤ ζ − ζ .  

Òîä³ ³ñíóº ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (9), (2), îáìåæåíèé â TΠ .   

Ä î â å ä å í í ÿ. Çã³äíî ç ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü, îñê³ëüêè 

( ) ,  X M f Mϕ ≤ ≤  äëÿ âñ³õ ( , ) TX t ∈ Π , òî  

 0 ( , ) ( , ; ,0) ( )
N

u X t Z X t d M= ξ ϕ ξ ξ ≤∫


 äëÿ âñ³õ NX ∈  . 

Íà ³íòåðâàë³ 0 1t≤ <  ôóíêö³ÿ 

, , ( , ), ( ,[ ]) , , ( , ), ( )f X t u X t u X t f X t u X t X= ϕ( ) ( ) .  

Òîä³ äëÿ âñ³õ NX ∈    

 1 0 0
0

( , ; , ) , , , ( )
N

t

u u Z X t f X t u X d d− = ξ τ ϕ ξ τ ≤∫ ∫


( )  

 0 1
0

( , ; , )
N

t

Z X t M u d d M t≤ ξ τ ξ τ ≤ ⋅∫ ∫


, 

 2 1 1 0
0

( , ; , ) ( , , , ( )) ( , , , ( ))
N

t

u u Z X t f X t u X f X t u X d d− = ξ τ ϕ − ϕ ξ τ ≤∫ ∫


( )  

 1 0
0

( , ; , )
N

t

L Z X t u u d d≤ ξ τ − ξ τ ≤∫ ∫


 

 
2

1 1
0

( , ; , )
2

N

t
tLM Z X t d d LM≤ ξ τ τ ξ τ =∫ ∫


, 

 3 2 2 1
0

( , ; , ) ( , , , ( )) ( , , , ( )))
N

t

u u Z X t f u X f u X d d− = ξ τ ξ τ ϕ − ξ τ ϕ ξ τ ≤∫ ∫


(  

 2 1
0

( , ; , )
N

t

L Z X t u u d d≤ ξ τ − ξ τ ≤∫ ∫


 

 
2 3 3

2 2 21 1
1

0

( , ; , )
2 2 3 3!

N

tM L M t tL Z X t d d M L≤ ξ τ τ ξ τ = =∫ ∫


, 

  , 

 1
1

( )
!

n

n n

M Lt
u u

L n−− ≤ . 

Îñê³ëüêè 

 0 1
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i
i

u X t u X t u X t u X t
∞

−
=

= + −∑( ) , 

òî 

 1
1

( , ) ( , ) ( , )i i
i

u X t M u X t u X t
∞

−
=

≤ + − =∑  

 
1

( )
,       0 1

!

i
Lt

i

Lt
M M M Me t

i

∞

=

= + = + ≤ <∑ . 
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Íà ³íòåðâàë³ 2 3t≤ <  çàóâàæèâøè, ùî 0 1 1t≤ − <  òà âèêîíàâøè çàì³-
íó t  íà 1t − , îòðèìóºìî  

 ( 1)
1 1( , ) ,      1 2,      L t Nu X t M M e t X−≤ + ≤ < ∈  . 

Éäó÷è äàë³,  

 ( )( , ) ,     1,     L t n N
n nu X t M M e n t n X−≤ + ≤ < + ∈  , 

äå ñòàë³ ,n nM M – îáìåæåí³. Ïðîäîâæóºìî îö³íêè äî äîñÿãíåííÿ 1n T+ ≥ .  

Òàê ïîáóäîâàíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (9), (2) º îáìåæåíèì. ◊ 
Çàóâàæåííÿ 3. Òåîðåìà 3 âèêîíóºòüñÿ òàêîæ äëÿ âèïàäêó, êîëè çàï³ç-

íåííÿ º ñòàëèì. 
4. Â îáëàñò³ TΠ  ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîø³ äëÿ ð³âíÿííÿ  

 
2 3 1

2 3 1 12 1 2
1 1 1

( )( , )
j j j j

n n n

t j x j x x x
j j j

L u X t u x u x u u
= = =

≡ − − − =∑ ∑ ∑  

 
1

, , ( , ), ( ,[ ]), ( , [ ])( )xf X t u X t u X t u X t= ∇   (10) 

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (2), äå [ ]t  – ö³ëà ÷àñòèíà â³ä àðãóìåíòó t .  

Òåîðåìà 4. Íåõàé 
1 1 1, ,  1, ,
j jx x j nϕ ϕ ∈ { } , ,  1,2,3 ,  1, ,

ijx ii j nϕ ∈ ∈ { } { } ,  

íàëåæàòü äî ïðîñòîðó ( )NC   ³ º îáìåæåíèìè â ,N  ôóíêö³ÿ f  º íåïåðåðâ-

íîþ òà îáìåæåíîþ â TΠ  ³ ìàº îáìåæåíèé íîñ³é, êð³ì òîãî, ( , , , , )f X t ζ η θ  

çàäîâîëüíÿº óìîâó Ë³ïøèöÿ ð³âíîì³ðíî çà , , ,X t η θ , òîáòî ³ñíóº òàêà 

ñòàëà L , ùî äëÿ âñ³õ 1
1 2,ζ ζ ∈   âèêîíóºòüñÿ îö³íêà 

1 2 1 2( , , , , ) ( , , , , )f X t f X t Lζ η θ − ζ η θ ≤ ζ − ζ .  

Òîä³ ³ñíóº ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (10), (2), ÿêèé º îáìåæåíèì â TΠ .  

Ä î â å ä å í í ÿ  ö³º¿ òåîðåìè ïîâòîðþº äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. ◊ 
5. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (8) ì³ñòèòü íåë³-

í³éíîñò³ ñòåïåíåâîãî âèãëÿäó, òîáòî ôóíêö³ÿ f  çàäîâîëüíÿº óìîâó  

(F) ³ñíóº òàêà ñòàëà 0f , ùî äëÿ âñ³õ 1,ξ η ∈   âèêîíóºòüñÿ îö³íêà 

 10( , , ) ( , , ) pf X t f X t f −ξ − η ≤ ξ − η   äëÿ ìàéæå âñ³õ ( , ) TX t ∈ Π . 

 Çàóâàæèìî, ùî ïðèêëàäîì ôóíêö³¿ f  ìîæå áóòè ôóíêö³ÿ 

 2
0( , , ) ( , ) ( , ) pf X t u f X t g X t u u−≡ + , äå 1 2p< < .  

Òåîðåìà 5. Íåõàé 
1 1 1, ,  1, ,
j jx x j nϕ ϕ ∈ { } , ,  1,2,3 ,  1, ,

ijx ii j nϕ ∈ ∈ { } { } ,  

íàëåæàòü äî ïðîñòîðó ( )NC   òà º îáìåæåíèìè â N , ôóíêö³ÿ f  º íåïå-

ðåðâíîþ òà îáìåæåíîþ â TΠ , ìàº îáìåæåíèé íîñ³é òà çàäîâîëüíÿº óìîâó 

(F). Òîä³ ³ñíóº ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (8), (2), ÿêèé º îáìåæåíèì â TΠ .   

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè 

  ( ) ,          ( , ) ( ) ( , )X M c X t X f X t Mϕ ≤ ϕ + ≤ , 

òî çã³äíî ç ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü 

 0 ( , ) ( , ; ,0) ( )
N

u X t Z X t X d M= ξ ϕ ξ ≤∫


. 

Íà ³íòåðâàë³ 0 1t≤ <  ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (8) 

 1( , , ) ( , ) ( ) ( , )f X t u c X t X f X t= ϕ + .  
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Òîä³ 

 1 0 0
0

( , ; , ) ( , ) ( ) ( , , )
N

t

u u Z X t c f u d d− = ξ τ ξ τ ϕ ξ + ξ τ ξ τ ≤∫ ∫ ( )


 

 1
0 1

0

( , ; , ) ( , ) ( )
N

t
pZ X t c M u d d M t−≤ ξ τ ξ τ ϕ ξ + ξ τ ≤ ⋅∫ ∫ ( )


, 

 2 1 1
0

( , ; , ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , ) ( )
N

t

u u Z X t c f u c− = ξ τ ξ τ ϕ ξ + ξ τ − ξ τ ϕ ξ −∫ ∫ (


 

 10
0 1 0

0

( , , ) ( , ; , )
N

t
pf u d d f Z X t u u d d−− ξ τ ξ τ ≤ ξ τ − ξ τ ≤∫ ∫)


 

 
( 1) 1

0 1 1
1 2

0

( , ; , )
( 1) 1

N

t p
p p tf M Z X t d d M

p

− +
− −≤ ξ τ τ ξ τ =

− +∫ ∫


, 

 3 2 2
0

( , ; , ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , ) ( )
N

t

u u Z X t c f u c− = ξ τ ξ τ ϕ ξ + ξ τ − ξ τ ϕ ξ −∫ ∫ (


 

 10
1 2 1

0

( , , ) ( , ; , )
N

t
pf u d d f Z X t u u d d−− ξ τ ξ τ ≤ ξ τ − ξ τ ≤∫ ∫)


 

 
1( 1) 1

0
2

0

( ) ( , ; , )
( 1) 1

N

t pp
pf M Z X t d d

p

−− +τ ≤ ξ τ ξ τ ≤ − + ∫ ∫


 

 
2 1( 1) ( 1) 1 1 2

3 ( 1) 1 ( 1) ( 1) 1p p pM t p p p
−− + − + −≤ − + − + − +( ) ( )[ ] , 

 4 3 2
0

( , ; , ) ( , ) ( ) ( , , )
N

t

u u Z X t c f u− = ξ τ ξ τ ϕ ξ + ξ τ −∫ ∫ (


 

 1( , ) ( ) ( , , )c f u d d− ξ τ ϕ ξ − ξ τ ξ τ ≤)  

 
3 2 2( 1) ( 1) ( 1) 1 ( 1) 2

3 ( 1) 1 ( 1)p p p pM t p p− + − + − + −≤ − + − +( ) ([  

 
11 3 2( 1) 1 ( 1) ( 1) ( 1) 1pp p p p

−−+ − + − + − + − +) ( )] , 

   . 

Çâ³äñè äëÿ 2k ≥  îòðèìóºìî ìàæîðàíòó  

 
1 2( 1) ( 1) ( 1) 1

1
1 ( 1)

2

1 ( 1) ( 1)

k k

k i

p p p

k k k k
i p

i

tu u M

p p

− −

−

− + − + + − +

−
− −

=

− ≤
+ − + + −∏



( )
. 

Îñê³ëüêè 0 1
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i
i

u X t u X t u X t u X t
∞

−
=

= + −∑( ) , òî 

 1
1

( , ) ( , ) ( , )i i
i

u X t M u X t u X t
∞

−
=

= + − =∑   

 
1 2( 1) ( 1) ( 1) 1

1
1 ( 1)2

2

1 ( 1) ( 1)

k k

k i

p p p

k
i pk

i

tM M t M

p p

− −

−

∞ − + − + + − +

− −=

=

= + +
+ − + + −

∑
∏



( )
, 

 0 1t≤ < . 
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Ïåðåâ³ðèìî, ÷è º çá³æíèì ðÿä 
1 2( 1) ( 1) ( 1) 1

1 ( 1)2

2

1 ( 1) ( 1)

k k

k i

p p p

k
i pk

i

t

p p

− −

−

∞ − + − + + − +

− −=

=

+ − + + −
∑

∏



( )
. 

Çà îçíàêîþ Äàëàìáåðà  

 
1

1

( 1) ( 1) ( 1) 1
1

1
1 ( 1)

2

1 ( 1) ( 1)

k k

k i

p p p
k

k
k i p

i

a t
a

p p

−

− +

− + − + + − +
+

+
− −

=

= ×
+ − + + −∏



( )
 

 1 2

1 ( 1)

2

( 1) ( 1) ( 1) 1

1 ( 1) ( 1)
k i

k k

k
i p

i

p p p

p p

t

−

− −

− −

=
− + − + + − +

 
+ − + + − 

 × = 
 

∏


( )
 

 
( 1)

1
1 ( 1) ( 2)

2

1 ( 1) ( 1)

k

k i

p

k
i p p

i

t

p p
−

−

+
− − −

=

= ∼
+ − + + −∏ ( )

 

 
1

( 1)

1
( 1) 1 ( 1)

2( 1)

k

k

p

p
p k

p

t

p
−

−

− − − − −
−

∼

−
[ ]

. 

ßêùî 1 2p< < , òî ïðè k → ∞  öåé âèðàç ïðÿìóº äî 0, îòæå, ðÿä çá³æíèé.  

Íà ïðîì³æêó 1n t n< < +  ìàºìî îö³íêó  

 ( , )u X t =  

 
1 2( 1) ( 1) ( 1) 1

1
1 ( 1)2

2

( )
( )

1 ( 1) ( 1)

k k

k i

p p p

k
i pk

i

t n
M M t n M

p p

− −

−

∞ − + − + + − +

− −=

=

−= + − +
+ − + + −

∑
∏



( )
. ◊ 

Äîâåäåìî ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ðîçãëÿíóòèõ çàäà÷.  
Òåîðåìà 6. Îáìåæåí³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ (1), (2); (6), (7); (8), (2); (9), (2); (10), 

(2) º ºäèíèìè.  

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ³ñíóº äâà ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (8), (2) 1u  òà 2u . ¯õ 

ð³çíèöÿ 1 2u u u= −  º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³  

 
2 3 1

2 3 1 11 2
1 1 1

( )( , )
j j j j

n n n

t j x j x x x
j j j

Lu X t u x u x u u
= = =

≡ − − − =∑ ∑ ∑  

 2 1( , , ) ( , , ) ( , ) ( ,[ ])f X t u f X t u c X t u X t= − + ,  (11) 

 ( ,0) 0,       Nu X X= ∈  .  (12) 

Ðîçãëÿíåìî òàê³ âèïàäêè.  
1°. ( , , ) ( , )f X t u f X t=  – çàäà÷à (1), (2).  
Ðîçâ’ÿçîê çàäàºìî ÿê  

 
0

( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , [ ]) ,     ,   (0, ]
N

t
Nu X t Z X t c u d d X t T= ξ τ ξ τ ξ τ ξ τ ∈ ∈∫ ∫


 . (13) 

Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ ( , )u X t  º îáìåæåíîþ, òî ³ñíóº ñòàëà M  òàêà, ùî äëÿ 

âñ³õ ( , ) TX t ∈ Π  ôóíêö³ÿ ( , )u X t M≤ . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C  ñòàëó, ÿêà îáìå-

æóº çâåðõó ôóíêö³þ ( , )c X t . Òîä³  

 
0

( , ) ( , ; , )
N

t

u X t MC Z X t d d M C t≤ ξ τ ξ τ = ⋅ ⋅∫ ∫


. 
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Ï³äñòàâèìî îòðèìàíó îö³íêó â (13). Òîä³  

 
2 2

2

0

( , ) ( , ; , )
2

N

t
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Äîâåäåííÿ çàâåðøóºìî, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó.  
3°. Ïîä³áíî äîâîäèìî ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó çàäà÷ (9), (2) ³ (10), (2), à òàêîæ 

ó âèïàäêó ñòåïåíåâèõ íåë³í³éíîñòåé. ◊ 
Äîñë³äæåííÿ ÷àñòêîâî ï³äòðèìàí³ ´ðàíòîì Ïðåçèäåíòà Óêðà¿íè äëÿ 
ï³äòðèìêè íàóêîâèõ äîñë³äæåíü ìîëîäèõ ó÷åíèõ (íîìåð äåðæðåºñòðà-
ö³¿ 0108U009507). 
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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УЛЬТРАПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ПО ВРЕМЕНИ  
 
Èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ óëüòðàïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ 
çàïàçäûâàíèåì â êëàññàõ íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Òàêèå óðàâíåíèÿ 
îáîáùàþò óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà äèôôóçèè ñ èíåðöèåé. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, 
êîãäà çàïàçäûâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì íà åäèíè÷-
íûõ èíòåðâàëàõ, óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ëèíåéíûìè èëè ñîäåðæàòü ñòåïåííûå 
íåëèíåéíîñòè èëè íåëèíåéíîñòè òèïà Ëèïøèöà.  
 
CAUCHY PROBLEM FOR ULTRAPARABOLIC EQUATIONS 
WITH TIME DELAY 
 
The solvability of the Cauchy problem for ultraparabolic equations with delay is inves-
tigated in the classes of continuous and bounded functions. Such types of equations ge-
neralize the Kolmogorov equation of the difussion with inertia. The cases of constant or 
piecewise continuous time delay when the equations are linear or can have 
nonlinearities of the Lipschitz or power type are considered.  
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